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Resumen seand y B dosC*-algebras conmutativas con unidad. Estudiamo$ hgsta ge punto la existencia de un isomorfismo de grupodefinido entre los grupos de unitarios de
y B ayuda a la hora de encontrar una redacentre los espacios de estructufad) y o(B) de estag’*-algebras. Impondremos/a algunas condiciones &s de tipo algebraico-ged@tnicas pare
alcanzar este objetivo. De hecho, si suponemosHjes aderas una aplicaon biseparadora, entonce&A) ~ o(B) y K adquiere la estructura de un operador composicon peso. Com
consecuencia, lag*-algebras4 y B sonx-isomorfas. Mostramos a su vez algunos ejemplos con los que queremos enfatizar el hecho de que el concepto de ser biseparador es fun

obtener este tipo de resultados que siguemkzal del Teorema @sico de Banach-Stone.

1. Preliminares y Planteamiento del Problema

Los operadores composiei con peso o aplicaciones del tipo Banach-Stone han sido estug
en numerosas ocasiones, con diferentes dominiosgdanes. Una de las herramientaasipo-
tentes a la hora de caracterizar este tipo de aplicaciones es el conceplicaleon separadora

Denotamos poiC(X) al espacio de las funciones continuas que toman valoreR énen
C. Puede recibir diferentes estructurasiillo conmutativo,algebra de Banach¢{*-algebra,
reticulo de Banach.

Sea, pues[' : C(X) — C(Y) una aplicadn lineal; entonce%’ es una isomeia sobreyectiva
un isomorfismo de anillos o un isomorfismo de reticulos]’ s unoperador composicon

con peso La continuidad automatica del’ es otra de las propiedades que se pueden ded
partir de unaaplicacion separadorg bajo algunas condicionesas.

AQUI: ¢Teorema del tipo Banach-Stone pafaalgebras generales? ¢ Condiciones |

caracterizar un&*-algebra a partir de su grupo de unitarios?

Sean, puesd y B dosC*-algebras conmutativas con unidad Entonces:

- El espacio de estructurde A4, o(A), se compone de todos los homomorfismosidenC.
-U(A) es elgrupo de unitariosde Ay U(.A)y la componente conexa de la identidad.

2. Relacon entre los espacios de estructuradde 55

Definicion. Dadoy € o(B), se define etoporteded, o H' como el conjunto

supp(0,0H') :={x € o(A) : VW € N(x)3f € U(A)y t.q. coz(f) C W and(6,0 H')(f) # 1.}

El siguiente resultado es fundamental a la hora de definir la agicacitres (A) y o(B).
Proposicion. Para todoy € o(B) existe urinicox € o(.A) tal quesupp(d, o H') = {z}.

Por tanto, queda definida la aplicasih : o(B) — o(A), y — supp(d, o H'). Esencial en |

prueba de qué es una biyecdin es el siguiente conjunto. Dadoe o(A):

I, ={feC’0(A),T): IV € N(z) such thatfy, = 1r}.

Proposicion. SeaH' : C°(c(A),T) — C°(o(B),T) un isomorfismo de grupos biseparad

satisfaciendo las propiedades nombradas en la segunda parte. Entonces, paradodQ3),
H'l},y) = 1.

De la Proposi@n anterior se deduce quees una biyecé@n. Por tanto, basta demostrar |

continuidad de:, ya ques(B) es compacto y(.A) es, en particular, Hausdorff. Finalmente

Proposicion. La aplicacbnh : o(B) — o(.A) es un homeomorfismo.

4. Regreso a lag"*-algebras

Ahora es cuando estamos en condiciones de constru#ismmorfismo entre lag™-algebras4
y B, teniendo en cuenta que: o(B) — o(.A) es un homeomorfismo.

Teorema. LasC*-algebras conmutativas con unidddy 5 sonx-isomorfas.
-ESQUEMA DE LA PRUEBA -

e Se define el candidato a ser el isomorfistiealgebras’(o(.A), C) andC(o(B), C)

K :C(o(A),C) — C(a(B),C)
f — foh.

e /{ es un isomorfismo de grupos.

e Como las transformadas de Gelfand, y ¢z son tamben x-isomorfismos, entonce

K’ : A — B es unx-isomorfismo que verifica quez o K' = K o 4.

A lo largo de todo el trabajo, nuestrasrramientas han sido:

1. Propiedades de las aplicaciones separadoras.

2. Propiedades de laS*-algebras. Reladon entreestas y los grupos de funciones contin
evaluadas eff.

3. Técnicas de la dualidad de Pontryagin. Propiedadés de

hdosSe define laransformada de Gelfandlea € A como la aplicadna : o(A) — C, x — x(a).

La aplicacon o4 : A — C(o(A),C), a — a, es unx-isomorfismo isoratrico (Teorema d¢
Gelfand-Naimark par&*-algebras conmutativas con unidad).
Definicion.
todo par de elementos, b € U(A) tales que(a — 14) * (b — 14) =
(Ha — 15) % (Hb — 1) = 0.

Un homomorfismad : U(A) — U(B) se dice que eseparador, si para
0, entonces

SeaH : U(A) — U(B) un isomorfismo de grupos biseparadBr{ es separador) tal que:
1. Hyrrq ) €S continua. 2. HU(A)y) =U(B)y

Uy diagrama

Clo(A),T) 25 Clo(B),T)

se deduce quf’(a) = Ha para todos € U(A). Luego

Proposicion. Supongamos qu¥ : U/(A) — U(B) es un isomorfismo de grupos biseparador ¢
verifica las dos condiciones anteriores. EntonEEss un isomorfismo de grupos bisepara
que es continuo restringido a las funciones constantd§¢'°(c(A), T)) = C°(a(B), T).

3. Representacn deH'’

Teorema. SeaH’ : C°(0(A), T) — C°(o(B), T) un isomorfismo de grupos biseparador g
adenas es continuo restringido a las aplicaciones constantes. Entonces existe un hom
fismoh : o(B) — o(A) tal que(H'f)(y) = H'(f(h(y)))(y) paratodaf € C°(c(A),T)y para
todoy € o(B), y adenas, H' es continua.

Como consecuencial!’ es continua y obtenemos una primera represémade H' como
aplicacbn del tipo de Banach-Stone.

Técnicas de la dualidad de PontryagindualizamosH’, H' : C°(c(B), T)" — C°(a(A), T)",
gue sigue siendoontinua y adenas, respecto de la topol@gcompacta abierta. &4 ain, si la
restringimos ar(B), ésta exontinua respecto de ltopologia original des(B). Por tanto:

Proposicion. 1/1[\’,(,(5)(0(8)) C{nh(y): n €Z, h(y) € o(A)}

Definimos, entoncesi : o(B) — Z de forma que para todpc o(B), 6,0 H' = (3(y)dp,). ASI
puesVf e C°c(A), T)yVy € o(B):

(H'f)(y) = (6,0 H)(f) = B)dn)(f) = F(h(y))"Y,

esto esH’ es finalmente unaplicacion del tipo Banach-Stone

5. Algunos Ejemplos

Sea( un grupo localmente compacto. Asociad&'apuede construirse un@-algebra, que
recibe el nombre d€ *-algebra de grupoC*(G) de G. Si G es aderas abeliano, entonce
C*(G), ya conmutativa, puede identificarse e¢@iG), dondeG, el grupo dual d€& en el sentidc
de Pontryagin, es el espacio de estructura de difdebra.

EJEMPLO 1. Construimos un isomorfismo topaglico H entreC(T X Zy, T)y C(T x Z5,T)
teniendo en cuenta qUe&(T x Z,, T) = C(T, T) x C(T, T) = (C°(T, T) x T) x (C°(T, T) x T).
Si(f,g) € O(T,T)* = C(T x Zy, T), entonces definimos

H:C(T X Zy, T) —> C(T x Zy,T)
(f,9) — ((f, Xnm) (G5 Xn));

dondef = (f,x») Y9 = (G, xm) Y f, § € C°(T, T), mientras que,, xm € T, conn, m € Z.
Conclusion: Este isomorfismdd es una isomeia perono se puede representar mediante
homeomorfisma@ entreT x Zoy T X Zs.

EJEMPLO 2. Losgrupod'y =% X B, Zs Yy I's = B 7Z x B,Z- verifican
UCHT))=C(T x2¥,T) = C(TY x 2¢,T) =U(C*(T'y)),
dondel’; = T x 2¥ and[, = T¥ x 2% son los espacios de estructura d&(I';) y C*(I'y),

Sespectivamente. Pero las componentes conexas de la identidadydg, no tienen la misma

dimensbn, luego los gruporo pueden ser homeomorfos
Conclusion: Tenemos dos grupos tojgjicos cuyas *-algebras de grupo asociadas son
IsomorfasperoSl sus grupos de unitarios.




