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1. NUMERO DE RAMIFICACION DE UN GRAFO

Sea G un grafo de geometria acotada ( i.e. el nimero de aristas
con origen en un vértice estd uniformemente acotado), dotado de
la métrica d que hace a cada arista isométrica al intervalo [0, 1]. La
nocién de nimero de ramificacién mide el promedio de descen-
dientes de un vértice, es decir, de aquellos vértices vecinos que
estan mas alejados de un vértice 0 prefijado. En efecto, se define:

br(G) = inf{A > 1| infir Loen A4 = 0}

donde II es un conjunto de aristas que separan 0 del infinito [4].
Hay una relacion clara entre el ntimero de ramificaciéon br(G) y la
tasa de crecimiento exponencial
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¢r(G) = liminfo(n)
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donde v(n) = #§B4(0,n). En efecto,

br(G) < gr(G)

Aunque en muchos ejemplos ambas cantidades coinciden, hay ca-
sos en los que esto no ocurre:
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2. NATURALEZA DEL INVARIANTE

La definicion de br(G) usa la estructura métrica de G. Resulta
natural preguntarse si esta cantidad es independiente de la estruc-
tura métrica a gran escala. Recordemos que dos grafos G y G’ son
casi-isométricos ( en el sentido de Gromov) si existe una aplicacién
bilipschitziana entre dos redes (constituidas por vértices).
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Para ver como afecta la casi-isometria al ntimero de ramifica-
cién, uno puede restringirse a las dos situaciones siguientes:

= G es un subgrafo de G’ tal que la distancia de cualquier vértice
de G’ a G est4 uniformemente acotada.

» G y G’ son grafos lipschitzianamente equivalentes con el mis-
mo conjunto de vértices.

En el primer caso se tiene br(G) = br(G'). El arbol binario G y
el arbol de Fibonacci G’ satisfacen la segunda situacién. En este
caso, br(G) =2 y br(G') = ® siendo ® la razon durea.

El drbol de Fibonacci representa el crecimiento demogrdéfico de una pareja de
conejos cuya madurez sexual se alcanza al cabo de un mes.

Tal y como ocurre en este ejemplo, los nameros de ramificaciéon
de dos grafos casi-isométricos G y G’ con constante de Lipschitz
C estan relacionados por:

br(G) < br(G"©

El nimero de ramificacion de un arbol T esta relacionado con
la dimensién de Hausdorff HD(dT) del subespacio de finales 9T
de la siguiente manera:

br(T) = ¢HD@T)

Si T y T’ son casi-isométricos, entonces HD(dT) < CHD(dT")
donde C es la constante de Lipschitz.
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3. NUMERO DE RAMIFICACION DE UN PSEUDOGRUPO

Sea X un espacio boreliano estdndard, dotado de una medida
de probabilidad yu. Sea X~ una familia finita de isomorfismos bore-
lianos entre partes borelianas de X que respeten los conjuntos de
medida nula. Tal familia genera un pseudogrupo de transforma-
ciones no singulares de X de tipo finito I'.

Cada o6rbita I'(x) es el conjunto de vértices de un grafo local-
mente finito I's(x). Dos elementos v,z € I'(x) estdn unidos por
una arista si existe y € X tal que y(y) = z.

Sea bry, : X — [1,00) la aplicacién de ramificaciéon definida por
bry(x) = br(I'g(x)). Como consecuencia de una version del lema
de la hipersuperficie de [3], descrita en [2], se tiene:

PROPOSICION 1. La aplicacion bry, es una aplicacion boreliana cons-
tante sobre las orbitas.

Se define el nimero de ramificacion del pseudogrupo (I, X, i)
dotado de la estructura de grafo definida por X por:

br(I, X, u, %) = [ brs(x)du(x)

Como corolario de la proposicién anterior, se tiene:

TEOREMA 2. Si la medida u es ergodica, entonces br(I', X, u,¥) =
br(T's(x)), para u-casi todo x € X.

TEOREMA 3 ([1]) . Si p es ergddica y br(T, X, u, X) = 1, entonces la
relacion de equivalencia definida por la accion de I es promediable.

EJEMPLO 4. Si un grupo discreto I" acttia sobre un espacio com-
pacto, la elecciéon de un sistema de generadores % permite dotar a
cada 6rbita I'(x) de una estructura de grafo I's(x). Si la isotropia
de x es trivial, I's(x) es el grafo de Cayley C (I, X) de (T, X).

La accién de un grupo promediable I' deja siempre invariante
una medida de probabilidad. Cuando la accién es esencialmen-
te libre, la funcién bry es constante c.p.d. y coincide con el nu-
mero de ramificacién de C(I',Z). En el caso del grupo del sereno
I'=Z X @,czZy x {n}, este namero coincide con ®.
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