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Esquema

Invariantes de Vassiliev.
Invariantes topoldgicos globales: grafos con pesos.

PROBLEMA 1: ¢Qué grafos provienen de aplicaciones
estables?

Técnica basica: Cirugias de aplicaciones y de grafos.

PROBLEMA 2: ¢ Qué grafos provienen de aplicaciones
estables sin cuspides?

Estudio de los contornos aparentes de las aplicaciones
estables sin cuspides.
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Aplicaciones estables

=

Decimos dos aplicaciones f,g : M — N son A-equivalentes S
existen difeomorfismos

[ M — M y k: N — N,

tales que
kf =gl.

Se dice que f € C*°(M, M) es A-estable Si existe algun
entorno V; de f en la topologia C'* de Whitney, tal que
Vg € V¢, g es A-equivalente a f.

Denotamos por £(M, N) el subespacio de las aplicaciones
LA-estabIes en C*°(M, M). J
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|sotopias estables

Dos aplicaciones C*°, f,g : M — N son establemente
isot Opicas Si €S existe una una aplicacion C*° (isotopia estable ),

F:MxIR— N

tal que

1) F; : M — N es A-estable paratodo t € IR,
2) o =,

3) F} = g.

Equivalentemente: fy g son establemente isotopicas si estan
en la misma arcocomponente del subespacio £(M, N).

o -
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Invariantes de isotopia estable

-

Sea R un anillo unitario conmutativo. Un invariante de isotopia
estable con valoresen R €S una funcion

V:EM,N)— R

tal que si f y g son establemente isotopicas, entonces

El conjunto de los invariantes de isotopia estable en £(M, N)
con valores en el anillo R viene dado por el R-modulo

HY(E(M,N)), R)

o -

—p. 5/¢



Invariantes de Vassiliev

-

V. A. Vassiliev ha desarrollado una teoria de general que
conduce a la obtencion de invariantes de isotopia en los
espacios de aplicaciones estables: Complements of discriminants

of smooth maps: topology and applications. AMS, Providence, 1992.

=

Las técnicas de Vassiliev se basan en el analisis de las
estratificaciones del conjunto discriminante en cada caso,

A = C™(M,N) — E(M,N).

En primer lugar se determina y se estudia la estructura de los
estratos de codimension uno y dos. En particular, las
relaciones de incidencia entre los mismos.

o -
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Invariantes de Vassiliev de primer orden

=

Se co-orienta los estratos de codimension 1y se asigna
indices de transicion (elementos del anillo R).

Una familia de indices sobre el conjunto de los estratos de
codimension 1 del discriminante determina un cociclo de
Vassiliev de orden uno  Si satisfacen la siguiente

Condici on de compatibilidad:

Dado un camino cerrado alrededor de cualquier estrato S de
codimension 2, la suma de los indices correspondientes a las
transiciones del camino por los diferentes estratos
co-orientados de codimension 1 que inciden en S es cero.

o -
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Valor de un invariante de primer orden sobre una aplicacion cada

1
la arcocomponente de f en COO(M, N) y se le asocia un valor, por ej.

0 e R.
2.- Se toma un camino genérico -y (esto es, transversal a todos los estratos

-Dada f € £(M, N) se parte de una aplicacion "distinguida”, fy, sobre

de A) que une f con f.

3.- El valor del invariante sobre f viene dado por la suma de los indices
correspondientes a las transiciones de 7y a través de los estratos de
codimension uno en 2\, con signo positivo siempre que la orientacion del
camino coincida con la co-orientacion del estrato y negativo en caso

contrario.

La condicion de compatibilidad garantiza que el resultado es independiente

del camino genérico escogido.
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Aplicaciones de la Teoria de Vassiliev

Aplicaciones estables de Sten IR (nudos): V. Vassiliev, Cohomology
of knot spaces, Advances in Soviet Math. 1 (1990) 23-69.

Aplicaciones estables de Sten IR?: V. 1. Arnold, Topological Invariants
of Plane Curves and caustics. University lecture series, Vol. 5, AMS,
Providence 1994.

Aplicaciones estables de superficies en IR3: V. Goryunov, Local
Invariants of mappings of surfaces into three-space, The Arnol'd-Gelfand
mathematical seminars 223-255. Birkhauser, Boston (1997).

Aplicaciones estables de superficies en IR?: E Aicardi and T. Ohmoto ,
First order local invariants of apparent contours. Topology (2006).

Aplicaciones estables de 3-variedades en IR?3: Estudio en proyecto

L(Raul Oset). J
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Aplicaciones estables de superficies en el plano

-

eorema de Whitney — Las singularidades estables de las aplicaciones
de una superficie en el plano son los pliegues vy las cuspides , con

codimensiones respectivas uno y dos.

Notaci on:
1) 3 f = Conjunto singular de f : M — IR*

2) f(3f) = Contorno aparente de f.
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Conjunto singular y contorno aparente

-

Si f es una aplicacion estable:

a) El conjunto singular, X f, es una curva simple regular con

(posiblemente) varias componentes conexas.

b) El contorno aparente, f (> f), es una curva plana con singularidades

correspondientes a las clspides de f, e intersecciones transversas.

Si M es una superficie compacta y sin frontera, todas estas curvas son

cerradas y tanto el niUmero de cuspides como el de intersecciones

(transversas) entre las curvas del contorno aparente es finito.

o -
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Invariantes de aplicaciones estables

-

Si f,g: M — IR* son A-equivalentes:
a) las curvas X f y >g son A-equivalentes en M,
b) las curvas f(Xf)y g(2g) son A-equivalentes en IR

Si M es simplemente conexa: A-invariantes = invariantes de
Isotopia estable.

En general, si f y g son establemente isotopicas, entonces
son A-equivalentes.

Por lo tanto, los A-invariantes son invariantes de isotopia
estable.

o -
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Invariantes de Aicardi-Ohmoto

o .

F. Aicardi y T. Ohmoto han encontrado un conjunto completo
de generadores para el anillo de los invariantes locales tipo
Vassiliev de primer orden: I, Ip Yy IF.

Estos generadores estan definidos en terminos de las
transiciones de codimension 1 en el conjunto de ramificacion.

Las transiciones locales y multilocales de codimension 1 para
las aplicaciones estables de una superficie en el plano han
sido descritas por E. Chincaro (1978) y estan ilustradas en la
siguiente figura.

o -
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Transiciones de codimension 1

!

l
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Invariantes de Aicardi-Ohmoto

- .

Utilizando estas transiciones Aicardi y Ohmoto prueban:

Teorema

El grupo abeliano consistente en todos los invariantes locales de orden
uno de tipo Vassiliev para las aplicaciones estables en C'*° (M, IR?) esta
libremente generado (modulo funciones constantes) por los tres elementos

siguientes:

Alp = 2(AT? + AT + AT?) + 2(AC* + AC?) + AS,
Alc = 2(AB + AL+ AS),
L Alp = 2(AT° + AT?) + AC* + AC?. J
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Observaciones

- .

AlIp = variacion en el numero de puntos dobles del contorno
aparente al recorrer un camino genérico desde la aplicacion
base a la aplicacion considerada.

Al = variacion en el numero de cuspides en el contorno
aparente al recorrer un camino generico desde la aplicacion
base a la aplicacion considerada.

Es evidente que los nimeros I, e I son invariantes de
A-equivalencia para las aplicaciones estables de C*°(M, IR?).

o -
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El invariantes I,

=

Un invariante global , iIndependiente de los generadores de
Ohmoto, es el numero total de arcocomponentes del conjunto
singular: I,,.

Observemos que la transicion B altera Io e I, a la vez.
Denotamos por B, (B™) la B-transicion que conduce al
nacimiento de un par de cuspides que aumenta (disminuye)
el numero de arcocomponentes de > f.

OO O-Q-C

Se verifica: Al,=AB; —AB_+ AL.

o -
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Contornos aparentes

Observamos que los invariantes de Ohmoto-Aicardi nos proporcionan informaciones sobre
el contorno aparente, pero no son suficientes, tal como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Nl N\

===
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Grafo de una aplicacion estable

. .

| tipo topologico del complemento de X f en M es un
Invariante de isotopia.

Podemos codificar la informacion que nos proporciona dicho
Invariante en un grafo con pesos.

Si M es cerrada, el conjunto singular > f determina una
coleccion finita de curvas cerradas en M.

Su complemento es una unidn disjunta de superficies
abiertas. La frontera de cada una de estas regiones esta
formada por una subcoleccion de X f.

o -
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Grafo dual de una coleccidon de curvas

-

Sea C una coleccion finita de curvas cerradas en una
superficie M. Asociamos un grafo a C de la siguiente forma:

=

Cada arcocomponente de M — C determina un vertice y cada
curva de C una arista.

Un vértice v y una arista a son incidentes si y solo si la curva
representada por a esta en la frontera de la region
representada por v.

A cada vertice v se le asigna como peso (entero) el género
g(v) de laregion de M — C representada por v.

o -
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Ejemplo de grafo dual




Realizacion de grafos |

. .

coleccion finita C de curvas cerradas en alguna superficie M. El par

eorema Todo grafo con pesos es isomorfo al grafo asociado a alguna

(M, C) es Unico salvo .A-equivalencia. El género de la superficie M viene

dado por
g(M) = p1(G(M,C)) + Zg(v),

entrando en esta suma los pesos de todos los vértices de G(M, C).

Corolario Dado un par (M, C), se tiene que M es una esfera siy solo si

el grafo G(M, C) es un arbol con peso nulo en cada uno de sus vértices.

o -
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Grafo de una aplicacion estable

-

Dada una aplicacién estable f : M — IR?, el grafo G(f) es el
grafo dual de X f en M.

=

Los grafos de aplicaciones estables son A-invariantes.

El invariante [, sobre una aplicacion f coincide con el
numero de aristas del grafo asociado a f.
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Ejemplo de grafo de una aplicacion estable
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Preguntas basicas

. .

superficies compactas en el plano?

) ¢, Qué grafos pueden ser obtenidos a partir de aplicaciones estables de

2) Dado un grafo realizable ¢ Cuales son las diferentes .A-clases de

aplicaciones estables que lo comparten?

3) ¢, Cuales son todos los grafos que pueden corresponder a un mismo

contorno aparente?
4) ¢ Qué grafos provienen de aplicaciones estables sin clspides?

5) Hasta qué punto el par (grafo, contorno aparente) caracteriza la A-clase

de una aplicacion estable?

o -
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Ejemplos de grafos realizables

1) Aplicaciones estables del toro y la esfera en el plano con grafos de pesos nulos:

= ==
= "o

2) Aplicacion estable del bitoro en el plano con grafo de pesos no nulos:
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Suma de curvas planas

=

Se introduce el concepto de puente entre dos arcos de curvas planas I'; y I's y CUrva
suma I'; @ I's, tal como se ilustra en la siguiente figura:

r
X > X2 S
% B
W < B Y, ¢
by b,

Puente entre dos arcos de curva
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Suma horizontal de aplicaciones de superficies en el plano

“Levantando” un puente, adecuadamente colocado, entre las conjuntos de ramificacion de
dos aplicaciones podemos sumarlas siguiendo el esquema indicado abajo:

L1 Co..
‘ ke \\ \
'ID' \'\ \ el ,‘ --------- PR 2 ﬁ‘a
[ Dy D Dy ' 1 Y12
*’ ___
o—~——) H— Z—, P —
s’ 4
|f#g

v Vv v
’ \ z\ _/\
B ™ | "
— T

Suma de aplicaciones

A A o
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Suma vertical de aplicaciones de superficies en el plano

Otra posible suma se obtiene a base de identificar dos discos cuyas imagenes sobre el
plano coincidan, tal como se muestra en la figura:
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Sumas y grafos

Aqui vemos como las cirugias anteriores afectan a los grafos.

i e, "pod S ed@  Core
: Lo, .ob de, .ob gher
: bd : .

-
—————

AR
\V \
B
f(p) gl@ —
Bf Bg B(f®g)

Cirugias: (a) horizontal, (b) vertical
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Aplicacion estable con dos cuspides del toro en el plano

Consideramos una proyeccion estandard del toro e el plano.

Introducimos dos "colas de golondrina” en las dos curvas singulares (por medio de
transiciones de tipo .5).

Seguidamente se cancelan dos de las cuspides por medio de dos transiciones de tipo L.
@) (0]
L - <I — ]
0] 0]

. I
- (&)
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Aplicacion estable con dos cuspides

Esta cirugia da lugar a una curva singular homotépicamente trivial, que separa un disco de
una region de género 1 tal como se ilustra en la siguiente figura.
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Cirugia con dos cuspides

La suma horizontal de la aplicacion estable con dos cuspides del toro en el plano con
cualquier otra aplicacion aumenta el género de una de las regiones inmersas, introduciendo
ademas dos cuspides en esta ultima.

.-.‘ L]

a 1 ‘oa+1l
+ ju—
- b O mm® b

Las sucesivas sumas horizontales de la aplicacién del toro con dos cuspides con otra
aplicacion estable f permite obtener una nueva aplicacion estable con el mismo grafo que f,
pero con pesos arbitrarios en los vértices.

o

-
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Realizacion de grafos tipo arbol

- .

Teorema 1: Un grafo G es el grafo de alguna aplicacion estable de la
2-esfera en el plano si y solo si G es un arbol con pesos nulos en todos

sus vertices.

Un grafo es bipartito si todos sus vértices pueden ser etiquetados con =+

de manera que los dos vértices de cada arista tengan signos opuestos.

Todo arbol es bipartito.

o -
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Realizacion de grafos

-

a) Cualquier grafo finito (con pesos arbitrarios en sus veértices) es grafo de

=

eorema de Realizaci 6n de grafos

alguna aplicacion estable de alguna superficie cerrada M en el plano siy

solo si es bipartito y

b) Un grafo G es el grafo de alguna aplicacion estable de alguna superficie

cerrada orientable ) en el plano si y solo si es bipartito.

La demostracion se realiza por induccion, partiendo de un arbol maximal

incluido en el grafo e introduciendo algunas de las cirugias anteriores.

o -
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Submersiones con pliegues

. .

esta constituida por aquellas que no tienen cuspides, conocidas como

na clase importante de aplicaciones estables de superficies en el plano

submersiones con pliegues

Los contornos aparentes de las aplicaciones estables sin cuspides son

curvas planas regulares cerradas.

Estas curvas pueden ser vistas como imagenes de la frontera de

superficies inmersas en el plano.

o -
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Contornos aparentes de submersiones con pliegues

- .

Proposici 6n: Sil' es el contorno aparente de una aplicacion estable sin

cuspides, f : M — IR?, entonces

X(M) = 2iw (D),
siendo iy (I") el indice de Whitney de la curva I".

Corolario 1: Una coleccion de curvas orientadas cerradas cuyo indice de
Whitney es mayor que 1 no puede ser conjunto de ramificacion de ninguna

aplicacion estable.

Corolario 3: El nUmero de puntos dobles del conjunto de ramificacion de

cualquier aplicacion estable sin clspides cuyo grafo tiene peso nulo es par.
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Grafos equilibrados

L .

Dado un grafo bipartito G, denotemos:

a) V. y V_ = nUmeros de vértices con etiquetas positivas y negativas

respectivamente,

b) g+ y g = sumas de los pesos de los vértices con etiquetas positivas y

negativas respectivamente.

Decimos que el grafo G es equilibrado si se verifica:

Vi—-V_o=g9y—9-.

En el caso de grafos con pesos nulos, la condicion de equilibrio pasa a ser:

| vt=v-. B
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Arboles equilibrados

- .

indices enteros a sus aristas, de manera que la suma de los indices de

ema: Un arbol con pesos es equilibrado si y solo si es posible asignar

todas las aristas incidentes a cada uno de los veértices sea igual a

2 — 2p(v), siendo p(v) el peso de dicho vértice.

Si exigimos gque todos estos indices sean pares, entonces se tiene que

esta asignacion es (nica.
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g-compatibilidad y aplicaciones estables sin cuspides

Diremos que una familia de enteros {x, Y, 2y e } es g-compatible si

verifica:

1+2)+(14+y)+(1+2)+---=2-2g

Proposici 6n: Las curvas del conjunto de ramificacion de una aplicacion
estable sin cuspides cuyo grafo es un arbol tienen nameros de rotacion

Impares que satisfacen las condiciones de compatibilidad en todos los

vértices del grafo.

o -
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Familias compatibles de enteros impares

- .

Dada una familia g-compatible de r enteros impares, {w; }'_;, existe una

ema fundamental:

inmersidn de una superficie compacta de género g cuya frontera tiene r
arcocomponentes, de manera que los nameros de rotacion de las
imagenes de las r curvas de la frontera son los {w; }/_, y las curvas

correspondientes se encuentran en las siguientes familias de "curvas

olalclcioReits

2d+1

basicas”.
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Realizacion de grafos equilibrados

-

eorema A: Cualquier arbol (con pesos) equilibrado es el grafo de alguna

=

aplicacion estable sin clspides de alguna superficie M en el plano.

Teorema B: Todo grafo que posee algin arbol maximal equilibrado puede
ser el grafo de alguna submersion con pliegues de una superficie (no

necesariamente orientable) en el plano.

Teorema C: Un grafo bipartito G puede ser el grafo de alguna submersion
con pliegues de una superficie orientable en el plano siy solo si G es

equilibrado.

o -
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Grafos de submersiones con pliegues

Todos los posibles grafos de peso nulo para las aplicaciones estables con

I, <5y I~ = 0de laesfera, el toro y el bitoro son los siguientes:

Al MBI WAV
2 10 e VAV (R )




Aplicaciones estables planares

s

encuentran en el complemento de su conjunto singular son planas. En

=

e dice gue una aplicacion estable es planar sitodas las regiones que se

otras palabras, todos los vértices de su grafo tienen peso nulo.

— p. 44/



Contornos aparentes de submersiones planares con pliegues

. .

Las siguientes tablas contienen todas las posibles clases de isotopia de los

eorema

contornos aparentes de aplicaciones estables planares con [, < 2,

I =0y Ip < 4delaesferay el toro en el plano.
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Esfera
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Contornos aparentes con cuspides

Todas las clases de isotopia de los posibles contornos aparentes para aplicaciones estables
planares de la esfera y el toro con I, < 2, Io <2y Ip < 4 estan representadas en las
D=1

siguientes tablas.
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Ejemplo de Milnor
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