Capitulo 3

Propiedades de los diagramas
de Voronoi y Delaunay para
distancias convexas en el plano

Una de las herramientas fundamentales de la Geometria Computacional son los
Diagramas de Voronoi. lLa idea que subyace detrds de los mismos es la de, dado
un conjunto de objetos geométricos S en un cierto espacio F, descomponer E en
“regiones de influencia” de los mismos. A estas regiones de influencia se las llama
regiones de Voronoi.

En su versién original el espacio F es el espacio Fuclideo, el conjunto S es un
conjunto finito (o al menos discreto) de puntos y la descomposicién de E se hace
de forma que cada punto p de F pertenece a la regién correspondiente al punto de
q € 5 que le es més préximo (respecto a la distancia usual, o Fuclidea). Véase un
ejemplo en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Diagrama de Voronoi Euclideo.

La idea da pié a muchas variaciones. Uno puede sustituir el espacio Euclideo
por otro espacio geométrico, uno puede sustituir los puntos de S por objetos mas
complicados y uno puede sustituir la distancia Euclidea por otras “funciones dis-
tancia” diferentes, que no necesitan siquiera ser distancias en el sentido matematico
del término. Para mds informacién en estos aspectos constltense los surveys [Klein]
y [Aurenhammer]
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El trabajo que nosotros presentamos se dirige en el dltimo sentido. Conside-
raremos diagramas de Voronoi en el plano Euclideo definidos por nubes finitas de
puntos, pero utilizararemos para construirlos distancias diferentes de la distancia
Euclidea. En particular, estudiaremos el caso de las distancias convexas que son
una generalizacién natural de la distancia Euclidea y aparecen en el Andlisis Fun-
cional con el nombre de métricas funcionales de Minkowski, aunque generalmente
en espacios vectoriales vectoriales topoldgicos de dimensién infinita (véase [Kothe]).

Las principales aplicaciones de los diagramas de Voronoi nacen de que el diagra-
ma contiene de una forma compacta informacién sobre la proximidad relativa de los
puntos de la nube 5. Asi, por ejemplo, el punto @) de S mds cercano a otro cierto
punto P de S es siempre uno de sus vecinos en el diagrama de Voronoi. Para muchas
de estas aplicaciones lo que es mas interesante de un diagrama de Voronoi no es su
forma exacta, sino su estructura topolégico-combinatoria (ésto es, qué regiones son
adyacentes entre si, o vecinas). Por ello, es muchas veces equivalente trabajar con el
diagrama de Voronoi en si o con su dual topolégico (de hecho, uno se obtiene del otro
en tiempo lineal). Ademas, el dual topolégico del diagrama de Voronoi admite una
realizacion geométricamente més sencilla que el diagrama de Voronoi, en la cual los
vértices son los puntos de ' y las aristas son segmentos que unen puntos de 5’ cuyas
regiones de Voronoi son adyacentes. A ésta realizacién especifica del dual de un
diagrama de Voronoi se la conoce habitualmente como triangulacion de Delaunay.
En realidad no siempre es una triangulacion, ya que el diagrama de Voronoi puede
tener vértices de valencia mayor que tres en casos degenerados. Nosotros usaremos
el nombre diagrama de Delaunay para evitar confusién. La Figura 3.2 muestra el
diagrama de Delaunay correspondiente a la nube de puntos de la Figura 3.1.

Figura 3.2: Diagrama de Delaunay Fuclideo.

La importancia del diagrama de Delaunay (o el de Voronoi) como paso previo
para resolver problemas de proximidad puede verse en el hecho de que los siguientes
problemas se resuelven en tiempo lineal una vez que se conoce el diagrama de
Delaunay [Preparata-Sha.]. Ademds, todos ellos tienen complejidad O(nlog(n))
intrinsecamente, que es la misma que la del propio diagrama de Delaunay.

(i) Calculo de una triangulacién de 9.
(77) Céalculo del diagrama de Voronoi de 5.

(7it) Calculo de la envolvente convexa de 9.
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(iv) Calculo de un arbol de longitud total minima y que tenga por vértices a los
puntos de §.

(v) Calculo del vecino mas préximo en S para cada punto de 9.

Para las distancias convexas que vamos a manejar la conveniencia de considerar
diagramas de Delaunay en vez de diagramas de Voronoi es aiin mayor, puesto que
en los diagramas de Voronoi las aristas no seran, en general, segmentos de recta,
sino curvas mds o menos complicadas dependiendo de la forma del convexo que las

define.

La estructura del capitulo es la siguiente.

La seccién 3.1 estd dedicada a mostrar algunas propiedades interesantes de los
diagramas de Delaunay (y de Voronoi) para la distancia Euclidea, relacionados con
la propiedad del levantamiento. La propiedad del levantamiento es la que permite
traducir el calculo de los diagramas de Voronoi y de Delaunay de una configuracién
de puntos en IR? al célculo de la envolvente convexa (mas bien, de la envolvente
convexa inferior) de una configuracién de puntos “levantados” a R4*1. Ademés
de esta aplicacién practica, la propiedad del levantamiento permite relacionar los
tipos topolégicos de diagramas de Delaunay con los de poliedros inscribibles en la
esfera (cf. la Seccién 3.1.2), permite deducir que los diagramas de Delaunay son
divisiones regulares de la envolvente convexa de los puntos (Seccién 3.1.3) y permite
definir ciertas matroides orientadas relacionadas con las particiones de los puntos
producidas por circunferencias (o, mds generalmente, por esferas) a las que nosotros
llamamos matroides orientadas de Delaunay (Seccién 3.1.4). Aunque estas cosas son
todas ellas mds o menos bien conocidas el tratamiento es original, especialmente en
lo referente a matroides orientadas de Delaunay (en particular, el primer lugar donde
éstas aparecen con ese nombre es en [Santos3, Santos4]).

Las secciones 3.2 y 3.3 estaran dedicadas a introducir, respectivamente, las dis-
tancias convexas y los diagramas de Voronoi y Delaunay que producen. El mate-
rial de estas secciones proviene en parte de [Mazén] y algunas otras fuentes que se
senalan en cada momento, pero también hay aportaciones originales y simplificacion
de muchas de las demostraciones. En 3.2 veremos las propiedades mds interesantes
de las distancias convexas, especialmente en el caso de que sean estrictamente con-
vexas y suaves. En éste caso, las dp-circunferencias de la distancia dx tendrdan
muchas de las buenas propiedades de las circunferencias Euclideas (por ejemplo, el
hecho de que tres puntos alineados no son cocirculares y que tres puntos no alinead-
os definen una tnica circunferencia que pasa por ellos. El objetivo de 3.3 es probar
sendos resultados sobre la estructura de los diagramas de Voronoi y Delaunay de
las distancias estrictamente convexas (Proposiciones 3.3.5 y 3.3.10). En particular,
el hecho de que son diagramas en el sentido del Capitulo 1). Como Corolario se
obtiene la dualidad entre diagramas de Voronoi y de Delaunay.

La seccién 3.4 entra a comparar con mas cuidado los tipos topolédgicos de dia-
gramas de Delaunay producidos por las distancias estrictamente convexas con los
permitidos en el caso de la distancia Fuclidea. Si la distancia no es suave el diagra-
ma de Delaunay puede no tener contorno convexo, lo cual implica la aparicién de
nuevos tipos topolégicos (Proposicién 3.4.2). Mas dificil sera probar la aparicién de
estos nuevos tipos para las distancias estrictamente convexas y suaves. Sin embar-
go, obtendremos que cualquier distancia estrictamente convexa cuya bola unidad no
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sea una elipse puede producir diagramas de Delaunay de tipos prohibidos para la
distancia Euclidea (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10). Ademas, se muestra un ejemplo con
el minimo nimero de puntos posibles, que es 7.

La 1dltima seccién hace referencia a la relacién de los diagramas de Delaunay con
matroides orientadas y divisiones regulares. En 3.5.1 se ve que, aunque las matroides
orientadas de Delaunay se definieron partiendo de la propiedad del levantamiento
en la Seccién 3.1, la definicién en si no necesita de dicha propiedad sino tan sélo
unas ciertas “buenas propiedades” de las circunferencias. El resultado 3.5.1 de esta
seccion es valido para cualquier dimensiéon. Después, no serd dificil comprobar que
estas buenas propiedades se satisfacen para las distancias estrictamente convexas y
suaves. Por tanto, la definicién se extiende a ellas de forma natural (cf.3.5.2). Sin
embargo, las matroides orientadas que aparecen ahora pueden ser no-realizables, y
ejemplos de ellas se muestran en 3.5.3. As{ mismo, se muestra que el diagrama de
Delaunay puede ser una division no regular de la envolvente convexa de la nube
de puntos, lo cual tiene por consecuencia la imposibilidad de una propiedad del
levantamiento semejante a la de la distancia Fuclidea.

3.1 La propiedad del levantamiento de los diagramas
de Delaunay Euclideos y algunas consecuencias

En esta seccién vamos a ver algunas propiedades de los diagramas de Delaunay
Euclideos. El lector no familiarizado con los diagramas de Delaunay y de Voronoi
puede consultar las definiciones y propiedades que se dan en la Secciéon 3.3 direc-
tamente para el caso de diagramas de Voronoi respecto a una distancia convexa
arbitraria. Bastele saber que la distancia Euclidea es una distancia estrictamente
convexa y suave.

3.1.1 La propiedad del levantamiento

Sea S una nube de puntos en el plano Euclideo R? y consideremos su diagrama
de Delaunay DelS. Sean Py ) dos puntos de 5 que estidn unidos por una arista
en el diagrama. Entonces, por definicién, las regiones de Voronoi de P y de 5 son
adyacentes. Esto implica que existe un cierto punto z en la arista de adyacencia de
las dos regiones tal que

d(z,P) = d(z,Q) < d(z,R),YR € S\ {P,Q}.

Dicho de otra manera, existe una cierta circunferencia (con centro en el punto
z) que pasa por Py () que tiene al resto de puntos de S en su exterior estricto. Del
mismo modo, si Py, ..., Py son los vértices de uno de los poligonos del diagrama de
Delaunay las correspondientes regiones de Voronoi tienen un vértice comin. Esto
implica que existe una circunferencia (con centro en dicho vértice de Voronoi comiin)
que pasa por los puntos Py, ..., P, y que tiene al resto de puntos de 5 en su exterior
estricto. Ademds, el reciproco de estas propiedades también es cierto. Todo ello se
puede expresar de la siguiente manera: las celdas (i.e., caras, aristas y vértices) del
diagrama de Delaunay son las envolventes convexas de aquéllos subconjuntos 7" de
S tales que existe una circunferencia que pasa por todos los puntos de Ty tienen
en su exterior a todos los puntos de 5\ 7.
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Una primera consecuencia de esta caracterizacién de las celdas del diagrama de
Delaunay es que el diagrama de Delaunay tiene contorno convexo, puesto que para
dos vértices consecutivos P y () de la envolvente convexa, una circunferencia con
centro en su bisector y suficientemente alejada, pasa por Py () y tiene al resto de
los puntos en su exterior. Sin embargo, hay algunas consecuencias més profundas,
como es la que estudiamos en este apartado. En particular, este comportamiento
del diagrama de Delaunay respecto a las circunferencias proporcionara uno de los
algoritmos mas elegantes para el cdlculo de un diagrama de Delaunay (o de Voronoi)
en el espacio Euclideo de d dimensiones IR?, que es el que lo reduce al célculo de
una envolvente convexa en R%T!. Esta reduccién se expone a continuacién.

Consideremos la aplicacién p : R? — R? definida por p(z,y) = (z,y,2% + y?),
la cual produce un levantamiento del plano sobre el paraboloide esférico de ecuacion
2z = 22+ y%. La propiedad fundamental de éste levantamiento es que la interseccién
del paraboloide con un plano no vertical se proyecta sobre una circunferencia de R?.
Ademas, la parte del paraboloide por debajo del plano se proyecta sobre el interior
de la circunferencia y la parte por encima sobre el exterior.

Reciprocamente, cualquier circunferencia de R?, al levantarla al paraboloide es
una elipse, es decir, la intersecciéon del paraboloide con un plano no vertical. Por
otra parte, la intersecciéon del paraboloide con cualquier plano vertical se proyecta
sobre una recta de R? y cualquier recta de R? se levanta sobre una pardbola, que
es la interseccién del paraboloide con un plano vertical.

Consideremos ahora una nube de puntos ' y su imagen S’ = p(.9) en el paraboloi-
de. Sea T un cierto subconjunto de 5 que define una celda del diagrama de Delaunay.
Sea c7 la circunferencia que pasa por todos los puntos de T' y tiene a los demdas en
el exterior. Entonces, la elipse ¢ = p(c7) que resulta de levantar ¢ pasa por cada
uno de los puntos de 7" = p(T') y todos los demds puntos del levantamiento 5" de 9
estan encima del plano que contiene a /7. Dicho de otra forma, 7" es el conjunto de
vértices de una cara de la envolvente convexa de S’ cuya normal exterior se dirige
hacia abajo. A esta parte de la envolvente convexa se la conoce como la envolvente
inferior de S’. En consecuencia:

Proposicién 3.1.1 ([Brown]) FEl diagrama de Delaunay de una cierta nube de
puntos § del plano Fuclideo coincide con la proyeccion de la envolvente inferior del
levantamiento de los puntos al paraboloide z = x* + y* de IR>. o

Normalmente nos referiremos aeste resultado como la propiedad del levantamien-
to de los diagramas de Delaunay Fuclideos. La propiedad del levantamiento es
valida en cualquier dimensién, sin més que sustituir el paraboloide por la hipersu-
perficie ,,41 = 23 +---+22. Implica que el cdlculo de un diagrama de Delaunay de
n puntos en IR? puede hacerse en el mismo tiempo que el de la envolvente convexa
en R4, Para d > 3 ésto significa esencialmente O(ng) (hay una pequefia distin-
cién entre el caso de que d sea par o impar). Para d = 2 la envolvente convexa se
calcula en O(nlog(n)), lo cual es éptimo para el diagrama de Delaunay. Se conocen
otros algoritmos para el cdlculo de diagramas de Delaunay planos en este mismo
tiempo, pero el que pasa por un levantamiento de los puntos es quiza el mas elegente
(v el de mas facil implementacién, tomando la envolvente convexa como primitiva)
aunque posiblemente no el mas eficiente.
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3.1.2 Poliedros inscribibles en la esfera y tipos topoldgicos de dia-
gramas de Delaunay

Una consecuencia interesante de la propiedad del levantamiento es que relaciona los
tipos topolédgicos de diagramas de Delaunay Fuclideos posibles en el plano con los
tipos topoldgicos de poliedros que se pueden inscribir en el paraboloide. Sin embar-
go, la relacién no es del todo directa puesto que el diagrama de Delaunay se corres-
ponde sélo con la parte inferior de dichos poliedros. Mediante una pequefia modi-
ficacién del método podemos relacionar los diagramas de Delaunay con poliedros
inscribibles en la esfera, lo cual es mas conveniente.

Supongamos que en vez de proyectar el plano de forma ortogonal sobre un
paraboloide hacemos una proyeccion estereografica sobre una esfera. Llamemos oo
al punto de la esfera que es el centro de la proyeccién, es decir, a la “imagen” del
infinito del plano por la proyecciéon. Ahora la propiedad fundamental es que las
circunfrencias del plano se proyectan sobre circunferencias de la esfera que no pasan
por oo, yendo el exterior a parar a la regiéon que contiene a oc. Sea de nuevo S
una nube de puntos en el plano y sea S’ su imagen en la esfera. Consideremos la
envolvente convexa de S’ U oo, que es un poliedro inscrito en la esfera. Entonces,
las caras del diagrama de Delaunay se corresponden biyectivamente con las caras
de dicho poliedro que no tienen a co como vértice. Reciprocamente, dado un cierto
poliedro en la esfera que tiene a oo como vértice, y deshaciendo la proyeccién es-
tereografica, las caras del poliedro que no tienen a oo por vértice se proyectan sobre
un diagrama de Delaunay.

El problema de si todo poliedro topolégico admite un representante inscrito
en la esfera fue propuesto por J. Steiner en 1882 y resuelto negativamente por E.
Steinitz en 1927. A los que si admiten un representante inscrito en la esfera se
les conoce como inscribibles. Véase [Griimbaum] para las referencias precisas y
una demostracién de existencia de poliedros no-inscribibles. El siguiente enunciado
refleja la relacion antes descrita entre poliedros inscribibles y diagramas de Delaunay
y es una reescritura del lema 2.2 de [Dill.-Smith].

Proposicién 3.1.2 Un cierto diagrama D conexo y acotado en el plano Fuclideo
es topologicamente equivalente a un diagrama de Delaunay si y solo si el poliedro
(topologico) que resulta de compactificar el plano por un punto en el infinito y unir
cada vértice del contorno de D con el infinito es inscribible en la esfera.

Veamos ésto con un ejemplo. Considérense los dos diagramas de la Figura 3.3.
Compactificando, en cualquiera de ellos, el plano por un punto en el infinito y
uniendo éste con los seis vértices exteriores en el primer ejemplo o con los tres
exteriores en el segundo, se obtiene el mismo poliedro topolégico. Dicho poliedro
topolégico se conoce como tetraedro punteado, porque coincide con el que se obtiene
si se toma un punto interior en cada una de las cuatro caras de un tetraedro y se
une a los tres vértices de dicha cara. Es conocido que el tetraedro punteado no
es inscribible en la esfera. Una demostracién se puede hacer a través del siguiente
condicién necesaria de inscribibilidad, tomada de [Grimbaum]:

Lema 3.1.3 Sea P un poliedro inscribible en la esfera. Sea V* un subconjunto de
los vértices de P tal que ninguna arista une dos vértices de V*. Fntonces, V* consta
de, a lo mds, la mitad de los vértices de P y consta exactamente de la mitad si y
solo si toda arista de P incide en al menos un vértice de V'*.
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En el tetraedro punteado, los cuatro vértices anadidos son exactamente la mitad
del total, pero existen aristas que no inciden en ellos. Por tanto, no es un poliedro
inscribible. Esto, unido a la Proposicién 3.1.2, implica que ningin diagrama de
Delaunay Fuclideo tiene el tipo topolégico de ninguno de los dos de la Figura 3.3.
Por exploracion exhaustiva es ficil ver que los ejemplos son minimales: cualquier
diagrama que pueda ser dibujado con aristas rectilineas, contorno convexo y a lo
més seis vértices puede ser realizado como diagrama de Delaunay.

Una demostracién alternativa de la no-realizabilidad de estos dos diagramas
se puede hcer mediante el siguiente procedimiento: consideremos el caso de una
triangulacién de Delaunay, es decir, un diagrama de Delaunay cuyas caras son todas
tridngulos. Consideremos dos tridngulos PQ Ry v PQ R con una arista comin PQ).
El hecho de que exista una circunferencia que pasa por Py () y deja a Ry y Ry en
el exterior es equivalente a que los dos angulos opuestos a la arista (el del tridngulo
PQ Ry en el vértice Ry y el del triangulo PQ) Ry en el vértice Ry) sumen menos de
7 radianes.

Aplicando ésto a las tres aristas mas gruesas del primer diagrama se obtiene
que los tres angulos de los vértices mas exteriores suman menos de 7 radianes
(porque los tres del vértice interior suman 27), lo cual es imposible, si queremos
que el contorno sea convexo. En el segundo ejemplo, de nuevo considerando las tres
aristas mas gruesas, la implicacién serfa que alguno de los tres dangulos obtusos de
los tres tridngulos exteriores habria de valer mas de 7 radianes.

/Q\\

Figura 3.3: Algunos diagramas que no pueden ser de Delaunay, para la distancia
Euclidea.

Para diagramas con caras de cuatro lados, una condicién para que sean Delaunay
es que los dos dngulos opuestos de una cara de cuatro lados sumen exactamente 7
radianes. Por tanto, con los mismos argumentos se puede demostrar que los diagra-
mas descritos en la siguiente Proposicién tampoco son realizables como diagramas
de Delaunay. Aunque no lo demostraremos, de nuevo una exploraciéon exhaustiva
indica que éstos son todos los ejemplos posibles de diagramas no realizables como
diagrama de Delaunay Euclideo con siete puntos.

Proposicion 3.1.4 Nilos dos diagramas que se muestran en la figura 3.3 ni ningu-
no de los trece que se obtienen de suprimir una o dos de las tres aristas mds gruesas
en alguno de ellos o las tres aristas mds gruesas en el sequndo es realizable por un
diagrama de Delaunay con la distancia Fuclidea. a

En la Seccién 3.4 veremos que éstos diagramas (en particular el de la izquierda)
si se pueden realizar como diagramas de Delaunay para una distancia convexa (es
mas, para “casi toda” distancia convexa).
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Antes de terminar este apartado debemos mencionar una caracterizacion de
los poliedros inscribibles en la esfera, dada recientemente por Rivin (véase [Rivin],
[Hodgson-Rivin] [Hodgson-R-S]) a través de su relacién con los poliedros realizables
en el espacio hipérbolico tridimensional con todos sus vértices en el hiperplano del
infinito. Esta caracterizacién resulta tener que ver con las condiciones de suma de
angulos que acabamos de mencionar para los diagramas de Delaunay.

Sea D un poliedro topolédgico del que queremos saber si es inscribible en la esfera.
Asignemos a cada arista e del mismo un cierto “peso” w(e) (que se corresponde ex-
actamente con la suma de dngulos opuestos en el diagrama de Delaunay). Conside-
remos el dual de D y asignemos a cada arista dual e* el peso dual w*(e*) = 7 —w(e).
Entonces, D es inscribible en la esfera si y sélo si existe una tal asignacién de pesos
tal que

(1) 0 <w*(e*)< T

(7i) La suma de los pesos duales de las aristas de una cara suman exactamente 27
(en la interpretacién de angulos del diagrama de Delaunay ésto es equivalente
a que los angulos alrededor de un vértice sumen 27).

(i17) La suma de los pesos duales de un ciclo de aristas (un circuito) que no sean
el contorno de una cara es estrictemente mayor que 27.

Es decir, los argumentos sobre dngulos opuestos que nosotros hemos sefialado son
condiciones necesarias para que un cierto diagrama sea realizable como diagrama
de Delaunay Euclideo, pero no son suficientes, porque no tienen en cuenta ni lo
que pasa en el “vértice del infinito” ni la condicién (iii) de Rivin. Esta tltima se
traduciria al diagrama como una condicién sobre la suma de dngulos opuestos a
todas las aristas de cada cocircuito del diagrama D, en lenguaje de teorfa de grafos.
La caracterizacién de Rivin traduce el problema de inscribibilidad de un poliedro
en la esfera y el de realizabilidad de un diagrama como diagrama de Delaunay
Euclideo a un problema de existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones
e inecuaciones lineales. Dicho problema puede ser resuelto en tiempo polinomial
en el nimero de vértices (tiempo O(n®3%) de acuerdo con [Hodgson-R-S]). Esto
supone una importante mejora sobre un algoritmo de decisién de realizabilidad
como diagrama de Delaunay mencionado en [C-M-R-Santos], el cual se basaba en
la existencia de solucién a un sistema de ecuaciones de grado dos.

Por dltimo, mencionemos también que otro intento de caracterizar los diagra-
mas equivalentes a uno de Delaunay (y, por tanto, los poliedros inscribibles en la
esfera) esta siendo llevando a cabo por M. Dillencourt (y varios colaboradores),
estd vez teniendo en cuenta inicamente propiedades del grafo del diagrama (por
ejemplo, el hecho de que el grafo de un poliedro inscribible posee siempre un ciclo
Hamiltoniano). Sin embargo, las condiciones necesarias y las condiciones suficientes
que poseen hasta el momento no dan ain una caracterizacién completa. Como
referencias en esta direccién véanse [Dillencourt] y [Dill.-Smith].

3.1.3 Triangulaciones (o divisiones) regulares

La propiedad del levantamiento nos lleva también a relacionar los diagramas de
Delaunay con dos conceptos fundamentales en Geometria Combinatoria, como son
las triangulaciones regulares y las matroides orientadas. Nosotros utilizaremos el
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nombre de divisiones requlares en vez de el de triangulaciones (més frecuente en la
bibliografia) para admitir la posibilidad de casos degenerados.

Introduzcamos un poco de notacién. Un politopo convero (o, simplemente
politopo) P en el espacio Euclideo d-dimensional R”™ es la envolvente convexa de un
conjunto finito de puntos Py, ..., P,. Una cara de P es la interseccion de P con un
hiperplano que no corta al interior de P. De otra manera, cada funcional lineal [
en R"™ define una cara ¢; de P, que es el conjunto de puntos de P donde [ alcanza
su valor maximo posible en P. Una division de P es una colecciéon de politopos
convexos Py, ..., Py cuya unién es P y que se cortan bien, entendiendo por ésto que
la interseccién de dos cualesquiera de ellos es una cara de ambos.

Dada una subdivisiéon Py, ..., P de un cierto politopo P, se dice que la divisién
es reqular [Ziegler] (o conveza [Itenberg] o coherente [Gel’fand-K-Z]) si existe una
cierta funcién continua f de P en IR tal que para todo par de puntos P y ¢) de P,
si R es el punto medio del segmento [P, Q] se tiene:

(i) f(P)+ f(Q) = 2f(R) si Py @ pertenecen a un mismo sub-politopo de la
division.

(i)) f(P)+ f(Q) < 2f(R)si Py @ no pertenecen a un mismo sub-politopo de la
division.

La primera condicién implica que f es lineal en cada subpolitopo. La segunda, que
f es convexa y que no es lineal en la unién de dos subpolitopos.

Como muestra de la importancia del concepto de divisiones regulares, men-
cilonemos que aparecen en Geometria Algebraica en relaciéon con las llamadas Va-
riedades Toricasy, en particular, son utilizadas en el Teorema de Viro (cf. [Itenberg]
6 [Viro]) sobre construccién de curvas algebraicas con topologia controlada, ya men-
cionado en la Seccion 2.3 del Capitulo anterior.

La definicién de division regular admite una interpretacién geométrica, espe-
cialmente clara para el caso de un poligono (d = 2). Consideremos el grafo de la
funciéon f como un levantamiento del plano a una cierta superficie. Las condiciones
de la definiciéon implican que f es una funcién convexa y lineal a trozos. Por tanto,
dicha superficie es la envolvente inferior de un cierto poliedro convexo. Ademas,
por la condicién de linealidad en cada politopo de la divisiéon y no-linealidad en la
unién de dos, se tiene que los poligonos de la divisién son exactamente la imagen
de las caras del levantamiento. Por tanto, una divisién de un poligono convexo del
plano es regular si y sélo si coincide con la proyeccién de la envolvente inferior de un
cierto levantamiento de sus vértices. La propiedad del levantamiento (Proposicién
3.1.1) de los diagramas de Delaunay Euclideos implica, por tanto, que el diagrama
de Delaunay Fuclideo de una nube de puntos S en el plano es una division regular de
la envolvente convexa de §. Este resultado también es cierto en dimensién superior.

Veamos algunos ejemplos de divisiones que no son regulares. FEl mas clasico
(también el mds pequeno posible, en nimero de vértices) es le de la Figura 3.4. La
clave para demostrar que la division de la Figura no es regular estd en observar
que las prolongaciones de las tres aristas Py Py, P3Py v PsPg se cortan en un cierto
punto O. Consideremos un levantamiento convexo P{PjPLP; PP, de los vértices
de la figura, y la recta vertical o que pasa por O. Para que la envolvente inferior de
los puntos levantados se corresponda con la figura (en particular, con los tridngulos
PiP,Ps y P,P3Py) es necesario que la prolongacién de PjPj corte a la recta o
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mas abajo que la prolongacién de PiP;. Del mismo modo, es necesario que la
prolongacién de P;P; corte a o mds abajo que la de P{P} y que ésta la corte més
abajo que la de P{Pj. Esto hace imposible encontrar un tal levantamiento.

P1

!/ \
!/ \
/ \
// \
/) \
\
"/ Pe \

Ps @ P3

Figura 3.4: Una divisiéon no regular de un tridngulo.

El ejemplo se puede generalizar a un poligono de mas de tres lados, con los
mismos argumentos. Ni siquiera es necesario que las prolongaciones de las tres
aristas se corten en un punto, sino una condicién mas general que podemos expresar
de la siguiente manera:

Sea S una nube finita de puntos y sea Pq,..., Py una division de la envolvente
convexa de S en poligonos convexos. Sea O un punto cualquiera del plano. Diremos
que uno de los poligonos P; estd detrds de otro P; visto desde O si hay una semirrecta
que parte de O y atraviesa los interiores de P; y P;, en ese orden. Diremos que
Pi v P; estan necesariamente a igual distancia vistos desde O si tienen una arista
comin, cuya prolongacién pasa por O.

Supongamos que la division que estamos considerando es regular y consideremos
un levantamiento de los puntos para el cual la divisién coincide con la proyeccion
de su envolvente inferior. Sean Pj,..., P} los poligonos de la envolvente inferior del
levantamiento, que se proyectan respectivamente sobre Py, ..., Py. Si P; esta detrds
de P; visto desde O, entonces el plano que contiene a P! corta a la recta vertical
que pasa por O mas abajo que el plano que contiene a 77]‘. Por otro lado, si P; v
P; tienen una arista comidn cuya prolongacién pasa por O, entonces los planos que
contienen a P!y 77]‘ cortan a la recta vertical que pasa por O en el mismo punto.

Por tanto, para que la division pueda ser regular es necesario que las relaciones
“estar detrds (visto desde O)” y “estar necesariamente a igual distancia (visto desde
0)” que hemos definido sobre los poligonos de la divisiéon no contengan contradiccién
0, dicho de otra manera, que exista un orden total sobre los poligonos de la divisién
para el cual aquéllos poligonos que tienen una arista comin cuya prolongacién pasa
por O se considerean identificados y para dos poligonos P; y P;, si P; estd detrds
de P; visto desde O entonces P; > P;. Si tal orden existe, para un cierto punto O,
diremos que la divisién es coherente (vista desde O) y que es incoherente en caso
contrario. De todo lo dicho anteriormente se deduce que:

Proposicién 3.1.5 Sea S wuna nube finita de puntos en el plano y sea Py, ..., Py
una division de la envolvente convexa de 5. Si existe un punto O en el plano para
el cual la division es incoherente, entonces la division no es reqular. a
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Observaciones:

(i) Las definiciones de estar detrds y estar necesariamente a igual distancia vis-
tos desde el punto O se generalizan de manera trivial para politopos de una
divisén en dimensién arbitraria d, sin mds que exigir en la segunda que los dos
politopos tengan una cara (d — 1)-dimensional en comin y que el hiperplano
que contiene a ésta pase por 0. En estas condiciones sigue siendo cierta la
Proposicion 3.1.5.

(i7) En el caso de dimensién 2 un punto “visto desde el cual” la divisién es incoher-
ente estd necesariamente dentro de la envolvente convexa de 5. Sin embargo,
ésto no es cierto en dimensién mayor o igual a 3.

(7it) En realidad, la definicién de “ser coherente vista desde O” para una divisién
puede hacerse restringiendo la definicién de “estar detrds” a pares de politopos
que tengan una cara (d — 1)-dimensional en comin. Esto es asf porque si esta
relacién restringida puede extenderse a un orden total, la transitividad de éste
nos asegura que el orden es compatible con la relacién sin restringir.

Como aplicacién de la Proposicién 3.1.5, considérense los dos diagramas de la
Figura 3.5, que son pequefias perturbaciones del de la Figura 3.4. En ellos las tres
aristas Py Py, P3P, v PsPs ya no se cortan en un punto comin. Aun asi, en el de la
derecha la divisién sigue siendo incoherente respecto al antiguo punto de corte O vy,
por tanto, no es regular. La division de la izquierda es coherente desde dicho punto
y desde cualquier otro y, de hecho, es regular.

Figura 3.5: Dos perturbaciones de la triangulacién de la Figura 3.4

La importancia que damos a la Proposicién 3.1.5 proviene del hecho de que no
conocemos ninguna divisién no regular que no sea incoherente respecto de algin
punto. Podriamos conjeturar, por tanto, que la Proposiciéon da una caracterizacion
de las triangulaciones no regulares en el plano, aunque nos parece demasiado aven-
turado conjeturarlo en dimensién arbitraria. Debemos mencionar que la posibilidad
de que las divisiones no regulares de un poligono convexo estén caracterizadas por
un enunciado del estilo de nuestra Proposicién 3.1.5 ha sido sugerida al autor por
Jestis de Loera.

3.1.4 Matroides orientadas de Delaunay

Vayamos ahora con el concepto de matroide orientada. Para todo tipo de informa-
cién sobre matroides orientadas recomendamos la consulta de [Bjorner-L-S-W-Z].
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A modo de introduccién, observemos que los determinantes que acabamos de
definir para tres puntos en el plano Euclideo se pueden generalizar a k puntos

Pi,...,P; en el espacio Euclideo R*™" de dimensién k — 1. Definimos
P 1
Pl
(Py,...,P) = 2
P 1

De nuevo, el determinante es cero si los puntos son afinmente dependientes y
si no lo es su signo nos indica la orientacién que definen en su envolvente convexa,
que es un simplex. Dados dos conjuntos S = {P,.... P} v T = {Q4,...,Q.}
de puntos en el espacio Euclideo IR*™!, decimos que los puntos definen la misma
matroide orientada si hay una aplicacién biyectiva de .S en T que preserva los signos
de los determinantes de n-tuplas de puntos. En realidad, la definicién original de
matroide orientada no se hace sobre conjuntos de puntos en el espacio Euclideo, sino
con vectores en el espacio vectorial R*. Es por ésto por lo que nosotros necesitamos
afiadir una ultima componente 1 a cada uno de los puntos. En cierto modo, estamos
considerando matroides orientadas definidas por vectores que quedan todos al mismo
lado de un cierto hiperplano vectorial. Estas matroides orientadas particulares se
conocen como aciclicas.

La definicién usual de matroide orientada se hace a través de una serie de
propiedades (axiomas) que la coleccién de signos de los determinantes de k-tuplas
de puntos de un conjunto finito siempre satisface. Otras definiciones equivalentes
no hacen referencia a los signos de los determinantes sino a otros invariantes afines
de la configuracién de puntos. Nosotros escogeremos la definicién en términos de
covectores, porque es la que mejor se adapta a la situacién de los diagramas de
Delaunay.

Definicién 3.1.6 Sea S = {Py,...,P,} un conjunto finito. Los P; son aqui entes
abstractos que, a priori, no se corresponden con puntos de ningin espacio, pero
usaremos la palabra puntos para referirnos a ellos. Un covector C' serd una particion
de S en tres conjuntos (C—,Co,C4) a los que llamaremos, parte positiva, nula y
negativa del covector. Diremos que una coleccion V de covectores forma (o define)
una matroide orientada en S si se satisfacen las cuatro condiciones siguientes:

(V0) EI covector vacio (§,5,0) estd en V.

(V1) Para todo covector C = (C_,Cy,C1) de V su opuesto —C' = (C4,Co,C_)
también estd en V.

(V2) Para cada par de covectores C' = (C_,Co,Cy) y D = (D_,Dy,Dy) de V
su composicion C oD = (C_ U (D_- N Cy),CoN Dy, Cy U(Dy NCy) también estd
en V. Dicho con otras palabras, el covector C' o D tiene el signo de C' en los puntos
donde C' no es nulo y el de D en los demds.

(V3) Para cada par de covectores C' = (C_,Co,Cy)y D =(D_, Do, D;) deV y
para todo punto e € Cy N D_ existe otro covector 7 = (Z_,Zy, Z4) enV que es cero
ene (i.e. cone € Zy)ycon (Cy\D_)U(D\C_)C Zy y(C_\D4)U(D_\C4) C
Z_. Dicho con otras palabras, el signo de Z en un cierto punto coincide con la suma
de los signos de C' y D, siempre que esta suma esté bien definida, es decir, que C
y D no tengan signos contrarios en dicho punto.
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En muchas ocasiones un cierto covector definido sobre un conjunto de puntos

Py,..., P, serd representado como una lista de los signos que el covector toma en
los diferentes puntos. Asi, si S = {Py,..., s}, el covector C = ({ P, Py, P5}, {5},
{ P2, Ps}) vendra representado como [—, 4,0, —, —, +]. Esta representacion hace mas

evidente el significado del covector como asignacién de un cierto signo a cada punto.

El rango de una matroide orientada se define como la longitud maxima de una
cadena de covectores en la cual cada covector se obtiene del anterior mediante
composicién con otro covector. Por ejemplo, si P = {1,2,3} y V consiste en todas
los posibles covectores de P (lo cual satisface los axiomas (V0)-(V3)) ésto produce
una matroide orientada de rango 3 y una posible cadena de covectores de longitud
tres es

[0,0,0] — [+,0,0] — [+,+,0] — [+, +,+].

Claramente, el rango de una matroide orientada es menor o igual que el nimero
de puntos.

Una matroide orientada se dice aciclica si contiene al covector positivo (0,0,.9)
y se dice politopal si, para todo punto e € S, contiene al covector (§,{e}, 5\ {e}).

Volvamos a considerar el caso de una nube finita de puntos S en el espacio Eu-
clideo R*~1. Todo funcional lineal [ define una particién (un covector) de S en tres
partes C; = (I7Y(IR_),171(0),I7*(IR 1)). Ademds, el conjunto de tales particiones
satisface los axiomas de los covectores de una matroide orientada: la composicién
Cy, o (), de dos covectores ('}, y (', asociado a dos funcionales es el covector ()
asociado a un funcional [ = [y + ¢ls que es una “pequefia perturbacién” de [y por
I3, en el mismo sentido que las pequetias perturbaciones estudiadas en la Seccién
2.3 del Capitulo 2. Denotando h; al hiperplano I; = 0, el signo del pardmetro ¢ de
la perturbacién se toma de forma que [ tenga signo positivo en la parte de hy \ hy
donde 3 tiene signo positivo. Por su parte, dado un punto P € S tal que l1(P) > 0
y l2(P) <0, i.e. en las condiciones del axioma (V3), el covector Z que alli aparece
viene dado por cualquier combinacién lineal [ = aly + 13 para la cual [(P) = 0, con
a, 3> 0.

Es facil comprobar que la matroide orientada definida por estos covectores es
aciclica, y que es politopal si y sélo si los puntos se encuentran en posicion convera
(i.e., si todos ellos son vértices de la envolvente convexa de ). Su rango vale una
unidad mas que la dimensién del subespacio afin generado por 5. A las matroides
orientadas que se pueden obtener de esta manera las llamaremos orientables:

Definicion 3.1.7 Una matroide orientada aciclica M de rango k en n puntos se
dice realizable (o representable) si existe una nube S de n puntos en el espacio
Euclideo R*™" de k — 1 dimensiones tal que M coincide con la matroide orientada
cuyos covectores son las particiones de S inducidas por los hiperplanos de R*!.

Estamos ahora en condiciones de ver la relaciéon entre matroides orientadas y
diagramas de Delaunay. Hemos de mencionar que, aunque ésta relaciéon ya aparece
formulada en [Bj6érner-L-S-W-Z], la exposicién alli contenida se hace en términos
de circuitos de la matroide orientada y sélo para el caso de diagramas en el plano.
La formulacién en términos de covectores resulta ser mucho mas sencilla y facil de
generalizar a dimensién mayor.
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Sea S una nube de puntos en el plano y consideremos su levantamiento S’ al
paraboloide en IR, antes descrito. Consideremos la matroide orientada asociada a
S’ como conjunto de puntos. Esta matroide orientada es aciclica, politopal, tiene
rango cuatro si los puntos de 5 no eran ni cocirculares ni colineales y, ademads,
sus covectores admiten una caracterizacion muy sencilla en términos de cémo las
distintas circunferencias o rectas del plano parten al conjunto 5. A saber, si ¢ es
una cierta circunferencia y ¢, y c_ son las dos componentes conexas de R? \ ¢,
entonces la imagen por el levantamiento de la particion de S (c-NIR,eNR, e NIR)
(que es un covector en 5’) es uno de los covectores de la matroide orientada. De
ésta manera, cada circunferencia o recta del plano define dos covectores (que son
opuestos) en la matroide orientada de 5”.

En particular, para todo subconjunto 7" de §' cuya envolvente convexa sea una
celda (cara, arista o vértice) del diagrama de Delaunay de 5, se tiene que (0,7, S\T)
es un covector de la matroide orientada de S’. Por ésta razén, a esta matroide
orientada la llamaremos, matroide orientada de Delaunay de S, v la denotaremos
por DOM(S). Sin embargo, ésta relacién no es del todo biyectiva, puesto que
un covector de la forma (§,7,5\ T) en la matroide orientada de Delaunay puede
corresponder con una circunferencia del plano que tiene a todos los puntos de S\ T’
en su interior, en vez de en su exterior.

Para solucionar ésto podemos considerar un punto adicional oo al que supon-
dremos en el exterior de cualquier circunferencia y sobre cualquier recta. Los co-
vectores definidos por cémo las rectas y circunferencias del plano dividen a SU{o0}
definen una nueva matroide orientada EDOM(S) a la que llamaremos la matroide
orientada de Delaunay extendida de S. El nombre proviene del hecho de que la
operacion de afiadir un punto a una matroide orientada se conoce generalmente con
el nombre de ezxtension.

La matroide orientada de Delaunay extendida es, de nuevo, politopal y aciclica.
Su rango es cuatro siempre que los puntos de 5 no estén alineados. Ademds, las
celdas del diagrama de Delaunay se corresponden de forma biyectiva con los covec-
tores de EDOM(S) que sean de la forma (9,7,5 U {oc} \ T), de forma que una tal
celda es la envolvente convexa del correspondiente subconjunto 7.

Adn miés, la matroide orientada de Delaunay extendida de S contiene la in-
formacién topolégico/combinatoria de no sélo el diagrama de Voronoi usual (o de
orden 1) de §, sino del diagrama de Voronoi de cualquier orden. El diagrama de
Voronoi de orden ¢ divide el plano en regiones, cada una correspondiente a un cier-
to subconjunto T de 5 de cardinal ¢, de forma que cada punto de la “regién de
Voronoi” de T es mas cercano a cualquier punto de T que a cualquier punto de

S\ T [Edelsb.-Seidel].

El estudio de las matroides orientadas de Delaunay (asi como la regularidad de
los diagramas de Delaunay) sera retomado en la Seccién 3.5, ésta vez aplicado a las
distancias estrictamente convexas y suaves.
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3.2 Distancias convexas en el plano. Definiciéon y pro-
piedades

Pasamos a estudiar ahora una clase de funciones de distancia a cuyos diagramas
de Delaunay/Voronoi intentaremos aplicar las propiedades que hemos visto en la
Seccién anterior para la distancia Fuclidea. Estas distancias, que son las llamadas
distancias convexas, no van a poseer una propiedad del levantamiento como la dis-
tancia Euclidea (lo cual forma parte de una de nuestros principales resultados).
Sin embargo, algunas de las cosas que hemos mencionado como consecuencia de la
propiedad del levantamiento para la distancia Fuclidea serdn ain ciertas para ellas.

3.2.1 Distancias convexas

Sea K un cierto subconjunto convexo y compacto del plano Fuclideo IR 2, con interior
no vacio. Sea O un punto del interior de K, al que llamaremos el centro de K y que
tomaremos como origen de coordenadas. Definiremos la “K-distancia” desde O a
cualquier otro punto P del plano como el dnico factor de escala A > 0 para el cual
el convexo AK tiene a P en su frontera. Aun mas, para cualquier par de puntos
Py @ del plano definiremos la K-distancia desde P hasta () (y denotaremos por
di(P,Q)) como el inico factor de escala A > 0 para el cual el convexo P+ AK tiene
a () en su frontera.

O

Q

dy(P,Q) ="' /2

Figura 3.6: Definicién de una distancia convexa.

Para que la definiciéon tenga sentido no es estrictamente necesario que K sea
convexo; bastaria con que sea “estrellado” con respecto al punto O (es decir, que
cualquier semirrecta que parte de O corte a la frontera de K una y sélo una vez).
Sin embargo, es facil demostrar (véase [Chew-Drysdale] o nuestra Proposicién 3.2.2)
que, gracias a la convexidad de K, la funcién dy satisface la desigualdad triangular

VP,Q,ReR?  dx(P,Q)+dx(Q,R) < dx(P,R).

Si, ademas, el convexo K tiene simetria central respecto a O (es decir, si K =
—K),lafuncién dg : R?xR? — IR >0 que acabamos de definir serd simétrica y serd,
por tanto, una verdadera distancia. En este caso la funcién dg define la llamada
norma de Minkowski asociada al convexo K [Ko6the]. Nosotros no exigiremos la
condicién de simetria, y nos quedaremos con la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1 Sea di una funcién de R* x R? — R <o y supongamos que
existe un cierto conjunto convexro y compacto K del plano R? con el origen de
coordenadas O en su interior y tal que para todo par de puntos P y @ del plano
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di(P,Q) coincide con el unico factor de escala A > 0 tal que P+ AK tiene a Q) en
su frontera. Entonces, diremos que di es una distancia convexa. Diremos que K
es la bola unidad de di y que su frontera OK es la circunferencia unidad de dy.
Las traslaciones a escala P+ AK y P 4+ AOK (para todo punto P del plano y todo
A > 0) serdn, respectivamente, las bolas y circunferencias de di. Notese que toda
d -circunferencia es, por tanto, la frontera de una cierta dg-bola.

Como ya hemos dicho, las distancias convexas simétricas han sido ampliamente
estudiadas desde principios de siglo en el &mbito del andlisis funcional. En el con-
texto de los diagramas de Voronoi, fueron introducidas por Chew y Drysdale que
mostraron un algoritmo del tipo “divide y venceras” para su calculo. Diagramas
de Voronoi para algunos caso particulares (distancias L,) ya habian sido estudia-
dos anteriormente. Después, fueron estudiadas en mds profundidad en [Mazén] y
[Klein]. Una caracterizacién (o definicién equivalente) de las distancias convexas a
través de sus “buenas propiedades” estd contenida en el siguiente enunciado.

Proposicién 3.2.2 Sea dx una funcion de R? x R? — R <o. Entonces dg es una
distancia convexa si y solo si satisface las siguientes propiedades:

(i) dg es continua.
(i) YP.Q € R?, di(P,Q)>0,  di(P,Q)=0e P=Q
(iii) VP,Q, R € R?, dg(P,Q) +dg(Q,R) > di (P, R).
(iv) VP,Q,R € R?, dg(P,Q)=dx(P+ R,Q+ R) (di es invariante por trasla-

ciones).

(v) YVP,Q € R?>VR € [P,Q], dx(P,Q) = dx(P,R)+dx(R,Q) (dx es aditiva

en segmentos).

Demostracion: A partir de la definicién es claro que una distancia convexa cumple
(1), (41), (4v) y (v). Para la demostracién de (ii7), sea a = dg (P, Q) y b = dx(Q, R).
Por definicién, ¢) € P+aK y R € Q+bK, de donde R € P4+akK 4+ bK. Ahora bien,
por ser K convexo se tiene ak +bK C (a+b)K,y deaqui R € P+ (a+b)K. Esto
es equivalente a decir que d( P, R) < a + b, que es lo que se pretendia demostrar.

Supongamos, reciprocamente, que una cierta funcién d : R? x R? — R <o
satisface (7), (¢7), (¢7), (4v) y (v). Vamos a demostrar que d coincide con la distancia
convexa dj; asociada al convexo K = {P € R? | dg(O, P) < 1}, donde O es el
origen de coordenadas.

e K es cerrado: por continuidad de d.

e K es convexo: por ser K cerrado, bastard demostrar que el punto medio
de dos puntos de K estd en K. Sean P y () dos puntos de K, es decir
d(O,P)<1yd(0,Q) < 1. Por lainvariancia frente a traslaciones se tiene que
d(P,P+ Q) =d(0,Q) <1y combinando ésto con la desigualdad triangular
obtenemos d(O, P + () < 2. Por aditividad en segmentos, d(O, %) <1, es
decir, % e K.

e K es acotado: dado que K es convexo, si no fuera acotado necesariamente
deberia contener una semirrecta con origen en O. Esto es imposible ya que, la
aditividad en segmentos junto a la propiedad (2) hacen que en toda semirrecta
con origen en O haya puntos P con dg (O, P) > 1.
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e Il origen estd en el interior de K: es claro que O € K. Si O estuviera en
la frontera de K, entonces (por ser K convexo) deberia haber una semirrecta
partiendo de O que corte a K sélo en O. Esto es de nuevo imposible, también
por la propiedad (2) y la aditividad en segmentos.

e d coincide con la distancia convexa asociada al conjunto K': ficil de demostrar,
usando aditividad en segmentos e invariancia por traslaciones.

Lo cual termina la demostracion a

3.2.2 Distancias estrictamente convexas y/o suaves

Las buenas propiedades que hemos descrito para las funciones de distancia convexa
no son suficientes para conseguir que los diagramas de Voronoi asociados a ellas
tengan, a su vez, propiedades andlogas a los diagramas de Voronoi Euclideos. Con-
sideremos por ejemplo la distancia L., (cuya bola unidad es un cuadrado paralelo
a los ejes coordenados) y como nube de puntos la formada por dos puntos Py @ en
la misma horizontal. El diagrama de Voronoi (cuya definicién formal aparece més
adelante) coincide con el bisector de P y @), y éste resulta tener interior no vacio.
Por tanto, las regiones de Voronoi no cubren una parte densa del plano, sino que
hay partes del plano que no estan en la adherencia de ninguna region.

Esto va contra el “espiritu” del diagrama de Voronoi de partir el plano en re-
giones de influencia. Por ésta razén normalmente exigiremos que nuestra distancia
convexa sea, ademds, estrictamente convexa, suave o ambas cosas a la vez, de acuer-
do con la definicién que sigue. En cualquier caso, estas dos propiedades adicionales
seran siempre sefialadas explicitamente. Notese que las distancias Ly y L, no son
estrictamente convexas ni suaves y que cualquier otra distancia L,, con 1 < p < o
es ambas cosas.

/

Figura 3.7: Circunferencias unidad no-estrictamente convexa y no-suave, respecti-
vamente.

Definicion 3.2.3 Sea di una distancia convexa asociada a un cierto convero K.
Entonces, diremos que dg es estrictamente convezxa si puntos diferentes de la fron-
tera del convero K no admiten la misma recta soporte y que es suave si ningun
punto de la frontera de K admite dos rectas soporte diferentes.

Las propiedades de las distancias estrictamente convexas que se citan a con-
tinuacion (Proposicién 3.2.4) aparecen demostradas en [Mazén] (cf. sus Teoremas
1.2.3.5 y 1.2.3.10). Sin embargo, no se demuestra alli la equivalencia entre dichas
propiedades y el hecho de ser estrictamente convexa. Por otra parte, algunas de
nuestras demostraciones son sensiblemente mas cortas que las que alli aparecen, lo
cual justifica su inclusién aqui. La equivalencia entre que la distancia sea suave y
que toda terna de puntos no-alineados sea d-cocircular (nuestra Proposicién 3.2.5)
si que aparece explicitamente mencionada (cf. la Observacién 1.2.6.6 de [Mazén]).
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Proposicion 3.2.4 Sea dx una distancia convexa. Entonces son equivalentes:

(i) di es estrictamente convezxa.
(i1) la dy-circunferencia unidad no contiene tres puntos alineados.
(111) ninguna dg-circunferencia contiene tres puntos alineados.
(iv) dos dg-circunferencias cualesquiera se cortan a lo mds en dos puntos.

(v) por tres puntos cualesquiera del plano pasa a lo mds una sola dy -circunferen-
cia.

(vi) en la desigualdad triangular de tres puntos no alineados nunca se da la igual-

dad.

Demostracion: Las equivalencias (i) < (i¢) < (i) y (iv) < (v) son practicamente
inmediatas. Nos limitaremos, por tanto, a mostrar las equivalencias (iit) < (iv) <
(vi). Mencionemos que (7i?) < (iv) y (ii1) < (vt) aparecen demostrados en [Mazén]
(Teoremas 1.2.3.5 y 1.2.3.8), pero las demostraciones que aqui presentamos son
originales y sensiblemente mas sencillas.

(727) = (iv) : Sean C y Cy dos dg-circunferencias que se cortan en tres puntos P,
) v R. Puesto que todas las di-circunferencias se obtienen de la dx-circunferencia
unidad dg por composicién de traslaciones y homotecias, también C5 se obtiene de
(71 por una composicién de traslaciones y homotecias que, como es sabido, resulta
ser equivalente a una tnica traslacién u homotecia h. Sean P’, Q' y R’ las imdgenes
por h de los puntos P, Q vy R, que estan forzosamente en C'5. Se tiene entonces que
los dos tridngulos PQR y P'Q’'R’ tienen sus vértices en un cierto convexo (la dg-
bola cuya frontera es C3) que tiene a di por frontera. La dnica forma en que ésto
puede suceder, teniendo en cuenta que P'Q)’R’ se ha obtenido por una traslacién u
homotecia de PQR, es que uno de los vértices (pongamos que es P) coincida con
su imagen P’. Esto implicaria que los tres puntos P, @) v Q' (asi como los puntos
P, Ry R') son tres puntos alineados en Cj.

(iv) = (@¢) : Si una dg-circunferencia Cy contiene tres puntos alineados P,
@ y R, entonces ha de contener a todo el segmento [P, Q] (si no, la dg-bola co-
rrespondiente no podria ser convexa). En estas condiciones es facil construir otra
dg-circunferencia (por ejemplo, por una homotecia con centro en P y de razén
mayor que 1) que también contenga a todo el segmento [P, Q].

Figura 3.8: Desigualdad triangular estricta para distancias estrictamente convexas.

(7i1) = (vi) : Supongamos que tres puntos no alineados P, @) y R son tales que
dg(P,Q) + dg(Q,R) = dig(P,R) y demostremos que hay una dg-circunferencia
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con tres puntos alineados. Llamemos a = dg(P,Q) v b = dg(Q,R), de donde
di(P,R) = a+b. Por aditividad en segmentos existe un punto @’ en el segmento
[P, R] tal que dg(P,Q") =a y dg(Q',R)=>5. Sea Q" el punto de interseccién de la
recta que pasa por ) v Q' con la paralela al segmento [@), R] que pasa por P (véase
la Figura 3.8). Aplicando reglas de proporcionalidad sencillas (a saber, la igualdad

entre los cocientes de longitudes {g’@};]] y [[];’Q]%]) es facil deducir que dgi (P, Q") vale

a, es decir, lo mismo que dg (P, Q) v dx(P,Q"). Por tanto, la dx-circunferencia de
radio a con centro en P contiene a los tres puntos ), @' v Q”, que estan alineados.

(vi) = (w1i) : Por una construccién inversa a la anterior. Sea C' una dg-
circunferencia que contiene a tres puntos alineados @, @' v Q”. Sea P el centro
de dicha dg-circunferencia. Sea [ la recta que pasa por @, Q' y Q” y supongamos,
sin pérdida de generalidad, que @, @’ y Q)" aparecen en ese orden en la recta (ver
de nuevo la Figura 3.8). Entonces, si llamamos R a la interseccién de la paralela
a [P,Q"] que pasa por ¢ con la prolongaciéon de [P, Q’], tendremos tres puntos no
alineados P, Q v R con di(P,R) = di(P, Q")+ di(Q',R) = dx(P,Q) + dr(Q, R),

por las mismas reglas de proporconalidad que en el caso anterior. a

Proposicidon 3.2.5 Sea dx una distancia convexa. Entonces son equivalentes:

(i) di es suave.

1) dados tres puntos no alineados P R existe una dy -circunferencia que
p K y q
pasa por ellos.

Demostracion: (i) = (¢¢) Un enunciado equivalente de (i¢) es que dado un cierto
triangulo PQ R no degenerado, siempre existe un tridngulo P'Q’'R’ que se obtiene de
él por traslaciéon u homotecia y estd inscrito en la circunferencia unidad 0K de dg.
Para ver que ésto se cumple, consideremos todos los posibles segmentos paralelos a
[P, Q] con sus dos extremos en dK . Sin pérdida de generalidad, para simplificar la
exposicién, supongamos que el segmento [P, Q] es horizontal y que R se encuentra
por encima de él. Tomando un segmento [Py, Q4] paralelo a PQ con sus extremos
en 0K y suficientemente abajo, el tercer vértice del tridngulo PyQ1 R semejante
a PQR estard dentro de K. Del mismo modo, por ser K suave, tomando un
segmento [P, Q5] paralelo a PQ con sus extremos en K y suficientemente arriba,
el tercer vértice del tridngulo Po()s Ry semejante a PQ R estard fuera de 0 K. Como
podemos mover el segmento [Py, 1] de forma continua hasta convertirlo en [Py, Q2]
y pasando siempre por segmentos paralelos a [P,Q] y con sus extremos en 0K,
habrd un cierto momento en el cual el tercer vértice del tridngulo estd exactamente
en 0K.

(72) = (¢) Sea P un punto de la dg-circunferencia unidad 0K con dos rectas
soporte diferentes r y s. Sin pérdida de generalidad y para simplificar el lenguaje,
supongamos que r tiene pendiente positiva, s tiene pendiente negativa y que K se
encuentra a la derecha de ambas (como en la Figura 3.9). Sea ¢ la vertical que pasa
por Py sean () y R dos puntos a la derecha de t pero a la izquierda de r y s, uno
encima de ambas y el otro debajo (como muestra la Figura). Demostraremos que
ninguna dy-circunfercia que pasa por Py ) puede pasar por K.

En efecto, sea C' una cierta dp-circunferencia que pasa por P y por (). C es,
por definicién, la imagen de @K por una cierta traslacién u homotecia h. Sea P’ la
imagen del punto P en C' y sean 1’ y s las paralelas a r y s por P’. Como C ha de
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Figura 3.9: Tlustracién de la Proposicién 3.2.5.

estar a la derecha de r' y &', tenemos que P estd en el tridngulo P'QR y, por tanto,
R no puede estar en C'. a

3.3 Diagramas de Voronoi y de Delaunay para distan-
cias estrictamente convexas. Propiedades estruc-
turales

3.3.1 Diagramas de Voronoi

Sea dx una distancia convexa y sea S un conjunto finito de IR? al que llamaremos
nube de puntos. Fl diagrama de Voronoi de § respecto a la distancia dgx se obtiene
dividiendo el plano IR? en regiones, llamadas de Voronoi, cada una de las cuales
estd asociada a uno de los puntos de la nube y formada por la porciéon del plano
que es mas proxima a dicho punto que a cualquiera de los demds. Formalmente:

Definicion 3.3.1 Para cada punto P € S llamaremos region de Voronoi de P
respecto al conjunto S y la distancia convexa dg al conjunto

Regq, . (P;S) = {z € R* |VQ € S\ {P} dg(P,z)<dr(Q,z)}.

Llamaremos diagrama de Voronoi de S respecto a la distancia dy; al complementario
de la union de las regiones de Voronoi.

Claramente, todos los puntos del diagrama de Voronoi son igualmente préximos
a al menos dos puntos de la nube. Esto significa que el diagrama de Voronoi estd
formado por trozos de los dg-bisectores de puntos de §.

Definicion 3.3.2 Sea dg una distancia convexa y sean P y Q) dos puntos del plano.
El bisector Big, (P,Q) de P y Q serd el conjunto de puntos x del plano tal que
di(z,P) = di(z,Q). Dados tres puntos P, ) y R diremos que los bisectores
Big, (P,Q), Big, (P,R) y Big, (Q,R) son asociados.

Como ya hemos visto antes con la distancia L., los bisectores de una distancia
convexa pueden tener interior no vacio. Esto no ocurre para las distancias estricta-
mente convexas. Fl siguiente enunciado es un compendio de “buenas propiedades”
de éstos bisectores, tomado de [Mazén] y [Corbaldn-M-R].
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Lema 3.3.3 Sea di una distancia estrictamente convexa. Fntonces:

(i) el bisector Big, (P,Q) de dos puntos cualesquiera P y () es topologicamente
equivalente a una recta. Ademds, estd contenido en una cierta “banda angu-
lar” (como la de la figura 3.10) que tiene a P y a Q) en sus vértices.

(i) tres bisectores asociados Big, (P,(Q)), Big, (P,R) y Big, (Q,R) o no se cortan
o se cortan dos a dos a lo mds en un punto, que es el centro O de una dy -
circunferencia que pasa por ellos. En este caso, el punto O divide a cada
uno de los tres bisectores, por ejemplo a Big, (P,Q)) en una parte que es mds
cercana ¢ P y Q@ que a R y otra que es mds cercana a R que a P y (). Por

tanto, el diagrama de Voronoi de los tres puntos es como el de la figura 3.10.
O

Figura 3.10: Bisector de dos puntos y diagrama de Voronoi de tres puntos.

Este resultado conlleva a su vez una serie de propiedades para los diagramas de
Voronoi, también tomados de [Mazén].

Lema 3.3.4 Sea di una distancia estrictamente convexa en el plano y S una nube
finita de puntos. Denotemos por Ry, s(P) la region de Voronoi de cada punto P
de S por la distancia di. Entonces:

(i) Ra, s(P) esun abierto no vacio de R? que coincide con {x € R? | dy(z,P) <
d (x,Q)VQ € 5\ P}.

(ti) Si Py @Q son puntos distintos de S, entonces Ry, s(P) y Ry, s(Q) son dis-
juntas.

(iit) Ry, s(P) es estrellada respecto a P, esto es, si x € Rq,. s(P), entonces todo
el segmento de recta [P, x] estd en Ry, s(P).

() La clausura de Ry, s(P) coincide con {x € R?* | dg(z,P) < dg(z,Q)VQ €
S\ P}.

(v) La union de las clausuras de todas las regiones de Voronoi cubre al plano. O
Como resultado de estos dos enunciados tenemos lo siguiente:

Proposicion 3.3.5 Sea di una distancia estrictamente convexa en el plano y S
una nube finita de puntos. Entonces, el diagrama de Voronoi Vorg, (5) de S tiene
estructura de diagrama plano en las siguientes condiciones:
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(i) Sus caras son las regiones de Voronoi, en correspondencia biunivoca, por tanto,
con los puntos de 5.

(71) Cada arista de Vorg, (S) es un trozo conexo del bisector Big, (P,Q) para un
cierto par de puntos de S. Los pares de puntos (P,Q)) que producen arista
son aquéllos para los cuales existe una di-bola con P y () en su frontera y los
demds puntos de S en su exterior. Aun mds, la arista es el lugar geométrico
de los centros de tales dg -bolas.

(7it) Cada vértice de Vorg, (5) es el centro de una cierta dg-bola con al menos
tres puntos de S en su frontera y sin puntos de S en su interior estricto.

(tv) Un subconjunto de S de al menos tres puntos produce un vértice de Vorg, (5)
si y solo si estd en las condiciones de (ii1). Un par de puntos de S produce
una (y solo una) arista de Vorg, (5) si y solo si estd en las condiciones de

Demostracion: Fl diagrama de Voronoi estd claramente contenido en la unién de
todos los bisectores de pares de puntos de 5. Ademds es cerrado, por estar definido
por condiciones cerradas sobre la distancia convexa dx, que es una funcién con-
tfnua. Esto implica que el diagrama es, de hecho, un diagrama en el sentido de
nuestra definiciéon del Capitulo primero. Sus vértices serdn los puntos comunes de
la adherencia de tres caras y sus aristas las componentes conexas de lo que queda
al eliminar los vértices en el diagrama. Fn particular, las aristas son partes conexas
de la adherencia comin de dos caras, que estdn contenidas, por definicién, en el
bisector de los dos puntos correspondientes.

Esto termina la demostracién de (i) v (it), salvo por el hecho de que un punto
x de una arista entre las dos caras de P y () tiene menor distancia a P y a ) que
a cualquier otro punto de S (que es otra forma de expresar la condicién sobre la
dg-bola con centro en ). Si no fuera asi, es decir, si existiera un tercer punto R a
la misma distancia de z que P y (J, pero sin que x estuviera en la adherencia de su
regién de Voronoi, entonces la condicién (i¢) del Lema 3.3.3 se violarfa.

(7i7) Es trivial, de nuevo por continuidad de la distancia convexa.

(iv) Debemos probar dos cosas. Que todo centro de una dg-circunferencia que
pasa por al menos tres puntos de S y no tiene puntos en el interior es adherente a
al menos tres regiones de Voronoi y que dos caras adyacentes comparten una séla
arista. Lo primero es consecuencia de (¢i) puesto que todo punto del diagrama es
adherente a al menos dos caras y en (¢7) vimos que un punto de la adherencia comin
de dos caras que sea centro de una dg-circunferencia por tres puntos es, de hecho,
adherente a tres caras.

Lo segundo se deduce de nuevo de la condicién (i¢) del Lema 3.3.3. Efectiva-
mente, si 1 ¥ o son dos puntos del bisector de P y () cuya distancia a P y a ()
es menor que la distancia a cualquier otro, no puede haber un punto z¢ entre ellos
cuya distancia a un cierto punto R de § sea mayor o igual que su distancia a P sin
que se viole dicha condicién. |

Corolario 3.3.6 Sea di una distancia estrictamente convexa en el plano y S u-
na nube finita de puntos. Entonces, las caras, aristas y vértices del diagrama de
Voronoi Vorg, (5) de S forman una descomposicion celular del plano. Hay una
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correspondencia biyectiva entre las celdas (caras, aristas y vértices) de la descom-
posicion y los subconjuntos T de § tales que existe una dy-bola con T contenido en
su frontera y S\ T en su exterior. Ademds, la celda correspondiente a un cierto T
es una region de Voronoi si'I' consta de un solo punto, es una arista del diagrama
st T consta de dos puntos y es un vértice si T consta de al menos tres puntos.

Demostracion: Inmediata, a la luz de la Proposicién anterior y del hecho de que
una parte conexa de un bisector es una celda 1-dimensional y que las regiones de
Voronoi, por ser abiertas y estrelladas, son celdas 2-dimensionales. a

3.3.2 Diagramas de Delaunay

Del Corolario 3.3.6 se desprende el hecho de que, si s6lo nos interesa la estructura
combinatoria del diagrama de Voronoi, podemos olvidarnos de la funciéon dg como
funcion distancia y tener en cuenta sélo sus dx-bolas. Dicho de otra manera, a
efectos de la estructura del diagrama de Voronoi no tiene importancia donde esté
colocado el origen de coordenadas como centro de la bola unidad, sino tan sélo la
bola en si. Por esta razon, entre otras, es por lo que nosotros trabajaremos a partir
de ahora con los diagramas de Delaunay en vez de los de Voronoi. El diagrama de
Delaunay es geométricamente mas sencillo, puesto que sus aristas son segmentos
de recta que conectan puntos de la nube de puntos, y sin embargo contiene toda
la estructura topoldgico/combinatoria del diagrama de Voronoi, que es su dual (cf.
3.3.11).

Definicion 3.3.7 Sea dx una distancia estrictamente convera y sea S una nube
finita de puntos. Sean P y Q dos puntos de S. Diremos que el segmento [P,Q] es
una arista de Delaunay de S para la distancia dy; si existe una dy-bola que tiene
a P ya@ en su frontera y al resto de S en su exterior. Llamaremos diagrama de
Delaunay de S a la union de todas las aristas de Delaunay.

Lema 3.3.8 Sea di una distancia estrictamente convexa y sea S una nube finita
de puntos. Entonces, dos aristas de Delaunay no se cortan, salvo eventualmente en
un extremo comun. Por tanto, el diagrama de Delaunay tiene estructura de grafo
imerso en el plano, siendo sus vértices los puntos de S y sus aristas las aristas de
Delaunay que acabamos de definir.

Demostracion: Sean Pp, Py, ()1 v (J2 cuatro puntos distintos de 5 y supongamos,
para llegar a un absurdo, que [Py, P3] y [Q1,()2] son aristas de Delaunay y se cortan
en un punto O. En primer lugar, O no puede coincidir con ninguno de Py, P, ()1
ni ¢Jo. Si, por ejemplo, O = P entonces cualquier dg-bola que contenga a ()1 v ()2
en su frontera contiene también a P;.

En estas condiciones, las dos aristas de Delaunay dividen al plano en cuatro
cuadrantes, no necesariamente ortogonales, con vértice comin en 0. Sea ' una
dg-bola (por tanto, estrictamente convexa) que pase por Py v P, v tenga a Q1 y
()2 en el exterior y D una dg-bola que pase por )1 y Q2 y tenga a Py y P; en el
exterior. Es facil probar que las fronteras de C' v D deben cortarse al menos una
vez en cada cuadrante, lo cual contradice la Proposicién 3.2.4. o
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Lema 3.3.9 Sea di una distancia estrictamente convexa en el plano. Sean P vy
Q) dos puntos del plano y sean C' y D dos dg-bolas que tienen a P y @) en su
frontera. Entonces, se tiene que una de las dos componentes conexas de C'\ [P, Q]
estd contenida en una de las componentes conexas de D\[P,Q] y la otra componente
conexa de C'\ [P, Q] contiene a la otra componente conexa de D\ [P,Q)].

Demostracion: Sea h la traslacién u homotecia que transforma C' en D. Sean P’y
()’ las imagenes de Py Q. El segmento [P/, Q'] es paralelo a [P, ()] y no esta sobre
la misma recta que él, puesto que P, @, P’ y @' son puntos de la frontera de D. Sea
Cy (resp. D1) la componente conexa de C'\ [P, Q)] (resp. de D\ [P,Q]) del lado de
[P,Q] en el que estd [P’,Q’]. Sea C] la imagen de C'; por h. Entonces, es claro (ver
Figura 3.11) que el cuadrilatero B con vértices P, @, P’y Q' estd contenido en D
y que Cy estd contenido en B UCY. Por tanto, C; esta contenido en D;. Aplicando
los mismos argumentos a la traslacién u homotecia inversa de h, que lleva C' sobre
D, concluiremos que la otra componente conexa de D \ [P, ()] estd contenida en la
otra componente conexa de C'\ [P, Q]. ]

Figura 3.11: Hustracién del Lema 3.3.9.

La siguiente Proposicién es el equivalente a la Proposicién 3.3.5 en el lenguaje
de Delaunay y tiene como consecuencia la dualidad entre el diagrama de Voronoi y
el diagrama de Delaunay.

Proposicion 3.3.10 Sea dx una distancia estrictamente convexa en el plano y S
una nube finita de puntos. Entonces, el diagrama de Delaunay Dely, (S) de S tiene
estructura de diagrama plano en las siguientes condiciones:

(i) Sus vértices son los puntos de 5.

(71) Cada arista de Dely, (S) es un segmento [P, Q] para un cierto par de puntos
Py@Q debS. Tales P y @ tienen la propiedad de que existe una dy -bola con
P y Q) en su frontera y los demds puntos de S en su exterior.

(7it) Cada cara (excepto la no acotada) de Dely, (S5) es un poligono convexo cuyos
vértices son un subconjunto T de S con la propiedad de que existe una cierta
dg-bola con T en su frontera y S\T en su exterior estricto.

(tv) Todo subconjunto de S de al menos tres puntos en las condiciones de (iit)
produce una cara de Delg, (S). Un par de puntos de S produce una arista de
Dely, (S) siy solo si estd en las condiciones de (i1).

Demostracion: Que el diagrama de Delaunay es, efectivamente, un diagrama con
las condiciones (i) y (i7) proviene directamente de la definicién y del Lema 3.3.8.
Para el resto, demostraremos primero (iv) y luego (7).
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(iv) Sea T un subconjunto de S en las condiciones de (i), es decir, los vértices
de un poligono convexo inscrito en una cierta dg-bola Cr que tiene a S\ T en su
exterior. Veamos que dicho poligono es una cara del diagrama de Delaunay. Lo que
debemos mostrar es que para cada par de vértices Py () consecutivos del poligono,
existe una cierta dg-bola con P y @) en su frontera y el resto de los puntos de 5
en su exterior. Para ello, consideremos un segmento [P’, Q'] paralelo a [P, (], con
P’y @' también en la frontera de C'x v en la direccién del resto de los vértices del
poligono. Ademads, supongamos que [P’,Q’] es muy cercano a [P, Q].

Sea h la traslacién u homotecia que lleva P’ sobre Py Q' sobre ) y sea C7
la imagen de Cr por h. C% es también una dx-bola que tiene a P y a () en su
frontera. Ademas, la parte de C/, que queda en la direccién del resto de los vértices
del poligono estd contenida en la correspondiente parte de Cp, como en el Lema
3.3.9. Ademds, ninguno de los demés vértices del poligono estd en la frontera de
C% porque entonces las fronteras de Cr y C% se cortarfan en tres puntos. En
consecuencia, todos los puntos de T'\ { P, @} son exteriores a C/. Si la modificacién
de Cr es suficientemente pequena (esto es, si P’y )’ se toman suficientemente cerca
de Py @), entonces los puntos de S\ T seguiran siendo exteriores a C, como lo
eran a C7r.

El resto de (iv) (lo que se refiera a las aristas) se deduce facilmente de la defini-
cién de diagrama de Delaunay.

(7i7) Sea f una cierta cara del diagrama de Delaunay. Demostremos, en primer
lugar, que sus vértices son dx-cocirculares. Comencemos con una cierta dx-bola su-
ficientemente grande para contener a toda la cara f en su interior. Disminuydmosla
de forma continua hasta que el primero de los vértices de la cara f esté en la fron-
tera de dg. Llamemos P a un tal vértice y sean () y R los vértices de f anterior y
posterior a P en la cara f. Continuemos decreciendo la dg-bola, ahora manteniendo
siempre P en su frontera, hasta que uno de los dos vértices () &6 R esté también en
la frontera. Supongamos que se trata de ).

Entonces, puesto que existe una dg-bola que tiene a P y () en su frontera y a
R en su interior y también existe una dy-bola que tiene a P y ¢} en su frontera y
a R en su exterior (recordemos que [P,)] es una de las aristas del diagrama) ha
de existir también una dg-bola que tiene a P, ) y R en su frontera. Sea (' dicha
dg-bola. Afirmamos que €' tiene también en su frontera a todos los demds vértices
de la cara, si es que los hay. Esto es asf porque, gracias a (iv), todos los puntos de
S que estén en la frontera de €' serdn los vértices de una cierta cara del diagrama.
Como dos caras del diagrama no pueden tener tres vértices en comin, dicha cara
es precisamente f. o

Corolario 3.3.11 Sea dx una distancia estrictamente convexa y sea S una nube
finita de puntos. Entonces, los diagramas de Voronoi Vorg(S) y de Delaunay
Delg(S) de S respecto a la distancia di son duales el uno del otro.

Demostracion: No hay mas que comparar los enunciados de la Proposicién 3.3.10 y
3.3.5. O

De nuevo, estas buenas propiedades no son ciertas sin la condicién de convexidad
estricta. En el diagrama de Delaunay de tres puntos para la distancia L., puede
ocurrir (como en la Figura 3.12) que la arista [P, ()] no aparezca en el diagrama,
pero el tridngulo PQ R esté en las condiciones de la Proposiciéon 3.3.10. En este
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sentido podemos decir que para distancias no-estrictamente convexas el diagrama
de Delaunay no estd bien definido, puesto que una definicién basada en aristas
(como nuestra Definicién 3.3.7) no es congruente con una posible definicién basada
en caras. Por este motivo, a partir de este momento sélo consideraremos distancias
estrictamente convexas.

Q

R ¢ 12

Figura 3.12: Bola unidad L., y diagrama de Delaunay “atipico”.

3.4 Tipos topolégicos de diagramas de Delaunay con
distancias convexas

Vamos a estudiar en esta seccién los tipos topoldgicos de diagramas de Delaunay
producidos por distancias convexas. Mas concretamente estaremos interesados en
saber si son los mismos que se pueden producir con la distancia Fuclidea. Para
distancias no estrictamente convexas ya hemos visto que es posible producir diagra-
mas de Delaunay “atipicos”, en el sentido de que sus caras no se corresponden con
poligonos con un nimero maximal de vértices dy -cocirculares. Supondremos ahora
que la distancia dx es estrictamente convexa. Nuestro resultado mdas importante
serd que cualquier distancia convexa dx cuyas K-circunferencias no sean elipses
puede producir diagramas de Delaunay (y, por tanto, diagramas de Voronoi) que
no son topoldgicamente equivalentes a ningin diagrama de Delaunay Fuclideo.

En primer lugar veamos las consecuencias que en el diagrama de Delaunay tiene
el hecho de que la distancia sea o no sea suave, ademas de estrictamente convexa.
Nuestro primer Lema nos dice que cualquier distancia no suave produce diagramas
de Delaunay que no son topolégicamente equivalentes a ningin diagrama de Delau-
nay Euclideo, porque no puede ser realizado con contorno convexo. La construccion
que aparece en su demostracién proviene de [Mazén, Proposicién 1.2.6.7]. El segun-
do Lema nos dice que para las distancias estrictamente convexas y suaves este tipo
topolégico concreto estd prohibido, asi como todos los que obliguen al diagrama de
Delaunay a tener contorno no convexo.

Lema 3.4.1 Sea dx una distancia estrictamente convezra y no-suave. FEntonces
existen cuatro puntos cuyo diagrama de Delaunay tiene el tipo topologico de la
Figura 3.13.

Demostracion: Como dy es no suave, sabemos que existen tres puntos P, @ y O
que no son ni dg-cocirculares ni alineados. Lo que si podemos conseguir es una
dy-bola que tenga a dos de ellos en su frontera y al tercero en su interior, por un
procedimiento parecido al de la demostracién de la Proposicién 3.3.10: Comencemos
con una dg-bola suficientemente grande que contenga a P, Q y O en su interior,
y hagamosla decrcer hasta que uno de los puntos esté en su frontera (digamos P)
y luego, por una homotecia continua con centro en P hasta que otro de ellos esté
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0] R

P
Py
O O

Figura 3.13: Diagrama de Delaunay con contorno no convexo.

también en su frontera (digamos ). En estas condiciones, escojamos otro punto
R en la frontera de esta dx-bola y en la prolongacién de [P,0]. El diagrama de
Delaunay de estos cuatro puntos es como el de la Figura 3.13, porque los puntos O,
) v R son dy-cocirculares, pero P, ¢} y O no lo son. i

Lema 3.4.2 Sea di una distancia estrictamente conveza.

(i) Sidg es suave, entonces todos los diagramas de Delaunay producidos por d
tienen contorno convezo.

(i1) Si di no es suave, entonces existen nubes de puntos cuyos diagramas de De-
launay respecto a la distancia dx no tienen contorno convexo. Ademds, tres
puntos son suficientes para encontrar contraejemplos.

Demostracion: Para la demostracién de (7), consideremos dos puntos consecutivos
P y @ en la envolvente convexa de §. Todo lo que necesitamos probar es que
[P, Q] es una arista de Delaunay, es decir, que existe una dg-bola con Py @ en su
frontera y con cualquier otro punto de S en su exterior. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que la recta que pasa por P y () es horizontal y no tiene ningin
punto de S encima (como en la Figura 3.14). Por ser dx suave, para cada recta [
que pase por P y tenga a () encima existe una dg-bola C; que tiene a [ como su
dnica recta soporte en P y que tiene a P y () en su frontera. Ademas, si hacemos
tender la recta [ a una horizontal, la recta soporte a C} en () tiende también a una
horizontal. En estas condiciones, tomando [ suficientemente cercana a la horizontal,
C deja en su exterior a cualquier punto de S\ {P,Q}.

Figura 3.14: Convexidad del diagrama de Delaunay para distancias suaves.
La demostracién de (i7) es consecuencia inmediata del Lema 3.4.2. 0

Adn para distancias no suaves, hay ciertas restricciones a la no-convexidad del
diagrama de Delaunay. Por ejemplo, de los dos diagramas mostrados en la figura
3.15 el de la izquierda no puede ser producido por ninguna distancia estrictamente
convexa v el de la derecha sélo puede ser producido por distancias no suaves y
no-simétricas. Ambos hechos se desprenden del siguiente Lema.
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Figura 3.15: Mas diagramas de Delaunay con contorno no convexo.

Lema 3.4.3 Sea di-una distancia estrictamente convezra, no suave, con bola uni-
dad K. Sea S una cierta nube de puntos cuyo dy -diagrama de Delaunay no tiene
contorno convexro. Sean P, ) y R tres puntos consecutivos del contorno del dia-
grama de Delaunay, en ese orden y siendo () un vértice no convexo del mismo.
Entonces, existe una dg-bola que tiene a  en su frontera y contenida en la region
angular definida por PQR, como en la Figura 3.16.

Figura 3.16: Una dg-bola en un vértice no convexo.

Demostracion: En primer lugar, observemos que cualquier di-bola que tenga a Py
a R en su frontera debe tener a () en su interior. Si no fuera asf, sea C' una dg-bola
que tiene a P y R en su frontera y a () en su frontera o en su exterior, y busquemos
una contradiccién. Los segmentos [P,Q] v [(Q), R] cortan cada uno a dC en dos
puntos, es decir, [P, Q] separa a R de una cierta regién de C' a la que llamaremos
Cp y [@, R] separa a P de una cierta regién de C' a la que llamaremos C'r. Sean
Spy Sg los conjuntos de puntos de 5 contenidos en C'p y Cp respectivamente, sin
contar a ¢). Sp y Sr son no vacios, porque P € Spy R € Sg.

En estas condiciones, podemos encontrar una dg-bola C’ contenida en C' que
no tenga puntos de S en su interior y que tenga en su frontera a al menos un
punto P’ de Sp y un punto R’ de Sgr (puede ocurrir que R = R’ o P = P’). Esto
puede hacerse, por ejemplo, reduciendo €' en una primera etapa por una homotecia
con centro en P hasta que no haya ningin punto de S en su interior pero quede
algin punto R’ de Sg en su frontera, y después reduciendo de nuevo la dg-bola asi
obtenida, ésta vez por una homotecia con centro en R’. Por no contener puntos
de S en su interior, la dx-bola C” define un poligono en el diagrama de Delaunay,
formado por los puntos en su frontera (por la Proposicién 3.3.10). En particular,
hay una arista de Delaunay que conecta a un punto de Sp con un punto de Sg.
Ahora bien, todo segmento que conecta un punto de Sp con uno de Sp, ninguno de
los cuales es @), necesariamente corta a los dos segmentos [P, Q] v [, R], que son
aristas de Delaunay. Por el Lema 3.3.8, la tinica posibilidad es que dicha arista de
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Delaunay sea precisamente [P, R]. Esto no puede ocurrir porque [P, R] no es una
arista del diagrama, lo cual da la contradicciéon buscada.

12

® R

Figura 3.17: Hustracién de la demostracién de 3.4.3.

La construcciéon que terminard la demostracién estd ilustrada en la Figura 3.17.
Consideremos la recta [ paralela al segmento [P, R] y que pasa por Q. Es claro que
existe una dy-bola Cg que tiene a () en su frontera, que tiene a [ como recta soporte
y que estd del lado de [ en el que estdn P y R. De hecho, (g se puede conseguir
por traslaciones de la di-bola unidad, sin necesidad de homotecias. Demostraremos
que las rectas que contienen a los segmentos [P, Q] y [R, (] no cortan a Cg mas que
en el punto ¢, lo cual implica, por convexidad, que (g estd contenida en la region
angular del enunciado.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que la recta que contiene a [P, Q] corta a
(g en mdas puntos aparte del propio (), es decir, que la corta en un cierto segmento.
Si ésto sucede, seguird sucediendo para una ligera traslacién de dicha recta hacia el
lado en el que no se encuentra K, como ocurre con la recta l; de la Figura 3.17. Sean
P’y P” los dos puntos en los que [; corta a la frontera de Cg. Supondremos que
P’ es el mas cercano a la recta { y P” el mas lejano, es decir, que la semirrecta de
l1 que parte de P’ en sentido opuesto a P” corta a [. Es claro que dicha semirrecta
no vuelve a cortar a Cg. Sea [y la recta paralela a [P, R] (y a [) que pasa por
P’. I, separa a () de P”, asi que contiene otro punto de la frontera de Cg, al que
llamaremos R’. Como [P, R] es paralelo a [P, R'], existe una traslacién u homotecia
h que envia el uno sobre el otro. Sea @’ la imagen de () por h. Por construccién y
por convexidad estricta de Cg, Q' es exterior a Cg (Q' estd en la semirrecta de [y
antes mencionada, que no corta a Cg). Por tanto, () es exterior a la imagen inversa
de Cg por la traslacion u homotecia h, la cual es una dx-bola que tiene a Py R en
su frontera. Isto contradice la afirmacién del comienzo de la demostracion. O

Veamos las implicaciones de este Lema para con los diagramas de la Figura 3.15.
En el de la izquierda, el Lema implica que podemos encontrar una dg-bola con un
vértice en el punto central y situada enteramente en cada uno de las cuadrantes.
Trasladando las configuraciones a una misma dg-bola (por ejemplo, la dx-bola
unidad) ésto implicaria que existe un cierto rectangulo que contiene a la dg-bola y
con sus cuatro vértices en la frontera de ésta, lo cual es imposible pues la dx-bola
es estrictamente convexa. Por lo tanto, tal diagrama es imposible de producir con
una distancia estrictamente convexa. En el segundo, supongamos que ademas la dy-
bola unidad es simétrica. Entonces, podemos aplicar el mismo tipo de argumentos al
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diagrama y a su “opuesto” (girado 180°) y obtener un hexdgono que contiene a una
dr-bola y con sus seis vértices en la frontera de ésta. Sin embargo, el diagrama de la
derecha si es realizable por una dx-distancia estrictamente convexa y no simétrica,
como la de la derecha de la Figura 3.7 (pagina 135).

Si consideramos sélo diagramas con contorno convexo, en el apartado 3.1.2 ya
dijimos que todos los diagramas con contorno convexo de hasta seis puntos son rea-
lizables con la distancia Euclidea. Es mas, el mismo tipo de exploraciéon exhaustiva
nos dice que dichos diagramas son realizable de hecho por cualquier distancia estric-
tamente convexa. Para siete puntos la cosa cambiaba: existen diagramas convexos
de siete puntos no realizables por la distancia Euclidea (vedse la Figura 3.3 en la
pagina 125 y la Proposicién 3.1.4 que la acompana).

El resto de esta seccién estd dedicada a mostrar que la distancia Euclidea y
aquéllas distancias convexas que tienen por bola unidad una elipse son muy es-
peciales en cuanto a los diagramas de Delaunay que son capaces de producir, en
el conjunto total de las distancias convexas. Aunque el resultado en si no difiere
del caso simétrico al no simétrico la demostracién es relativamente diferente, por
lo cual hemos separado el enunciado en dos partes (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10). La
Proposicién 3.4.4 y su Corolario 3.4.5 (que aparecen en [C-M-R-Santos]) nos dicen
por qué las distancias con bola unidad eliptica son excepciones a estos Teoremas.
Ambos son de facil demostracién, que omitimos.

Proposiciéon 3.4.4 Sean dx y dyi+ dos distancias convexas definidas por sendos
converos K y K'. Supongamos que K' es la imagen de K por una cierta aplicacion
afin f. Entonces, la imagen por f del diagrama de Delaunay de cualquier nube
de puntos S para la distancia di coincide con el diagrama de Delaunay para la
distancia dg de la nube de puntos S = f(.9). ]

Corolario 3.4.5 (i) Dos distancias estrictamente convezxas di y dgr cuyas bolas
unidad K y K' son imagen afin la una de la otra producen exactamente los
mismos tipos topologicos de diagramas de Delaunay.

(i) Una distancia convera dg cuya bola unidad sea una elipse produce eracta-
mente los mismos tipos topologicos de diagramas de Delaunay que la distancia
FPuclidea. a

Teorema 3.4.6 Sea di una distancia estrictamente convera y suave, y supon-
gamos que su bola unidad K no es simétrica. Fntonces, existe una nube S de
siete puntos tales que el diagrama de Delaunay Dely(5) tiene el tipo topologico del
primero mostrado en la Figura 3.3 (pdg. 125).

Demostracion: Todos los pasos de la demostracion serdn ilustrados en la Figura
3.18.

Sean P y () dos puntos de la dg-circunferencia unidad 0K, “opuestos” en el
sentido de que hay rectas soporte [p y lg de 9K en Py () paralelas. Llamemos O
al punto medio del segmento [P,Q]. No es dificil probar, gracias a la convexidad
estricta de K que 0K es la unica dg-circunferencia de radio 1 que pasa por Py
(). Entonces, existe un cierto punto R en 0K tal que su simétrico R’ respecto al
punto O es exterior a K. (Si no fuera asi, tampoco existiria ningin punto R cuyo
simétrico respecto a O fuera interior a OK).
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Figura 3.18: Ilustracién del Teorema 3.4.6.

Llamemos P’ al punto medio del segmento [R, P] y ()’ al punto medio del seg-
mento [R,Q]. Entonces, existen sendas (y tnicas) dg-circunferencias pasando por
los vértices de los tridngulos P'Q'R, PP'O y QQ'O, que son trasladaddas de dK a
escala 1/2.

Consideremos un cierto punto O’ en la paralela lp a lp v lg a través de O
que esté suficientemente cerca de O y en el interior del tridngulo P’Q’O. En estas
condiciones, el punto O’ es exterior a la d-circunferencia que pasa por P'Q'R,
puesto que también lo es O, y es exterior a las dp-circunferencias que pasan por
PP'Oy QQ'O porque lp es recta soporte de las mismas. Por tanto, el dx-diagrama
de Delaunay de los siete puntos P, @, R, O, P, Q', y O’ es como se muestra en la
Figura, esto es, del tipo topolégico que buscabamos. O

Para la demostracion de la versién simétrica de este Teorema (i.e., el Teorema
3.4.10) usaremos la Proposicién 3.4.9 (tomada de [Santos5]). La Figura 3.19 ilustra
el enunciado de la Proposicién. La Proposicion es, en realidad, mas fuerte de lo que
aqui nos hace falta pero merece la pena que la demostremos porque va a ser usada
de nuevo en la seccién 3.5.3 para demostrar el Teorema 3.5.9. La demostracion de
la Proposicién 3.4.9 es un tanto técnica y se basa en los Lemas 3.4.7 y 3.4.8. FEl
lector no interesado puede simplemente “creerse” el enunciado (que es, en cierto
modo, bastante intuitivo a pesar de lo complicado de su demostracién) y pasar
directamente al Teorema 3.4.10 en una primera lectura.

Lema 3.4.7 Sea K un subconjunto compacto y convezo del plano R?, centralmente
stmétrico y no contenido en ninguna recta. Entonces, existe una cierta elipse E que
corta a 0K en, al menos, tres pares de puntos opuestos.

Demostracion: Sean P, P', Q) y Q' dos pares cualesquiera de puntos opuestos en
OK. Entonces, o bien existe un tercer par de puntos opuestos Ry R’ en 0K tal
que PQRP'Q'R’' es un hexagono estrictamente convexo y centralmente simétrico,
o bien K coincide con el cuadrilditero PQP’'Q)’ (recuérdese que hemos supuesto a
K convexo). En el primer caso existe una elipse que pasa por los seis puntos.
En el segundo, reduciendo ligeramente cualquier elipse circunscrita al cuadrildtero
tendremos el resultado. a

Lema 3.4.8 Sea K un subconjunto compacto y convezo del plano R?, centralmente
simélrico y no contenido en ninguna recta. Fntonces, existe un circulo C' y una
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transformacion afin del plano | tal que C' estd circunscrito a la imagen M de K por
[ y corta a la frontera de M en al menos dos pares de puntos opuestos.

Demostracion: Apliquemos el Lema anterior a K y consideremos una transforma-
cién afin I’ que convierta la elipse £ obtenida en un circulo. Sea M’ = I'(K). Sea
f:[0,27] — R4 la funcién que describe a dM’ en coordenadas polares, como fun-
cién del angulo. Entonces, f es periddica de periodo 7 (por ser M’ centralmente
simétrico) y tiene el mismo valor en tres puntos diferentes 0 < 2 < y < z < 7w
(los puntos donde OM’ corta al circulo C”). En estas condiciones f tiene al menos
dos maximos locales en cada periodo. Efectivamente, o bien al menos dos de los
intervalos abiertos (z,¥), (y,2) y (2,2 + 7) contienen un maximo local, o bien uno
de ellos (pongamos que es (x,y)) contienen un maximo local y el tercer punto (en
este caso z) es otro maximo local.

Sean, en cualquier caso, a y 3 dos maximos locales de f en un periodo y supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que « es de hecho un maximo global. Considérese
la coleccién de transformaciones lineales [, (0 < r < 1) que fijan la direccién en la
que se encuentra 3 y contraen la direccién normal a # en un factor r. Llamemos f,
a la transformada de f por [,, esto es, f, = fol.. Entonces, para r préoximo a 0, 3
es claramente un maximo global de f.. Sea rg el supremo de los valores de r para
los que ésto ocurre. Afirmamos que en estas condiciones 3 es un maximo global de
fro» PETO NO es el tnico.

La afirmacién terminard la prueba del Lema como sigue. Sean [ = [, ol
M =1(K)=1,,M")ysea C el circulo de radio f, (). Este circulo contiene a M
y corta a su frontera en los dos pares de puntos correspondientes a las direcciones
B v v para las cuales f,, toma el maximo valor.

Para demostrar la afirmacién, el hecho de que 3 sea un maximo global para f.
para valores de r arbitrariamente cercanos a r¢ implica que también es un méximo
global de f,,. Por otra parte, para cualquier r > rg el maximo absoluto de f, no se
alcanza en [, ni en ningin punto de un cierto intervalo [ — €, 3 + €] alrededor de
B (puesto que 8 es un maximo local de f, para todo r). Considérese una sucesiéon
ry > rg > ... que tienda a rg, y para cada r; sea 7; un maximo absoluto de [,,.
Entonces, la sucesién 4; tiene algin punto limite en el compacto [0, 5 — €]U[3 +¢€, 7]
y este punto limite v ha de ser un méaximo de f,,. a

Proposicién 3.4.9 Sea K un subconjunto acotado del plano R?, centralmente si-
métrico y no contenido en ninguna recta. Entonces, existe una cierta elipse F
circunscrita a K y tal que la frontera 0K corta a FE en, al menos, dos pares de
puntos opuestos.

K

Figura 3.19: Elipse circunscrita a un objeto simétrico.

Demostracion: Si K es convexo, apliquemos el iltimo Lema a su clausura, que es
convexa y compacta. De este modo se obtiene un circulo C' y una transformacion
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lineal [ que envia K sobre un convexo M inscrito en C' y cuya frontera corta a C
en al menos dos pares de puntos opuestos. La imagen inversa £ = {~}C) de C
cumple entonces las condiciones que se piden.

Si K no es convexo, pero es compacto, apliquense las consideraciones anteriores
a su cierre convexo conv(K ). Veamos cémo cualquier punto de deconv(K) N L estd
también en 0K N E (lo cual terminard la demostracién para este caso). Sea P
un cierto punto en deonv(K) N E. Como se tiene que dconv(K) C conv(K) =
conv(OK), P esta contenido en un cierto segmento [Q, R] con @, R € 0K . Ahora
bien, como P € E y F estd circunscrita a todo conv(K) (en particular a 9K, la
dnica posibilidad es que, obien P = ) o bien P = R. Por tanto, P € JK.

Por 1ltimo, la reduccién del caso compacto al caso acotado es trivial, puesto que
la tesis atafie sélo a la frontera de K. O

Teorema 3.4.10 Sea di una distancia estrictamente convexa y supongamos que
su bola unidad K es simétrica, pero no es una elipse. Fntonces, existe una nube §
de siete puntos tales que el diagrama de Delaunay Dely (S) tiene el tipo topologico
del primero mostrado en la Figura 3.3 (pdg. 125).

Demostracion: Todos los pasos de la demostracion serdn ilustrados en la Figura
3.20.

Figura 3.20: Hustracién del Teorema 3.4.10.

Sea F una elipse circunscrita a la di-bola unidad K, como la que se obtiene
en la Proposicién 3.4.9. Supongamos que, de hecho, F es una circunferencia. Si
no fuera asf, podriamos en cualquier caso aplicar la discusién que sigue a una cier-
ta transformada afin de dx y demostrar para ella el Teorema, lo cual, gracias al
Corolario 3.4.5, demostrarfa también el Teorema para dy .

Sean P y ¢) uno de los pares de puntos opuestos en 0K N F, sea O el punto
medio del segmento [P, Q] y sea R otro punto en K N E. Podemos ademds suponer
que no hay ningin otro punto de corte de 9K con E en el arco de di que va de
P a R sin pasar por (. Esto es posible de conseguir, sin mas que tomar como P
y R los extremos de una componente conexa de 9K \ (0K N F) y después tomar
como () el opuesto de P. En estas condiciones las circunferencias C'ppro, Cggro v
Cpigr circunscritas a los tridngulos PP'O, QQ'O y P'Q'R se cortan en el punto
O, como muestra la parte izquierda de la Figura 3.20. También pasan por O las
tres dg-circunferencias que pasan por los vértices de dichos triangulos, puesto que
son traslaciones a escala 1/2 de la dx-circunferencia unidad.
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Elijamos ahora un punto arbitrario R” en el arco RP’ de la circunferencia
Cpig/R. Este punto estard necesariamente en el exterior estricto de la correspon-
diente dp-circunferencia. Ademds es posible encontrar una dg-circunferencia C' que
pasa por P’y Q' y que deja tanto a R” como a O en su exterior. Tomemos un punto
O’ en el interior del tridngulo, O P'Q)’, exterior a las circunferencias Cppro, Cogro
y suficientemente cerca de O para ser también exterior a la dg-circunferencia C.
Sean por tltimo P” y Q" los cortes de las prolongaciones de los segmentos [R”, P’
y [R",Q'] con las circunferencias C'ppio, Cogro, respectivamente. Afirmamos que
entonces el dy-diagrama de Delaunay de los siete puntos P, @, R, O, P', Q', y O’
es como se muestra en la Figura, esto es, del tipo topolégico que buscabamos.

En primer lugar, es facil probar, usando tacnicas de Geometria elemental, que
los puntos P”, O y Q" estan alineados (de hecho, O es el punto medio de P" y Q").
La arista [P',Q’] estd en el diagrama de Delaunay porque la dg-circunferencia C'
que pasa por P’y @' tiene a los dem’as puntos en su exterior. Las aristas [O, P’]
estd en el diagrama de Delaunay porque la dx-circunferencia que pasa por P, P’
y O tiene a O en su exterior estricto y a P” sobre ella o en su exterior. Por los
mismos argumentos estd también en el diagrama de Delaunay la arista [O,Q’]. La
presencia de estas tres aristas mencionadas es suficiente para completar el diagrama,
gracias a la Proposicion 3.3.10 en la que ddbamos las propiedades estructurales de
los diagramas de Delaunay para distancias estrictamente convexas. a

3.5 Matroides orientadas de Delaunay para distancias
estrictamente convexas y suaves

En la subseccién 3.1.4 vimos cémo la propiedad del levantamiento del diagrama
de Delaunay Fuclideo de una nube de puntos S arbitraria conllevaba la existencia
de una cierta matroide orientada “de Delaunay”, que describia de qué manera las
diferentes circunferencias y rectas del plano dividian a 5. Sin embargo, los co-
vectores de esa matroide orientada admitian una definiciéon directa a partir de las
circunferencias. La propiedad del levantamiento sélo era utilizada para probar que
ese conjunto de covectores definia realmente una matroide orientada y que ésta era,
ademas, realizable.

El propésito de esta seccién es ver cémo la existencia de la matroide orienta-
da de Delaunay se puede deducir directamente a partir de unas ciertas “buenas
propiedades” de las circunferencias Fuclideas. Estas buenas propiedades son com-
partidas por las distancias estrictamente convexas y suaves en el plano. Por tanto,
también ellas permitirdan definir matroides orientadas de Delaunay para cualquier
nube finita de puntos. Veremos ademads que éstas matroides orientadas de Delaunay
tienen casi todas las propiedades que sefialabamos en la Seccién 3.1 excepto, quizas,
su realizabilidad. En el apartado 3.5.3 veremos que, de hecho, pueden aparecer
matroides orientadas de Delaunay no realizables.

3.5.1 Un marco general

Nuestro resultado principal de esta Seccién (el Teorema 3.5.1) serd enunciado en
dimension arbitraria d. El resultado nos dice esencialmente que si una cierta colec-
cién de esferas (d — 1)-dimensionales y pseudohiperplanos (i.e., hipersuperficies
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topolégicamente equivalentes a un hiperplano) en el espacio Euclideo R? satis-
face unas ciertas propiedades, entonces para cualquier nube finita .5 de puntos en
IR? los covectores definidos por la manera en que las esferas y pseudohiperplanos
dividen a 5 satisfardn los axiomas de una matroide orientada. Para unificar los
argumentos relativos a esferas y los relativos a pseudohiperplanos serd conveniente
compactificar el espacio Euclideo por un punto en el infinito, convirtiéndolo en una
esfera d-dimensional $?. Por el Teorema de Jordan-Brouwer, para cualquier esfera
(d — 1)-dimensional C' contenida en ¢, su complementario S\ C tiene dos com-
ponentes conexas. Estas dos componentes pueden no ser simplemente conexas para
d > 3, (véanse [Moise, Antoine]) si C' no es equivalente a una esfera PL en S7, es
decir, si C' no es docil (tame). Agradecemos a Fernando Etayo habernos indicado
que la condicién de docilidad no es necesaria para nuestra demostracién del Teorema
3.5.1.

Teorema 3.5.1 Sea S una coleccion de (d — 1)-esferas (d — 1)-dimensionales en la
d-esfera S¢ (d > 2), a las que llamaremos S-esferas. Supongamos que se satisfacen
las siguientes condiciones:

(S1) Por d+ 1 puntos cualesquiera de 59 pasa, al menos, una S-esfera.

(S2) La interseccion de dos S-esferas C' y D es o bien vacia, o un punto, o
una esfera (d — 2)-dimensional tanto en C' como en D. (Diremos que C' y D son
tangentes si su interseccion es un punto y que son transversales si es una (d — 2)-
esfera.)

(S3) Sid > 2, para toda S-esfera C, la coleccion de esferas (d—2)-dimensionales
Sc={CND|DeS,CyDsontransversales } satisface a su vez las condiciones
(S1)-(S5).

(S4) Para todo par de puntos P y Q) en 5S4 y para toda S-esfera C' que pasa por
P pero no por () existe una y solo una S-esfera D que pasa por Q@ y que corta a C
tangencialmente en P.

(S5) Para todo par de S-esferas C' y D y todo punto p “entre” ellas (i.e. en la
componente de §4\ C' que contiene a D y en la componente de §*\ D que contiene
a C') existe una S-esfera Z que pasa por p y que separa a C' y D (i.e. con C y D
respectivamente contenidas en las dos componentes conexas de S\ 7).

Sea S una nube finita de n puntos en S. Consideremos la coleccion V de
covectores que contiene o (0,5,0) (el covector “cero”) y a los que son de la forma
(C1nS,CNS,CanS) para una S-esfera C, siendo Cy y Cy las dos componentes
conexas de 5S¢\ C.

Entonces, V es el conjunto de covectores de una cierta matroide orientada M,
que es aciclica, politopal. Ademds (si S consta de al menos dos puntos), el rango
de M wvale dos mds la dimension de Nges,scoC', que es una esfera.

Veamos algunas observaciones.

Observaciones 3.5.2 :

- Para d = 2, las condiciones (S1) y (S2) son equivalentes a “por tres puntos
cualesquiera pasa una y solo una S-esfera”. La condicion inductiva (S3) se verifica
para d = 2 si consideramos en S el sistema de 0-esferas consistente en todos los
pares de puntos de S'. En este caso diriamos que dos 0-esferas son tangentes si
tienen un punto en comun, que se cortan transversalmente si una de ellas separa
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los dos puntos de la otra y que no se cortan en caso contrario. Fste sistema de 0-
esferas en S* satisface las condiciones (S1), (S2), (S4) y (S5) e incluso la condicién
(S3) se verificaria para él, ya que Sy = {Q} es el inico posible sistema de esferas en
S = {—1,+1}, con el convenio usual S™' = 0. En cualquier caso, esta extension
de la condicion (S3) al caso d = 2 es redundante.

- Veremos mds adelante que el sistema de esferas formado por las rectas del plano
y las di -circunferencias de una cierta distancia estrictamente convera y suave dg
satisface las condiciones del Teorema. Esto no serd cierto si la distancia no es es-
trictamente conveza (no satisface (52)) o no es suave (no satisface (S1)). En cuanto
a las distancias estrictamente convexas y suaves en el espacio de dimension 3, es
fdcil verificar que satisfacen (S4) y (S5). También satisfacen (S1) (cf. [Makeev]) y
(S2). Sin embargo, no satisfacen la condicion inductiva (S3) ni la conclusion del
Teorema 3.5.1, como se verd al final de la Seccion 3.5.2.

Comenzaremos la demostracion por la dltima parte, a saber, el hecho de que la
interseccién de todas las S-esferas que contienen a 5 es una esfera, de una cierta
dimension. A ésta esfera la llamaremos la esfera generada por S y diremos que k
puntos estan en posicién general si la esfera que generan es de dimension k — 2.

Lema 3.5.3 (i) Sea S un sistema de esferas en S en las condiciones del Teo-
rema 3.5.1. Entonces, la interseccion de cualquier mimero (posiblemente in-
finito) de S-esferas es o bien un punto, o bien vacia, o bien una esfera de una
cierta dimension entre 0 y d — 1.

(i1) Cualquier S-esfera contiene d+ 1 puntos en posicion general, i.e. d+1 puntos
no contenidos en ninguna otra S-esfera.

Demostracion: La demostracion se hard por induccién sobre d. Para d = 2 las dos
afirmaciones se deducen trivialmente de la condicién (52) del Teorema 3.5.1.

Para d > 2, Sea 7 el conjunto de S-esferas cuya interseccién queremos estudiar
y sea ' € § una de ellas. Entonces, la interseccién de las S-esferas de 7 es igual
a la interseccién de las Sc-esferas en Zo ;== {CND | D e S, D # C}, que es una
esfera por hipotesis inductiva y gracias a la condicién (S3) del Teorema 3.5.1. Esto
demuestra (7).

Para (i7), sea €y C C una Sc-esfera cualquiera, y consideremos d puntos
P1,...,p4 en ella en posicién general (que existen por hipétesis inductiva). Sea pgiq
otro punto de C' que no esté en C{. Por hipdtesis inductiva, la inica Sg-esfera que
pasa por pi,...,pq es Cq, asi que ninguna Sg-esfera pasa por py,...,p4+1. Por la
condicién (S3) del Teorema 3.5.1, tampoco ninguna S-esfera pasa por p1,...,p4e1,
excepto la propia C'. i

El siguiente Lema hace referencia a cémo se cortan dos S-esferas transversales.

Lema 3.5.4 Sea S un sistema de esferas en S en las condiciones del Teorema
3.6.1. Sean C' y D dos S-esferas transversales. FEntonces, las dos componentes
conezas de C'\ D quedan cada una en una de las dos componentes conexas de

S\ D.

Demostracion: Supongamos que no es asi, es decir, que C'\ D estd contenido en
una de las dos componentes de §¢\ D. Para simplifacar la exposicién, elijamos
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un “punto del infinito’ en la otra componente de S\ D, de forma que podemos
decir que C' estd inscrita en D. Llamemos C y C_ (resp. Dy y D_) a las dos
componentes conexas de %\ C' (resp. de S?\ D), siendo C (resp D) la que
contiene al punto del infinito. Por construccién, Dy C Cr y C_ C D_.

Tomemos un cierto punto P € C' N D y un punto ) en C_. Sea Z la S-esfera
tangente a C' en P que pasa por @ (como en la condicién (S4) ). Entonces, Z es
también la S-esfera tangente a D en P y que pasa por ¢). La contradiccién viene
al considerar un cierto punto @' € C' N D distinto de P. Tanto C' como D son
S-esferas tangentes a Z en Py pasan por @', lo cual contradice la condicién (S4)
del Teorema 3.5.1. a

La Proposicién que viene ahora serd la base para las operaciones de composicion
v eliminacion de una coordenada entre los covectores de la matroide orientada.

Proposicién 3.5.5 Sea S un sistema de esferas en S en las condiciones del Teo-
rema 3.5.1. Sean C'y D dos S-esferas y P un punto fuera de C' U D. Sean CLy C_
(resp. Dy y D_) las dos componentes conexas de S\ C (resp. de S\ D), con los
signos de forma que P esté en C. N D_. Entonces, existe una S-esfera Z tal que

(i) PeZ.
(i) ZNnC=ZnNnD=CnD.

(iii) Las dos componentes conexas de S\ Z estdn contenidas respectivamente en
C_|_UD_|_ yC_UD_.

Demostracion: Consideremos por separdo las tres posibilidades para ¢'N D:

- Si C'y D son transversales, entonces C'N D es tanto una S¢-esfera en €' como
una Sp-esfera en D. Tomemos d puntos en C'N D en posicién general y sea Z una
S-esfera que pasa por ellos y por P (Z existe por la condicién (S1) del Teorema
3.5.1. Entonces, ZNC =2ZND =CnND porque Z contiene d puntos en posicion
general de C'N D. Por tanto, Z verifica (i) y (ii).

Del Lema anterior y del hecho de que Z tiene interseccién no vacfa con €'y N
D_ se sigue que las dos componentes conexas de Z \ (C'N D) estan contenidas
respectivamente en C'y N D_y C_ N D,. Por tanto, las dos componentes conexas
de S\ Z contienen respectivamente a C, N Dy y C_ N D_ lo cual a su vez implica
que estan contenidas en C_ U D_y Cy U D4 respectivamente.

- 51 C'y D son tangentes, sea () su inico punto de interseccién. Sea Z la S-esfera
tangente a C en ) que pasa por P, obtenida por la condicién (S4) del Teorema 3.5.1.
Si Z N D contuviera algin otro punto @’ aparte de @, llegarimos a la contradiccién
de que tanto Z como D serfan S-esferas tangentes a C' en () que pasan por ¢)’. Por
tanto, Z verifica las condiciones (i) y (7).

Ahora, Z \ {Q} es conexo y no interseca a ' ni a D. Por tanto, ha de estar
contenido en uno de C'y o C_ y en uno de Dy o D_. Como P € C4y N D_ estd en
Z, Z\ {Q} estd contenido en C; N D_. Esto implica que una de las componentes
conexas de S¢ estd contenida en C'y y una (quizas la misma) en D_. Si no es la
misma, hemos terminado. If it is not the same component we have finished.

Si es la misma, llamémosla Z, y llamemos Z_ a la otra. kntonces, o bien
Cy C D_ o bien D_ C C4. Supongamos, que es C1 C D_ (el otro caso es
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analogo). Entonces C; N Dy =0y C_UD_ = 5%\ {P} y contiene a Z_. Como
Z4 estaba contenido tanto en 'y como en C'_, hemos terminado.

-5i €' v D son disjuntas, para simplificar la exposicién tomemos el punto P
como punto del infinito. Hay tres posibilidades para C'y D, a saber que sean
mutuamente exteriores, que C' sea interior a D o que D sea interior a C'. El primer
caso se corresponde con que “P esté entre C'y D”, como en la condicién (S5) del
Teorema 3.5.1, el cual nos asegura la existencia de la S-esfera Z “que separa a C'y
D y pasa por P”.

Si se da uno de los otros casos, supongamos que es D la que es interior a C'.
Consideremos una cierta S-esfera Z que pase por P y no corte ni a C' ni a D. Para
encontrarla, podemos tomar un punto cualquiera ¢) en €', llamar Zy a la S-esfera
tangente a C' en () y que pasa por Py tomar como Z la S-esfera tangente a Zp en
Py que pasa por cualquier punto Q' en la componente de $?\ Zy que no corta a C
(ni, por tanto, a D).

Una tal S-esfera Z verifica las condiciones de la Proposicién: como Cp y D_
son las componentes exteriores de S?\ C'y 5%\ C, se tiene que C estd contenido
en D_y que C_UD_ = 5% Es decir, las dos componentes conexas de S2\ C' estdn
contenidas en C_ U D_. Por otra parte, una de las componentes conexas de 5%\ 7
es exterior a (', es decir, estd contenidaen O CCyr U Dy, O

Con ésto podemos ya demostrar el Teorema 3.5.1, como sigue.

Demostracion: (del Teorema 3.5.1). Que los covectores de V satisfacen los axiomas
(V0) y (V1) de los covectores de una matroide orientada (Definicién 3.1.6, pagina
130) es inmediato, a partir de la definicién de V. Tenemos que verificar sélo (V2) y
(V3). Siuno de los covectores involucrado es el covector cero los axiomas se verifican
de forma trivial. Supongamos, por tanto, que tenemos dos covectores Vo v Vp que
provienen de dos S-esferas C'y D. Llamemos Cy, C_, Dy y D_ alas componentes
conexas de §7\ C'y %\ D, en la manera que concuerde con los signos de Vo y Vp.

El axioma (V3) se sigue directamente de la Proposicién 3.5.5, sin mas que tomar
como covector Vyz el que se obtiene de la S-esfera Z de la Proposicion con el signo
adecuado para que se tenga Z, C Cy UDyy Z_ CC_UD_.

Para el axioma de composicién (V2), de acuerdo con [Bjérner-L-S-W-Z] sélo
necesitamos demostrarlo en el caso de que no haya ningin punto de S en U =
(CyND_)Yu(C_nNDyg). SiU es vacio, entonces C' = D y no hay nada que probar.
Si no, supongamos, que U; = C4 N D_ es no vacio. Tomemos un punto P en Uy
y apliquemos la Proposiciéon 3.5.5 a ls S-esferas €'y D y al punto P. Esto nos da
una S-esfera Z cuyo covector Vz es exactamente Vo o Vp. Si Uy es vacio pero U
no, apliquemos el mismo argumento a los covectores reorientados — Vg y —Vp, para
obtener un covector V; = — Vg o V. Entonces, trivialmente, —V; = Vo o Vp. Esto
termina la demostracién de que V define una matroide orientada M.

Para mostrar que M es politopal, sea P un punto de S y veamos que hay una
cierta S-esfera C'p que pasa por P y que tiene a S\ {P} contenido en una de las
dos componentes de 5%\ Cp. Cp se obtendrd por induccién sobre el niimero n de
puntos en 5. El caso n = 1 es trivial. Para n arbitrario, sea ¢} otro punto de 5 vy,
por hipétesis inductiva, sea C' una S-esfera que pasa por Py tiene a 5\ {P,Q} en
una de las componentes conexas Cy de su complementario. Si ) € €'y habremos
terminado. Si ¢ € C', bastard tomar Cp tangente a C' en P y pasando por un punto
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arbitrario de C'_. Si ¢ € C_, apliquemos lo anterior a la S-esfera tangente a C' en
P que pase por (), que seguird teniendo a S \ {P,Q} en una de las componentes
conexas Cy de su complementario. Que la matroide orientada es aciclica se obtiene
de componer los covectores C'p y Cg obtenidos en la demostracién de politopalidad
(de hecho, toda matroide orientada politopal es aciclica).

Para el rango de M, sea C' la S-esfera generada por 5. y consideremos al
sistema de esferas S¢ inducido en ella. La matroide orientada M coincide con la
correspondiente matroide orientada Mg, lo cual nos permite estudiar inicamente
el caso en que S genera a S?, es decir, que no estd contenido en ninguna S-esfera.
Queremos probar que en este caso el rango es d + 2.

Veamos primero que el rango es a lo mas d + 2. Sean Vg, Vq,...,V; una cadena
de covectores obtenidos cada uno de componer el anterior con algin covector. En-
tonces, existen [ puntos {Py,..., P;} € S tales que P;yq,..., P son cero en V;, pero
Py ..., P;noloson. Parat=1,...,1 — 1 Sea (}; la esfera generada por P,,..., P.
Entonces, cada 5;41 estd estrictamente contenida en la enterior 5;. Por tanto, como
la dimensién de S;_; es cero, la dimensién de S; = 5S¢ es al menos [ — 2, es decir,
l<d+2.

Para probar que el rango es al menos d 4 2, consideremos d + 2 puntos de .5 en
posicién general (que existen, gracias al Lema 3.5.3, pues S genera a la esfera S7).
Sea S’ el conjunto de esos d + 2 puntos. La matroide orientada de S tiene rango
mayor o igual que la de 5’. Esta dltima contiene, para cada P € S’, un covector
nulo en S\ {P} y no nulo en Py, por tanto, su rango es d + 2. O

3.5.2 El caso de las distancias estrictamente convexas

Consideremos el caso de una distancia convexa dy en el plano Fuclideo. Supon-
gamos en primer lugar que dyi es estrictamente convexa y suave. Vamos a ver que
el Teorema 3.5.1 se aplica a ellas.

Teorema 3.5.6 Sea di una distancia estrictamente convexa y suave en el plano
Euclideo. Consideremos la compactificacion S* = IR?* U oo del plano por un punto,
que es una 2-esfera. Consideremos el sistema de 1-esferas Sk en S? formado por
las dy -circunferencias y la compactificacion de las rectas. Fntonces, Sy estd en las
condiciones del Teorema 3.5.1

Demostracion: Las condiciones (S1) y (S2) del Teorema son equivalentes, para d = 2
a “por cada tres puntos pasa una y sélo una S-esfera”. Traducido a dx-esferas ésto
equivale a que tres puntos alineados no son dp-cocirculares y por tres puntos no
alineados pasa una y sélo una dg-circunferencia. Esto se cumple para una distancia
estrictamente convexa y suave, como vimos en las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5. La
condicién (S3) del Teorema no afecta al caso d = 2, asi que sélo nos quedan por
ver (54) y (S5). Para cada una de ellas debemos considerar todos los posibles casos
de que C''y D sean dy-circunferencias o sean rectas, y que P y () sean puntos del
plano o uno de ellos sea el punto del infinito.

(S4) Si Q es el punto del infinito, C' es una dg-circunferencia y D una recta. La
condiciéon equivale a decir que por cada punto P de una dg-circunferencia C' pasa
una recta soporte que sélo corta a ' en P. Esto es cierto por convexidad estricta

de C.
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Si @) no es el punto del infinito, y P silo es, €' es una recta. La condicién equivale
a decir que hay una dg-circunferencia D que pasa por () y con recta soporte D en
el punto P. Para encontrarla, basta comenzar con una dg-circunferencia tangente
ala recta en Py muy pequeila, y agrandarla de forma continua hasta que pase por
Q.

Sini P ni ¢) son puntos del infinito, C'y D son dg-circunferencias. La condicién
nos pide, dada una dg-circunferencia C' que pasa por P y no pasa por (), encontrar
otra que pase por Py () v sea “tangente” a ella (esto es, que la corte s6lo en P).
Para encontrarla, consideremos primero una recta soporte de C' en P y luego la
circunferencia con esa misma recta soporte en Py que pasa por ). Si las dos dp-
circunferencias resultan estar en lados opuestos de la recta soporte es claro que no
se cortan. Si estan en el mismo, entonces son necesariamente homotéticas por una
homotecia con centro en P y, de nuevo por convexidad estricta, no tienen ningtn
otro punto de corte.

(S5) Tenemos tres caso, segin que C'y D sean dg-circunferencias o rectas.

Si ambas son dg-circunferencias y una estd dentro de la otra, entonces son
homotéticas con centro de homotecia en un punto interior a ambas. Como P estd
entre ambas, la dy-circunferencia que buscamos se puede encontrar agrandando la
interior de forma continua, con el mismo centro de homotecia, hasta que pase por
P.

Si una de ellos es una recta (digamos C'), el punto P es exterior a D y estd en el
mismo lado de la recta C' que D. Podemos reducir este caso al anterior cambiando
C' por una dp-circunferencia con reta soporte ' y suficientemente grande para
contener tanto a P como a D en su interior.

Si ambas son dg-circunferencias y son mutuamente exteriores, P puede ser el
punto del infinito o un punto del plano. Si es el infinito, lo que buscamos es una
recta que separe a (' de D, la cual existe. Si es un punto del plano, encontrar una
recta que separe a ' de D y no pase por P nos sirve también para reducir esta caso
al de una dg-circunferencia y una recta. O

Corolario 3.5.7 Sea di una distancia estrictamente convexa y suave en el plano
FPuclideo. Sea S una nube finita de puntos. Entonces, los conjuntos de covectores
Vs y Vsufeoy obtenidos como las particiones de S y S U {oo} inducidas por d-
circunferencias y rectas definen sendas matroides orientadas aciclicas y politopales
DOMgk(S) y EDOMg(9).

Sea k la dimension del espacio afin generado por S. Entonces, EDOMg/(S5) es
de rango k+2 y DOMg(S) es de rango k+1 si los puntos de S son dy -cocirculares
y k+ 2 en caso contrario.

Demostracion: La Unica afirmacién que requiere ser probada es la que se refiere al
rango de las matroides. La de EDOMFg(S5) se obtiene directamente del Teorema
3.5.1 porque la “dg-esfera” generada por S U {oc} es siempre una recta o el plano
compactificado. Para el caso de DOMg(9) basta tener en cuenta que la dg-esfera
generada es o bien el plano, o bien una recta o bien un punto o bien una dg-
circunferencia. En los dos tltimos casos los puntos son dg-cocirculares y el rango
dado por el Teorema coincide con k+ 1 (donde k es cero o dos respectivamente). O
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El Teorema 3.5.6 y su Corolario 3.5.7 son ciertos para la distancia Euclidea en el
espacio IR? de dimensién arbitraria (v su demostracion es esencialmente la misma
que nosotros hemos dado) sin mas que cambiar la palabra dg-circunferencia por
“traslacién a escala de la esfera estandar S77'. La pregunta natural es si también son
ciertos para las distancias estrictamente convexas y suaves en dimension superior.
El resto de esta seccidn estd dedicado a mostrar que la respuesta es negativa y a
mostrar la nacesidad de la convexidad estricta y suavidad para el caso del plano.
Para estas dltimas es claro que las condiciones del Teorema 3.5.1 no se satisfacen,
pero ésto no implica a priori la imposibilidad de definir matroides orientadas de
Delaunay.

Proposiciéon 3.5.8 Sea dx una distancia convexra y supongamos que no es estric-
tamente convexa o que no es suave. Entonces, existe una cierta nube de puntos S
para la cual la coleccion de covectores Vp, (5) del Teorema 3.5.6 no satisface las
condiciones de una matroide orientada. Ademds, S puede tomarse con solo cuatro
puntos en el caso no suave y con cinco en el caso no convezo.

Demostracion: Para el caso no estrictamente convexo, sean C'y D dos dg-circunfe-
rencias que se cortan en tres puntos Py, P,y Ps alineados (C'y D en tales condiciones
existen, gracias a la Proposicién 3.2.4). Sea P4 otro punto que no esté en la misma
recta y tal que ninguna dg-circunferencia pase por Py, P2, Psy Py (por ejemplo,
témese P, suficientemente cercano al punto intermedio de Py, P, y Ps, pero fuera
de la recta). Consideremos un dltimo punto Ps que esté en C' pero no en D y sea
S =A{P,...,Ps}. Paraver que Vp,(5) no satisface las condiciones de una matroide
orientada, sean Vo y Vp los covectores obtenidos de C'y D con signos de forma que
Py sea negativo en uno y positivo en el otro. El axioma (V3) de los covectores de
una matroide orientada deberia producir un covector que sea cero en P, Py, P35y
P, pero no en Fs. Isto implicaria la existencia de una dg-circunferencia (o recta)
que pase por Py, Py, P3y Py, la cual no existe, por construccién.

Para una distancia dx que no sea suave, sean Py, P, y P5 tres puntos no alineados
y no dg-cocirculares (que existen, por la Proposicién 3.2.5). Sean C'y D dos d-
circunferencias arbitrarias que pasen por Py y Py y sea P4 un punto en C' pero no
en D. Sea S = {Py,..., Ps}. Considerando de nuevo los covectores Vi y Vp, ahora
con signos dados de forma que Ps sea positivo en uno y negativo en el otro, el mismo

axioma (V3) deberia proporcionar una dg-circunferencia (o recta) que pase por P,
P,y Ps. O

Pasemos ahora al caso de dimensién superior. Comencemos por una observacién
de tipo general. Sea S un sistema de esferas en S? (no necesariamente en las
condiciones del Teorema 3.5.1) y sea S un conjunto finito de 5%. Sea V el conjunto
de covectores definido por las particiones que las S-esferas inducen en 5. Entonces,
una condicién necesaria para que V defina una matroide orientada es que 5 esté
contenido o bien en una tdnica S-esfera, o bien en ninguna o bien en un ndmero
infinito de ellas. Esto es as porque, si 5 esta contenido en dos S-esferas diferentes
C'y D, cualquier punto adicional P € 5¢ estard contenido en una S-esfera que
contiene a 5. Dicha S-esfera serd o bien C', o bien D, o bien una que se obtenga de
C'y D haciendo uso del axioma (V3) de los covectores de una matroide orientada,
si P no estd ni en ' ni en D.
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Con ésto ya podemos encontrar contraejemplos a la existencia de matroides
orientadas de Delaunay para distancias estrictamente convexas y suaves en dimen-
sién 3. En efecto, en [Icking-K-L-M] (véase también [Le]) se muestran ejemplos de
distancias estrictamente convexas y suaves dx en IR® y de conjuntos S de cuatro
puntos no coplanares para los cuales S estd contenido en un nimero finito pero
mayor que uno de dg-esferas. De hecho, Le demuestra que tales conjuntos pueden
ser encontrados para cualquier distancia convexa en IR® cuya bola unidad no sea
elipsoidal.

Por ejemplo, es facil comprobar que para la distancia L4 los puntos Py = (0,0,2),
Py, =(0,0,-2), P = (=1,2,0) y Py = (2,—1,0) estan en exactamente tres L4-
esferas distintas: las ecuaciones de un punto (z,y, z) cuya Ls-distancia a esos cuatro
puntos sea la misma se reducen sin mucha dificultad a la forma

z =0, x =y, 2964—|—24:(96—|—1)4—|—(x—2)4.

La dltima de estas ecuaciones tiene tres soluciones reales x1, 3 y x3, en los intervalos
[0,1], [1,2] v [6,7]. Por tanto, los puntos (x1,21,0), (22,22,0) y (23,23,0) son
centros de tres L4-esferas que se cortan en Py, Py, P3y Py. Ademds, por argumentos
de transversalidad de las superficies definidas por las tres ecuaciones, se demuestra
que ésto seguird ocurriendo para cualquier pequefia perturbacién de dichos cuatro
puntos (es decir, que la configuracién no puede considerarse como una degeneracion).

3.5.3 Realizabilidad y regularidad de las matroides orientadas y
los diagramas de Delaunay

Sea dx una distancia estrictamente convexa y suave en el plano. Por el Teorema
3.5.6 sabemos que, para cada nube de puntos .5 podemos definir una matroide orien-
tada de Delaunay (extendida o no) respecto a la distancia dx. Al igual que con
los tipos topoldgicos de diagramas de Delaunay nos interesa saber si las matroides
orientadas que pueden aparecer coinciden con las de la distancia Euclidea. En esta
seccidon vamos ver que ésto no es asi. kn particular, veremos que las matroides
orientadas pueden no ser ni siquiera realizables. Esto est4 relacionado con el he-
cho de que los diagramas de Delaunay pueden no ser regulares y que, por tanto,
las distancias estrictamente convexas y suaves no pueden tener una propiedad del
levantamiento andloga a la de la distancia Fuclidea.

Por supuesto, si la bola unidad de dx es una elipse, las matroides orientadas de
Delaunay si coincidirdn con las que produce la distancia Euclidea. Por tanto, estas
distancias estaran excluidas de nuestro resultdo. También, por razones técnicas,
estaran excluidas las distancias no simétricas (aquéllas cuya bola unidad no coincide
con su opuesta). La razén de ésto es que en la demostracién haremos uso de la
Proposicién 3.4.9, que sélo concierne a objetos simétricos.

Aunque la configuracién de puntos obtenida en el Teorema 3.5.9 es degenerada
(contiene dos subconjuntos de cuatro puntos alineados) un subconjunto abierto de
sus posibles perturbaciones también produce triangulaciones de Delaunay no re-
gulares y matroides orientadas de Delaunay no realizables. Por tanto, se pueden
conseguir ejemplos no degenerados.

Teorema 3.5.9 Sea di una distancia estrictamente convexa y suave en el plano
Euclideo R?. Supongamos que la dic-bola unidad no es una elipse y que es simétrica.
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Entonces, existe una nube S de ocho puntos Py,...,Ps tal que su diagrama de
Delaunay Dely(S) con respecto a distancia di contiene los ocho tridngulos de la
Figura 3.21 y tal que los puntos Py, Py, Ps y Ps estdn alineados, asi como los puntos
Ps, Py, Pr y Ps. Por tanto,

(i) La matroide orientada de Delaunay DOMg(S) es no realizable.

(it) El diagrama de Delaunay de S con respecto a di no es una division regular
de la envolvente convexa de 5.

D'

Figura 3.21: Matroide orientada de Delaunay no-realizable.

Demostracion:

Apliquemos la Proposicion 3.4.9 a la di-bola unidd K. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que la elipse F que se obtiene es una circunferencia. Consideremos
cuatro pares de puntos opuestos en £ (como en la parte izquierda de la Figura 3.21)
tales que A, A’, C'y (" estan también en la frontera de K'y B, B, D y D’ estan en
el exterior de K, siendo los segmentos [A, B], [C, D], [A", B'] y [C", D'] de igual lon-
gitud. Sea S el conjunto de ocho puntos de la parte derecha de la Figura, obtenidos
como

P = A, P, =D, Ps=0, Py =,
P5IP4—|-BD/, Fs = P+ BA,
P;=Ps+ DB =P+ AC, Ps=Ps+DC =P+ A'B.

Por construccién, los puntos Py P, Ps Pg v Ps Py Pr Pg estan alineados, lo cual im-
plica que (0,0,+,+,0,0,—,—) vy (+,+,0,0,—,—,0,0) son covectores de la matroide
orientada de Delaunay DOMp, (5). Los puntos Py Py P3Py, P3Py PsPs, PsPsPrPs y
P; Py P, P, son cocirculares respecto a la distancia Euclidea pero, respecto a la dis-
tancia di su diagrama de Delaunay contiene los ocho tridngulos de la Figura. Por
ejemplo, los triangulos Py P, Py y Py P3Py aparecen porque hay una dg-circunferencia
que pasa por Py v P, y tiene a P, y P53 en su exterior. Esto implica que los siguientes
ocho covectores también estan en DOMp, (5):

(0,0,4,0,+,+,+,4), (0,4.,0,0,4,+,+,4),
(+,4,0,0,+,0,+,+), (+,+,0,+,0,0,+,+),
(+,+,+,+,0,0,+,0), (+,+,+,4+,0,+,0,0),
( ) ( )

+707+7+7+7+7070 y 0707+7+7+7+707+7
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Vamos a probar que cualquier matroide orientada aciclica de rango (a lo més) cuatro
que contenga a esos diez covectores es no realizable.

Si la matroide orientada fuera realizable, existirian ocho puntos ¢q,...,{s en
IR? que la realizarfan. Ademds, las relaciones lineales que conocemos entre los
puntos (dadas por los dos primeros covectores) implican que para un cierto sistema
de coordenadas los puntos 1,...,(s son las columnas de la matriz que se da a
continuacién, donde algunos coeficientes estian sin determinar pero los valores de
z1,...,%s son estrictamente positivos. Los valores de los z; pueden ser positivos o
negativos. Sus signos en la matriz han sido escogidos por conveniencia.

r1 T2 0 0 —Ts —Tg 0 0
0 0 r3 T4 0 0 —T7 —Ig
Z1 R 23 Z4 —Zs TZe —TR7T TZ8

De los otros ocho covectores podemos deducir informaciéon sobre los deter-
minantes de ciertas cuaternas de los puntos. Recordemos que el determinante
(Py, Py, Ps, Py) de cuatro puntos es el determinante de la matriz 4 X 4 que tiene
las tres coordenadas del punto P;, con un 1 adicional al final, en la fila i-ésima.
Estos determinantes constituyen el llamado “quirotopo” de la matroide orientada.
La informaciéon que obtenemos de los covectores es que si un cierto covector es cero
en tres puntos Py, P> y P5 y tiene el mismo signo en dos puntos ()1 y ¢J2, entonces
los determinantes (P, Ps, Ps,Q1) v (P1, P2, P5,Q2) tienen el mismo signo. Esto es
asi porque el covector proviene de un plano que contiene a los puntos Py, P, y Ps
y que tiene a )1 y Q2 al mismo lado. Representando por sg[ijkl] al signo (-1, +1
6 0) del determinante (P;, P;, Py, P;), de los ocho covectores mencionados podemos
deducir que:

[1247] = sg[1243] ] [1342] = sg[1346] = sg[1347]
5g[3461] = sg[ ] ] 5g[3564] = s¢[3568] = sg[3561]
sg[5683] = sg[5687] = sg[5681] 3g[5786] = sg[5782] = sg[5783]
5g[2785] = sg[2781] = sg[2783] sg[1278] = sg[1274] = sg[1275]

En principioo, los signos podrian ser cero, en el caso de que los tres puntos
que son cero en el covector correspondiente estuvieran alineados. Veamos que ésto
no es posible. Si, por ejemplo, [1247] = [1243] = [1245] fueran cero (es decir, si
Py, P y Py estuvieran alineados), entrarfamos en contradiccién con el covector
(0,4,0,0,4,+,+,4) que proviene de un plano que pasa por P; y P4 pero no por
P>. Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los siguientes
determinantes son todos estrictamente positivos:

[1234]  [1274]  [1347]
[3456]  [3416]  [3561]
[5678]  [5678]  [5783]
[7812]  [7812]  [7125]

De ésto deduciremos las siguientes cuatro afirmaciones, que son mutuamente
contradictorias. Esto terminara la demostracion de la parte (7).
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(a)za—a3<0=>a—21<0=>25—27<0=>2—25<0=24—23<0.
b)ag—a1>0=a4—23>0=>a6—25>0=>05—27>0=> 22— 121 >0.
(c) Ty — L1, T4 — T3, Tg — T5 ¥ Tg — x7 no pueden ser los cuatro estrictamente
positivos.
(d) 23 — 1, 4 — @3, ¥ — ¥5 ¥y ¥g — @7 no pueden ser los cuatro estrictamente
negativos.

Para la demostracién, vamos a introducir la siguiente notaciéon. Llamaremos A;;
a Tz — T Fstos A;; verifican que A;; = —Aj; vy A+ 25 A + 21 Ai; = 0. Las
implicaciones x4 < ¥3 = 22 < 1y T2 > ¥1 = &4 > @3 de (a) y (b) se seguirdn de
la imposibilidad de 24 < 23y 22 > 1. El resto de (a) y (b) se prueban de manera
andloga. Para probar la mencionada imposibilidad usaremos la positividad de los
tres determinantes

[1234] = ($4 — $3)A12 — ($2 — $1)A34 > 0,

[1274] = ($7 + $4)A12 + ($2 — $1)A74 > 0,
[1347] = xl(A34 — Ay7 — A73) > 0.

No podemos tener zo = 1 y 24 = @3, porque ésto contradice a (24 — x3)A12 —
($2 — $1)A34 > 0.

Sise dierazy = 21y x4 < 3, éstoimplicaria (z4—23)A12 > 0y (z7+24)A12 > 0.
De aqui, la contradiccidén A, < 0y A1 > 0.

Si se diera z3 > 1 y &4 = x3 entonces (22 — x1)Az4 < 0, i.e. Azq < 0. Ademds
Asqy > Aq7 + A7z, Usando x7Asy + 23447 + 24473 = 0 obtenemos que z7A434 =
—23A47 — 4 A73 = —x3(Aar + Ars) > —23A34. Esto implica que (z7 + 23)As4 > 0,
i.e. Asq < 0 que de nuevo da una contradiccién.

Si se diera x9 > x1 y @4 < x3, entonces Ajz/(xy — 1) < Assf(2a — x3) ¥
Ara/(xg —x1) > —Ara/(x7 + 24). Por tanto,

_A74 A12 A34

(x7 +24) (22 — 21) < (x4 —a3)

Por otra parte, 27434 + 23447 + 24A73 = 0y 24(As4 — Ayr — Azz) > 0 producen
T4Aszs — x4 Aa7r + 27 A34 + 23447) > 0. Esto se puede reescribir como Azy(z4 —23) +
Asg(zg + 27) > 0y de aqui
—Ary Azq
(24 + 27) (x4 — 963)'

Si (¢) 6 (d) no fueran ciertas, la positividad de
[1234] = ($4 - $3)A12 - ($2 — $1)A34,

[3456] = ($4 - $3)A56 + ($6 — $5)A34,
[5678] = —($8 — $7)A56 + ($6 — $5)A78,
[7812] = —($8 — $7)A12 — ($2 — $1)A78.
produce la contradiccién
A A —A —A A
12 34 56 > 78 > 12

(zg—a1) = (za—23) " (w6 —a5)  (vs—a7)  (v2—21)
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El hecho de que el diagrama de Delaunay no es regular podria demostrarse al-
gebraicamente siguiendo exactamente los mismos pasos, pero vamoos a eshozar una
demostracién més geométrica y mds corta, similar a la que dimos para el ejemplo
de la Figura 3.4. Si el diagrama de Delaunay fuera regular, habria un levantamiento
{Q1,...Qs} de {Py,..., Pg} cuya envolvente inferior se proyectaria sobre el diagra-
ma. Consideremos el punto O de interseccién de las rectas que pasan por P Pa Ps Pg
y por P3PyPrPs. Sea v la linea vertical que pasa por O. Sean A, B, (' y D los
puntos de interseccién de v con las lineas que pasan, respectivamente, por )12,
3@y, Q506 v Q7Qs. FEl hecho de que los tridngulos Q1204 v Q1803504 estén
en la envolvente inferior, implica que A estd por debajo de B en v. Los mismos
argumentos nos llevan a que B estd debajo de C', (' estd debajo de D y D estd
debajo de A. Esto es una contradiccién. a

El Teorema 3.5.9 (en particular, la no regularidad del diagrama de Delaunay)
tiene por consecuencia inmediata la imposibilidad de tener una propiedad del levan-
tamiento para los diagramas de Delaunay producidos por las distancias convexas.



