
Cap��tulo 3
Propiedades de los diagramas
de Voronoi y Delaunay para
distancias convexas en el plano

Una de las herramientas fundamentales de la Geometr��a Computacional son losDiagramas de Voronoi. La idea que subyace detr�as de los mismos es la de, dadoun conjunto de objetos geom�etricos S en un cierto espacio E, descomponer E en\regiones de inuencia" de los mismos. A estas regiones de inuencia se las llamaregiones de Voronoi.En su versi�on original el espacio E es el espacio Eucl��deo, el conjunto S es unconjunto �nito (o al menos discreto) de puntos y la descomposici�on de E se hacede forma que cada punto p de E pertenece a la regi�on correspondiente al punto deq 2 S que le es m�as pr�oximo (respecto a la distancia usual, o Eucl��dea). V�ease unejemplo en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Diagrama de Voronoi Eucl��deo.
La idea da pi�e a muchas variaciones. Uno puede sustituir el espacio Eucl��deopor otro espacio geom�etrico, uno puede sustituir los puntos de S por objetos m�ascomplicados y uno puede sustituir la distancia Eucl��dea por otras \funciones dis-tancia" diferentes, que no necesitan siquiera ser distancias en el sentido matem�aticodel t�ermino. Para m�as informaci�on en estos aspectos cons�ultense los surveys [Klein]y [Aurenhammer]
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120 CAP�ITULO 3. DIAGRAMAS DE VORONOI Y DE DELAUNAY
El trabajo que nosotros presentamos se dirige en el �ultimo sentido. Conside-raremos diagramas de Voronoi en el plano Eucl��deo de�nidos por nubes �nitas depuntos, pero utilizararemos para construirlos distancias diferentes de la distanciaEucl��dea. En particular, estudiaremos el caso de las distancias convexas que sonuna generalizaci�on natural de la distancia Eucl��dea y aparecen en el An�alisis Fun-cional con el nombre de m�etricas funcionales de Minkowski, aunque generalmenteen espacios vectoriales vectoriales topol�ogicos de dimensi�on in�nita (v�ease [K�othe]).
Las principales aplicaciones de los diagramas de Voronoi nacen de que el diagra-ma contiene de una forma compacta informaci�on sobre la proximidad relativa de lospuntos de la nube S. As��, por ejemplo, el punto Q de S m�as cercano a otro ciertopunto P de S es siempre uno de sus vecinos en el diagrama de Voronoi. Para muchasde estas aplicaciones lo que es m�as interesante de un diagrama de Voronoi no es suforma exacta, sino su estructura topol�ogico-combinatoria (�esto es, qu�e regiones sonadyacentes entre s��, o vecinas). Por ello, es muchas veces equivalente trabajar con eldiagrama de Voronoi en s�� o con su dual topol�ogico (de hecho, uno se obtiene del otroen tiempo lineal). Adem�as, el dual topol�ogico del diagrama de Voronoi admite unarealizaci�on geom�etricamente m�as sencilla que el diagrama de Voronoi, en la cual losv�ertices son los puntos de S y las aristas son segmentos que unen puntos de S cuyasregiones de Voronoi son adyacentes. A �esta realizaci�on espec���ca del dual de undiagrama de Voronoi se la conoce habitualmente como triangulaci�on de Delaunay.En realidad no siempre es una triangulaci�on, ya que el diagrama de Voronoi puedetener v�ertices de valencia mayor que tres en casos degenerados. Nosotros usaremosel nombre diagrama de Delaunay para evitar confusi�on. La Figura 3.2 muestra eldiagrama de Delaunay correspondiente a la nube de puntos de la Figura 3.1.

Figura 3.2: Diagrama de Delaunay Eucl��deo.
La importancia del diagrama de Delaunay (o el de Voronoi) como paso previopara resolver problemas de proximidad puede verse en el hecho de que los siguientesproblemas se resuelven en tiempo lineal una vez que se conoce el diagrama deDelaunay [Preparata-Sha.]. Adem�as, todos ellos tienen complejidad O(n log(n))intr��nsecamente, que es la misma que la del propio diagrama de Delaunay.

(i) C�alculo de una triangulaci�on de S.
(ii) C�alculo del diagrama de Voronoi de S.
(iii) C�alculo de la envolvente convexa de S.
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(iv) C�alculo de un �arbol de longitud total m��nima y que tenga por v�ertices a lospuntos de S.
(v) C�alculo del vecino m�as pr�oximo en S para cada punto de S.
Para las distancias convexas que vamos a manejar la conveniencia de considerardiagramas de Delaunay en vez de diagramas de Voronoi es a�un mayor, puesto queen los diagramas de Voronoi las aristas no ser�an, en general, segmentos de recta,sino curvas m�as o menos complicadas dependiendo de la forma del convexo que lasde�ne.
La estructura del cap��tulo es la siguiente.La secci�on 3.1 est�a dedicada a mostrar algunas propiedades interesantes de losdiagramas de Delaunay (y de Voronoi) para la distancia Eucl��dea, relacionados conla propiedad del levantamiento. La propiedad del levantamiento es la que permitetraducir el c�alculo de los diagramas de Voronoi y de Delaunay de una con�guraci�onde puntos en IRd al c�alculo de la envolvente convexa (m�as bien, de la envolventeconvexa inferior) de una con�guraci�on de puntos \levantados" a IRd+1. Adem�asde esta aplicaci�on pr�actica, la propiedad del levantamiento permite relacionar lostipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay con los de poliedros inscribibles en laesfera (cf. la Secci�on 3.1.2), permite deducir que los diagramas de Delaunay sondivisiones regulares de la envolvente convexa de los puntos (Secci�on 3.1.3) y permitede�nir ciertas matroides orientadas relacionadas con las particiones de los puntosproducidas por circunferencias (o, m�as generalmente, por esferas) a las que nosotrosllamamos matroides orientadas de Delaunay (Secci�on 3.1.4). Aunque estas cosas sontodas ellas m�as o menos bien conocidas el tratamiento es original, especialmente enlo referente a matroides orientadas de Delaunay (en particular, el primer lugar donde�estas aparecen con ese nombre es en [Santos3, Santos4]).Las secciones 3.2 y 3.3 estar�an dedicadas a introducir, respectivamente, las dis-tancias convexas y los diagramas de Voronoi y Delaunay que producen. El mate-rial de estas secciones proviene en parte de [Maz�on] y algunas otras fuentes que sese~nalan en cada momento, pero tambi�en hay aportaciones originales y simpli�caci�onde muchas de las demostraciones. En 3.2 veremos las propiedades m�as interesantesde las distancias convexas, especialmente en el caso de que sean estrictamente con-vexas y suaves. En �este caso, las dK-circunferencias de la distancia dK tendr�anmuchas de las buenas propiedades de las circunferencias Eucl��deas (por ejemplo, elhecho de que tres puntos alineados no son cocirculares y que tres puntos no alinead-os de�nen una �unica circunferencia que pasa por ellos. El objetivo de 3.3 es probarsendos resultados sobre la estructura de los diagramas de Voronoi y Delaunay delas distancias estrictamente convexas (Proposiciones 3.3.5 y 3.3.10). En particular,el hecho de que son diagramas en el sentido del Cap��tulo 1). Como Corolario seobtiene la dualidad entre diagramas de Voronoi y de Delaunay.La secci�on 3.4 entra a comparar con m�as cuidado los tipos topol�ogicos de dia-gramas de Delaunay producidos por las distancias estrictamente convexas con lospermitidos en el caso de la distancia Eucl��dea. Si la distancia no es suave el diagra-ma de Delaunay puede no tener contorno convexo, lo cual implica la aparici�on denuevos tipos topol�ogicos (Proposici�on 3.4.2). M�as dif��cil ser�a probar la aparici�on deestos nuevos tipos para las distancias estrictamente convexas y suaves. Sin embar-go, obtendremos que cualquier distancia estrictamente convexa cuya bola unidad no
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sea una elipse puede producir diagramas de Delaunay de tipos prohibidos para ladistancia Eucl��dea (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10). Adem�as, se muestra un ejemplo conel m��nimo n�umero de puntos posibles, que es 7.La �ultima secci�on hace referencia a la relaci�on de los diagramas de Delaunay conmatroides orientadas y divisiones regulares. En 3.5.1 se ve que, aunque las matroidesorientadas de Delaunay se de�nieron partiendo de la propiedad del levantamientoen la Secci�on 3.1, la de�nici�on en s�� no necesita de dicha propiedad sino tan s�olounas ciertas \buenas propiedades" de las circunferencias. El resultado 3.5.1 de estasecci�on es v�alido para cualquier dimensi�on. Despu�es, no ser�a dif��cil comprobar queestas buenas propiedades se satisfacen para las distancias estrictamente convexas ysuaves. Por tanto, la de�nici�on se extiende a ellas de forma natural (cf.3.5.2). Sinembargo, las matroides orientadas que aparecen ahora pueden ser no-realizables, yejemplos de ellas se muestran en 3.5.3. As�� mismo, se muestra que el diagrama deDelaunay puede ser una divisi�on no regular de la envolvente convexa de la nubede puntos, lo cual tiene por consecuencia la imposibilidad de una propiedad dellevantamiento semejante a la de la distancia Eucl��dea.
3.1 La propiedad del levantamiento de los diagramas

de Delaunay Eucl��deos y algunas consecuencias
En esta secci�on vamos a ver algunas propiedades de los diagramas de DelaunayEucl��deos. El lector no familiarizado con los diagramas de Delaunay y de Voronoipuede consultar las de�niciones y propiedades que se dan en la Secci�on 3.3 direc-tamente para el caso de diagramas de Voronoi respecto a una distancia convexaarbitraria. B�astele saber que la distancia Eucl��dea es una distancia estrictamenteconvexa y suave.
3.1.1 La propiedad del levantamiento
Sea S una nube de puntos en el plano Eucl��deo IR2 y consideremos su diagramade Delaunay DelS. Sean P y Q dos puntos de S que est�an unidos por una aristaen el diagrama. Entonces, por de�nici�on, las regiones de Voronoi de P y de S sonadyacentes. �Esto implica que existe un cierto punto x en la arista de adyacencia delas dos regiones tal que

d(x; P ) = d(x;Q) < d(x;R); 8R 2 S n fP;Qg:
Dicho de otra manera, existe una cierta circunferencia (con centro en el puntox) que pasa por P y Q que tiene al resto de puntos de S en su exterior estricto. Delmismo modo, si P1; . . . ; Pk son los v�ertices de uno de los pol��gonos del diagrama deDelaunay las correspondientes regiones de Voronoi tienen un v�ertice com�un. �Estoimplica que existe una circunferencia (con centro en dicho v�ertice de Voronoi com�un)que pasa por los puntos P1; . . . ; Pk y que tiene al resto de puntos de S en su exteriorestricto. Adem�as, el rec��proco de estas propiedades tambi�en es cierto. Todo ello sepuede expresar de la siguiente manera: las celdas (i.e., caras, aristas y v�ertices) deldiagrama de Delaunay son las envolventes convexas de aqu�ellos subconjuntos T deS tales que existe una circunferencia que pasa por todos los puntos de T y tienenen su exterior a todos los puntos de S n T .
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Una primera consecuencia de esta caracterizaci�on de las celdas del diagrama deDelaunay es que el diagrama de Delaunay tiene contorno convexo, puesto que parados v�ertices consecutivos P y Q de la envolvente convexa, una circunferencia concentro en su bisector y su�cientemente alejada, pasa por P y Q y tiene al resto delos puntos en su exterior. Sin embargo, hay algunas consecuencias m�as profundas,como es la que estudiamos en este apartado. En particular, este comportamientodel diagrama de Delaunay respecto a las circunferencias proporcionar�a uno de losalgoritmos m�as elegantes para el c�alculo de un diagrama de Delaunay (o de Voronoi)en el espacio Eucl��deo de d dimensiones IRd, que es el que lo reduce al c�alculo deuna envolvente convexa en IRd+1. Esta reducci�on se expone a continuaci�on.
Consideremos la aplicaci�on p : IR2 ! IR3 de�nida por p(x; y) = (x; y; x2 + y2),la cual produce un levantamiento del plano sobre el paraboloide esf�erico de ecuaci�onz = x2+ y2. La propiedad fundamental de �este levantamiento es que la intersecci�ondel paraboloide con un plano no vertical se proyecta sobre una circunferencia de R2.Adem�as, la parte del paraboloide por debajo del plano se proyecta sobre el interiorde la circunferencia y la parte por encima sobre el exterior.Rec��procamente, cualquier circunferencia de R2, al levantarla al paraboloide esuna elipse, es decir, la intersecci�on del paraboloide con un plano no vertical. Porotra parte, la intersecci�on del paraboloide con cualquier plano vertical se proyectasobre una recta de R2 y cualquier recta de R2 se levanta sobre una par�abola, quees la intersecci�on del paraboloide con un plano vertical.
Consideremos ahora una nube de puntos S y su imagen S0 = p(S) en el paraboloi-de. Sea T un cierto subconjunto de S que de�ne una celda del diagrama de Delaunay.Sea cT la circunferencia que pasa por todos los puntos de T y tiene a los dem�as enel exterior. Entonces, la elipse c0T = p(cT ) que resulta de levantar cT pasa por cadauno de los puntos de T 0 = p(T ) y todos los dem�as puntos del levantamiento S0 de Sest�an encima del plano que contiene a c0T . Dicho de otra forma, T 0 es el conjunto dev�ertices de una cara de la envolvente convexa de S0 cuya normal exterior se dirigehacia abajo. A esta parte de la envolvente convexa se la conoce como la envolventeinferior de S0. En consecuencia:

Proposici�on 3.1.1 ([Brown]) El diagrama de Delaunay de una cierta nube depuntos S del plano Eucl��deo coincide con la proyecci�on de la envolvente inferior dellevantamiento de los puntos al paraboloide z = x2 + y2 de IR3. 2
Normalmente nos referiremos aeste resultado como la propiedad del levantamien-to de los diagramas de Delaunay Eucl��deos. La propiedad del levantamiento esv�alida en cualquier dimensi�on, sin m�as que sustituir el paraboloide por la hipersu-per�cie xn+1 = x21+ � � �+x2n. Implica que el c�alculo de un diagrama de Delaunay den puntos en IRd puede hacerse en el mismo tiempo que el de la envolvente convexa

en IRd+1. Para d � 3 �esto signi�ca esencialmente O(n d2 ) (hay una peque~na distin-ci�on entre el caso de que d sea par o impar). Para d = 2 la envolvente convexa secalcula en O(n log(n)), lo cual es �optimo para el diagrama de Delaunay. Se conocenotros algoritmos para el c�alculo de diagramas de Delaunay planos en este mismotiempo, pero el que pasa por un levantamiento de los puntos es quiz�a el m�as elegente(y el de m�as f�acil implementaci�on, tomando la envolvente convexa como primitiva)aunque posiblemente no el m�as e�ciente.
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3.1.2 Poliedros inscribibles en la esfera y tipos topol�ogicos de dia-gramas de Delaunay
Una consecuencia interesante de la propiedad del levantamiento es que relaciona lostipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay Eucl��deos posibles en el plano con lostipos topol�ogicos de poliedros que se pueden inscribir en el paraboloide. Sin embar-go, la relaci�on no es del todo directa puesto que el diagrama de Delaunay se corres-ponde s�olo con la parte inferior de dichos poliedros. Mediante una peque~na modi-�caci�on del m�etodo podemos relacionar los diagramas de Delaunay con poliedrosinscribibles en la esfera, lo cual es m�as conveniente.Supongamos que en vez de proyectar el plano de forma ortogonal sobre unparaboloide hacemos una proyecci�on estereogr�a�ca sobre una esfera. Llamemos 1al punto de la esfera que es el centro de la proyecci�on, es decir, a la \imagen" delin�nito del plano por la proyecci�on. Ahora la propiedad fundamental es que lascircunfrencias del plano se proyectan sobre circunferencias de la esfera que no pasanpor 1, yendo el exterior a parar a la regi�on que contiene a 1. Sea de nuevo Suna nube de puntos en el plano y sea S0 su imagen en la esfera. Consideremos laenvolvente convexa de S0 [ 1, que es un poliedro inscrito en la esfera. Entonces,las caras del diagrama de Delaunay se corresponden biyectivamente con las carasde dicho poliedro que no tienen a 1 como v�ertice. Rec��procamente, dado un ciertopoliedro en la esfera que tiene a 1 como v�ertice, y deshaciendo la proyecci�on es-tereogr�a�ca, las caras del poliedro que no tienen a1 por v�ertice se proyectan sobreun diagrama de Delaunay.El problema de si todo poliedro topol�ogico admite un representante inscritoen la esfera fue propuesto por J. Steiner en 1882 y resuelto negativamente por E.Steinitz en 1927. A los que s�� admiten un representante inscrito en la esfera seles conoce como inscribibles. V�ease [Gr�umbaum] para las referencias precisas yuna demostraci�on de existencia de poliedros no-inscribibles. El siguiente enunciadoreeja la relaci�on antes descrita entre poliedros inscribibles y diagramas de Delaunayy es una reescritura del lema 2.2 de [Dill.-Smith].
Proposici�on 3.1.2 Un cierto diagrama D conexo y acotado en el plano Eucl��deoes topol�ogicamente equivalente a un diagrama de Delaunay si y s�olo si el poliedro(topol�ogico) que resulta de compacti�car el plano por un punto en el in�nito y unircada v�ertice del contorno de D con el in�nito es inscribible en la esfera.

Veamos �esto con un ejemplo. Consid�erense los dos diagramas de la Figura 3.3.Compacti�cando, en cualquiera de ellos, el plano por un punto en el in�nito yuniendo �este con los seis v�ertices exteriores en el primer ejemplo o con los tresexteriores en el segundo, se obtiene el mismo poliedro topol�ogico. Dicho poliedrotopol�ogico se conoce como tetraedro punteado, porque coincide con el que se obtienesi se toma un punto interior en cada una de las cuatro caras de un tetraedro y seune a los tres v�ertices de dicha cara. Es conocido que el tetraedro punteado noes inscribible en la esfera. Una demostraci�on se puede hacer a trav�es del siguientecondici�on necesaria de inscribibilidad, tomada de [Gr�umbaum]:
Lema 3.1.3 Sea P un poliedro inscribible en la esfera. Sea V � un subconjunto delos v�ertices de P tal que ninguna arista une dos v�ertices de V �. Entonces, V � constade, a lo m�as, la mitad de los v�ertices de P y consta exactamente de la mitad si ys�olo si toda arista de P incide en al menos un v�ertice de V �.
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En el tetraedro punteado, los cuatro v�ertices a~nadidos son exactamente la mitaddel total, pero existen aristas que no inciden en ellos. Por tanto, no es un poliedroinscribible. �Esto, unido a la Proposici�on 3.1.2, implica que ning�un diagrama deDelaunay Eucl��deo tiene el tipo topol�ogico de ninguno de los dos de la Figura 3.3.Por exploraci�on exhaustiva es f�acil ver que los ejemplos son minimales: cualquierdiagrama que pueda ser dibujado con aristas rectil��neas, contorno convexo y a lom�as seis v�ertices puede ser realizado como diagrama de Delaunay.Una demostraci�on alternativa de la no-realizabilidad de estos dos diagramasse puede hcer mediante el siguiente procedimiento: consideremos el caso de unatriangulaci�on de Delaunay, es decir, un diagrama de Delaunay cuyas caras son todastri�angulos. Consideremos dos tri�angulos PQR1 y PQR2 con una arista com�un PQ.El hecho de que exista una circunferencia que pasa por P y Q y deja a R1 y R2 enel exterior es equivalente a que los dos �angulos opuestos a la arista (el del tri�anguloPQR1 en el v�ertice R1 y el del tri�angulo PQR2 en el v�ertice R2) sumen menos de� radianes.Aplicando �esto a las tres aristas m�as gruesas del primer diagrama se obtieneque los tres �angulos de los v�ertices m�as exteriores suman menos de � radianes(porque los tres del v�ertice interior suman 2�), lo cual es imposible, si queremosque el contorno sea convexo. En el segundo ejemplo, de nuevo considerando las tresaristas m�as gruesas, la implicaci�on ser��a que alguno de los tres �angulos obtusos delos tres tri�angulos exteriores habr��a de valer m�as de � radianes.

Figura 3.3: Algunos diagramas que no pueden ser de Delaunay, para la distanciaEucl�idea.
Para diagramas con caras de cuatro lados, una condici�on para que sean Delaunayes que los dos �angulos opuestos de una cara de cuatro lados sumen exactamente �radianes. Por tanto, con los mismos argumentos se puede demostrar que los diagra-mas descritos en la siguiente Proposici�on tampoco son realizables como diagramasde Delaunay. Aunque no lo demostraremos, de nuevo una exploraci�on exhaustivaindica que �estos son todos los ejemplos posibles de diagramas no realizables comodiagrama de Delaunay Eucl��deo con siete puntos.

Proposici�on 3.1.4 Ni los dos diagramas que se muestran en la �gura 3.3 ni ningu-no de los trece que se obtienen de suprimir una o dos de las tres aristas m�as gruesasen alguno de ellos o las tres aristas m�as gruesas en el segundo es realizable por undiagrama de Delaunay con la distancia Eucl��dea. 2
En la Secci�on 3.4 veremos que �estos diagramas (en particular el de la izquierda)s�� se pueden realizar como diagramas de Delaunay para una distancia convexa (esm�as, para \casi toda" distancia convexa).
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Antes de terminar este apartado debemos mencionar una caracterizaci�on delos poliedros inscribibles en la esfera, dada recientemente por Rivin (v�ease [Rivin],[Hodgson-Rivin] [Hodgson-R-S]) a trav�es de su relaci�on con los poliedros realizablesen el espacio hip�erbolico tridimensional con todos sus v�ertices en el hiperplano delin�nito. �Esta caracterizaci�on resulta tener que ver con las condiciones de suma de�angulos que acabamos de mencionar para los diagramas de Delaunay.Sea D un poliedro topol�ogico del que queremos saber si es inscribible en la esfera.Asignemos a cada arista e del mismo un cierto \peso" w(e) (que se corresponde ex-actamente con la suma de �angulos opuestos en el diagrama de Delaunay). Conside-remos el dual de D y asignemos a cada arista dual e� el peso dual w�(e�) = ��w(e).Entonces, D es inscribible en la esfera si y s�olo si existe una tal asignaci�on de pesostal que

(i) 0 < w�(e�) < �
(ii) La suma de los pesos duales de las aristas de una cara suman exactamente 2�(en la interpretaci�on de �angulos del diagrama de Delaunay �esto es equivalentea que los �angulos alrededor de un v�ertice sumen 2�).
(iii) La suma de los pesos duales de un ciclo de aristas (un circuito) que no seanel contorno de una cara es estrictemente mayor que 2�.

Es decir, los argumentos sobre �angulos opuestos que nosotros hemos se~nalado soncondiciones necesarias para que un cierto diagrama sea realizable como diagramade Delaunay Eucl��deo, pero no son su�cientes, porque no tienen en cuenta ni loque pasa en el \v�ertice del in�nito" ni la condici�on (iii) de Rivin. �Esta �ultima setraducir��a al diagrama como una condici�on sobre la suma de �angulos opuestos atodas las aristas de cada cocircuito del diagrama D, en lenguaje de teor��a de grafos.La caracterizaci�on de Rivin traduce el problema de inscribibilidad de un poliedroen la esfera y el de realizabilidad de un diagrama como diagrama de DelaunayEucl��deo a un problema de existencia de soluciones de un sistema de ecuacionese inecuaciones lineales. Dicho problema puede ser resuelto en tiempo polinomialen el n�umero de v�ertices (tiempo O(n5:38) de acuerdo con [Hodgson-R-S]). �Estosupone una importante mejora sobre un algoritmo de decisi�on de realizabilidadcomo diagrama de Delaunay mencionado en [C-M-R-Santos], el cual se basaba enla existencia de soluci�on a un sistema de ecuaciones de grado dos.Por �ultimo, mencionemos tambi�en que otro intento de caracterizar los diagra-mas equivalentes a uno de Delaunay (y, por tanto, los poliedros inscribibles en laesfera) est�a siendo llevando a cabo por M. Dillencourt (y varios colaboradores),est�a vez teniendo en cuenta �unicamente propiedades del grafo del diagrama (porejemplo, el hecho de que el grafo de un poliedro inscribible posee siempre un cicloHamiltoniano). Sin embargo, las condiciones necesarias y las condiciones su�cientesque poseen hasta el momento no dan a�un una caracterizaci�on completa. Comoreferencias en esta direcci�on v�eanse [Dillencourt] y [Dill.-Smith].
3.1.3 Triangulaciones (o divisiones) regulares
La propiedad del levantamiento nos lleva tambi�en a relacionar los diagramas deDelaunay con dos conceptos fundamentales en Geometr��a Combinatoria, como sonlas triangulaciones regulares y las matroides orientadas. Nosotros utilizaremos el
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nombre de divisiones regulares en vez de el de triangulaciones (m�as frecuente en labibliograf��a) para admitir la posibilidad de casos degenerados.Introduzcamos un poco de notaci�on. Un pol��topo convexo (o, simplementepol��topo) P en el espacio Eucl��deo d-dimensional IRn es la envolvente convexa de unconjunto �nito de puntos P1; . . . ; Pn. Una cara de P es la intersecci�on de P con unhiperplano que no corta al interior de P. De otra manera, cada funcional lineal len IRn de�ne una cara cl de P, que es el conjunto de puntos de P donde l alcanzasu valor m�aximo posible en P. Una divisi�on de P es una colecci�on de pol��toposconvexos P1; . . . ;Pk cuya uni�on es P y que se cortan bien, entendiendo por �esto quela intersecci�on de dos cualesquiera de ellos es una cara de ambos.Dada una subdivisi�on P1; . . . ;Pk de un cierto pol��topo P, se dice que la divisi�ones regular [Ziegler] (o convexa [Itenberg] o coherente [Gel'fand-K-Z]) si existe unacierta funci�on cont��nua f de P en IR tal que para todo par de puntos P y Q de P,si R es el punto medio del segmento [P;Q] se tiene:
(i) f(P ) + f(Q) = 2f(R) si P y Q pertenecen a un mismo sub-pol��topo de ladivisi�on.
(ii) f(P ) + f(Q) < 2f(R) si P y Q no pertenecen a un mismo sub-pol��topo de ladivisi�on.

La primera condici�on implica que f es lineal en cada subpol��topo. La segunda, quef es convexa y que no es lineal en la uni�on de dos subpol��topos.Como muestra de la importancia del concepto de divisiones regulares, men-cionemos que aparecen en Geometr��a Algebraica en relaci�on con las llamadas Va-riedades T�oricas y, en particular, son utilizadas en el Teorema de Viro (cf. [Itenberg]�o [Viro]) sobre construcci�on de curvas algebraicas con topolog��a controlada, ya men-cionado en la Secci�on 2.3 del Cap��tulo anterior.La de�nici�on de divisi�on regular admite una interpretaci�on geom�etrica, espe-cialmente clara para el caso de un pol��gono (d = 2). Consideremos el grafo de lafunci�on f como un levantamiento del plano a una cierta super�cie. Las condicionesde la de�nici�on implican que f es una funci�on convexa y lineal a trozos. Por tanto,dicha super�cie es la envolvente inferior de un cierto poliedro convexo. Adem�as,por la condici�on de linealidad en cada pol��topo de la divisi�on y no-linealidad en launi�on de dos, se tiene que los pol��gonos de la divisi�on son exactamente la imagende las caras del levantamiento. Por tanto, una divisi�on de un pol��gono convexo delplano es regular si y s�olo si coincide con la proyecci�on de la envolvente inferior de uncierto levantamiento de sus v�ertices. La propiedad del levantamiento (Proposici�on3.1.1) de los diagramas de Delaunay Eucl��deos implica, por tanto, que el diagramade Delaunay Eucl��deo de una nube de puntos S en el plano es una divisi�on regular dela envolvente convexa de S. Este resultado tambi�en es cierto en dimensi�on superior.Veamos algunos ejemplos de divisiones que no son regulares. El m�as cl�asico(tambi�en el m�as peque~no posible, en n�umero de v�ertices) es le de la Figura 3.4. Laclave para demostrar que la divisi�on de la Figura no es regular est�a en observarque las prolongaciones de las tres aristas P1P2, P3P4 y P5P6 se cortan en un ciertopunto O. Consideremos un levantamiento convexo P 01P 02P 03P 04P 05P 06 de los v�erticesde la �gura, y la recta vertical o que pasa por O. Para que la envolvente inferior delos puntos levantados se corresponda con la �gura (en particular, con los tri�angulosP1P2P3 y P2P3P4) es necesario que la prolongaci�on de P 01P 02 corte a la recta o
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m�as abajo que la prolongaci�on de P 03P 04. Del mismo modo, es necesario que laprolongaci�on de P 03P 04 corte a o m�as abajo que la de P 05P 06 y que �esta la corte m�asabajo que la de P 01P 02. �Esto hace imposible encontrar un tal levantamiento.

Figura 3.4: Una divisi�on no regular de un tri�angulo.
El ejemplo se puede generalizar a un pol��gono de m�as de tres lados, con losmismos argumentos. Ni siquiera es necesario que las prolongaciones de las tresaristas se corten en un punto, sino una condici�on m�as general que podemos expresarde la siguiente manera:Sea S una nube �nita de puntos y sea P1; . . . ;Pk una divisi�on de la envolventeconvexa de S en pol��gonos convexos. Sea O un punto cualquiera del plano. Diremosque uno de los pol��gonos Pi est�a detr�as de otro Pj visto desdeO si hay una semirrectaque parte de O y atraviesa los interiores de Pj y Pi, en ese orden. Diremos quePi y Pj est�an necesariamente a igual distancia vistos desde O si tienen una aristacom�un, cuya prolongaci�on pasa por O.Supongamos que la divisi�on que estamos considerando es regular y consideremosun levantamiento de los puntos para el cual la divisi�on coincide con la proyecci�onde su envolvente inferior. Sean P 01; . . . ;P 0k los pol��gonos de la envolvente inferior dellevantamiento, que se proyectan respectivamente sobre P1; . . . ;Pk. Si Pi est�a detr�asde Pj visto desde O, entonces el plano que contiene a P 0i corta a la recta verticalque pasa por O m�as abajo que el plano que contiene a P 0j . Por otro lado, si Pi yPj tienen una arista com�un cuya prolongaci�on pasa por O, entonces los planos quecontienen a P 0i y P 0j cortan a la recta vertical que pasa por O en el mismo punto.Por tanto, para que la divisi�on pueda ser regular es necesario que las relaciones\estar detr�as (visto desde O)" y \estar necesariamente a igual distancia (visto desdeO)" que hemos de�nido sobre los pol��gonos de la divisi�on no contengan contradicci�ono, dicho de otra manera, que exista un orden total sobre los pol��gonos de la divisi�onpara el cual aqu�ellos pol��gonos que tienen una arista com�un cuya prolongaci�on pasapor O se considerean identi�cados y para dos pol��gonos Pi y Pj , si Pi est�a detr�asde Pj visto desde O entonces Pi > Pj . Si tal orden existe, para un cierto punto O,diremos que la divisi�on es coherente (vista desde O) y que es incoherente en casocontrario. De todo lo dicho anteriormente se deduce que:

Proposici�on 3.1.5 Sea S una nube �nita de puntos en el plano y sea P1; . . . ;Pkuna divisi�on de la envolvente convexa de S. Si existe un punto O en el plano parael cual la divisi�on es incoherente, entonces la divisi�on no es regular. 2
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Observaciones:
(i) Las de�niciones de estar detr�as y estar necesariamente a igual distancia vis-tos desde el punto O se generalizan de manera trivial para pol��topos de unadivis�on en dimensi�on arbitraria d, sin m�as que exigir en la segunda que los dospol��topos tengan una cara (d� 1)-dimensional en com�un y que el hiperplanoque contiene a �esta pase por O. En estas condiciones sigue siendo cierta laProposici�on 3.1.5.
(ii) En el caso de dimensi�on 2 un punto \visto desde el cual" la divisi�on es incoher-ente est�a necesariamente dentro de la envolvente convexa de S. Sin embargo,�esto no es cierto en dimensi�on mayor o igual a 3.
(iii) En realidad, la de�nici�on de \ser coherente vista desde O" para una divisi�onpuede hacerse restringiendo la de�nici�on de \estar detr�as" a pares de pol��toposque tengan una cara (d� 1)-dimensional en com�un. �Esto es as�� porque si estarelaci�on restringida puede extenderse a un orden total, la transitividad de �estenos asegura que el orden es compatible con la relaci�on sin restringir.

Como aplicaci�on de la Proposici�on 3.1.5, consid�erense los dos diagramas de laFigura 3.5, que son peque~nas perturbaciones del de la Figura 3.4. En ellos las tresaristas P1P2, P3P4 y P5P6 ya no se cortan en un punto com�un. A�un as��, en el de laderecha la divisi�on sigue siendo incoherente respecto al antiguo punto de corte O y,por tanto, no es regular. La divisi�on de la izquierda es coherente desde dicho puntoy desde cualquier otro y, de hecho, es regular.

Figura 3.5: Dos perturbaciones de la triangulaci�on de la Figura 3.4
La importancia que damos a la Proposici�on 3.1.5 proviene del hecho de que noconocemos ninguna divisi�on no regular que no sea incoherente respecto de alg�unpunto. Podr��amos conjeturar, por tanto, que la Proposici�on da una caracterizaci�onde las triangulaciones no regulares en el plano, aunque nos parece demasiado aven-turado conjeturarlo en dimensi�on arbitraria. Debemos mencionar que la posibilidadde que las divisiones no regulares de un pol��gono convexo est�en caracterizadas porun enunciado del estilo de nuestra Proposici�on 3.1.5 ha sido sugerida al autor porJes�us de Loera.

3.1.4 Matroides orientadas de Delaunay
Vayamos ahora con el concepto de matroide orientada. Para todo tipo de informa-ci�on sobre matroides orientadas recomendamos la consulta de [Bj�orner-L-S-W-Z].
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A modo de introducci�on, observemos que los determinantes que acabamos dede�nir para tres puntos en el plano Eucl��deo se pueden generalizar a k puntosP1; . . . ; Pk en el espacio Eucl��deo IRk�1 de dimensi�on k � 1. De�nimos

(P1; . . . ; Pk) =
0
BBB@

P1 1P2 1. . . . . .Pk 1

1
CCCA

De nuevo, el determinante es cero si los puntos son af��nmente dependientes ysi no lo es su signo nos indica la orientaci�on que de�nen en su envolvente convexa,que es un s��mplex. Dados dos conjuntos S = fP1; . . . ; Png y T = fQ1; . . . ; Qngde puntos en el espacio Eucl��deo IRk�1, decimos que los puntos de�nen la mismamatroide orientada si hay una aplicaci�on biyectiva de S en T que preserva los signosde los determinantes de n-tuplas de puntos. En realidad, la de�nici�on original dematroide orientada no se hace sobre conjuntos de puntos en el espacio Eucl��deo, sinocon vectores en el espacio vectorial IRk. Es por �esto por lo que nosotros necesitamosa~nadir una �ultima componente 1 a cada uno de los puntos. En cierto modo, estamosconsiderando matroides orientadas de�nidas por vectores que quedan todos al mismolado de un cierto hiperplano vectorial. Estas matroides orientadas particulares seconocen como ac��clicas.
La de�nici�on usual de matroide orientada se hace a trav�es de una serie depropiedades (axiomas) que la colecci�on de signos de los determinantes de k-tuplasde puntos de un conjunto �nito siempre satisface. Otras de�niciones equivalentesno hacen referencia a los signos de los determinantes sino a otros invariantes a�nesde la con�guraci�on de puntos. Nosotros escogeremos la de�nici�on en t�erminos decovectores, porque es la que mejor se adapta a la situaci�on de los diagramas deDelaunay.

De�nici�on 3.1.6 Sea S = fP1; . . . ; Png un conjunto �nito. Los Pi son aqu�� entesabstractos que, a priori, no se corresponden con puntos de ning�un espacio, perousaremos la palabra puntos para referirnos a ellos. Un covector C ser�a una partici�onde S en tres conjuntos (C�; C0; C+) a los que llamaremos, parte positiva, nula ynegativa del covector. Diremos que una colecci�on V de covectores forma (o de�ne)una matroide orientada en S si se satisfacen las cuatro condiciones siguientes:(V0) El covector vac��o (;; S; ;) est�a en V.(V1) Para todo covector C = (C�; C0; C+) de V su opuesto �C = (C+; C0; C�)tambi�en est�a en V.(V2) Para cada par de covectores C = (C�; C0; C+) y D = (D�; D0; D+) de Vsu composici�on C � D = (C� [ (D� \ C0); C0 \ D0; C+ [ (D+ \ C0) tambi�en est�aen V. Dicho con otras palabras, el covector C �D tiene el signo de C en los puntosdonde C no es nulo y el de D en los dem�as.(V3) Para cada par de covectores C = (C�; C0; C+) y D = (D�; D0; D+) de V ypara todo punto e 2 C+\D� existe otro covector Z = (Z�; Z0; Z+) en V que es ceroen e (i.e. con e 2 Z0) y con (C+ nD�)[(D+ nC�) � Z+ y (C� nD+)[(D� nC+) �Z�. Dicho con otras palabras, el signo de Z en un cierto punto coincide con la sumade los signos de C y D, siempre que esta suma est�e bien de�nida, es decir, que Cy D no tengan signos contrarios en dicho punto.
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En muchas ocasiones un cierto covector de�nido sobre un conjunto de puntosP1; . . . ; Pn ser�a representado como una lista de los signos que el covector toma enlos diferentes puntos. As��, si S = fP1; . . . ; P6g, el covector C = (fP1; P4; P5g; fP3g;fP2; P6g) vendr�a representado como [�;+; 0;�;�;+]. Esta representaci�on hace m�asevidente el signi�cado del covector como asignaci�on de un cierto signo a cada punto.El rango de una matroide orientada se de�ne como la longitud m�axima de unacadena de covectores en la cual cada covector se obtiene del anterior mediantecomposici�on con otro covector. Por ejemplo, si P = f1; 2; 3g y V consiste en todaslos posibles covectores de P (lo cual satisface los axiomas (V0)-(V3)) �esto produceuna matroide orientada de rango 3 y una posible cadena de covectores de longitudtres es

[0; 0; 0]! [+; 0; 0]! [+;+; 0]! [+;+;+]:
Claramente, el rango de una matroide orientada es menor o igual que el n�umerode puntos.Una matroide orientada se dice ac��clica si contiene al covector positivo (;; ;; S)y se dice politopal si, para todo punto e 2 S, contiene al covector (;; feg; S n feg).
Volvamos a considerar el caso de una nube �nita de puntos S en el espacio Eu-cl��deo IRk�1. Todo funcional lineal l de�ne una partici�on (un covector) de S en trespartes Cl = (l�1(IR�); l�1(0); l�1(IR+)). Adem�as, el conjunto de tales particionessatisface los axiomas de los covectores de una matroide orientada: la composici�onCl1 � Cl2 de dos covectores Cl1 y Cl2 asociado a dos funcionales es el covector Clasociado a un funcional l = l1 + "l2 que es una \peque~na perturbaci�on" de l1 porl2, en el mismo sentido que las peque~nas perturbaciones estudiadas en la Secci�on2.3 del Cap��tulo 2. Denotando hi al hiperplano li = 0, el signo del par�ametro " dela perturbaci�on se toma de forma que l tenga signo positivo en la parte de h1 n h2donde l2 tiene signo positivo. Por su parte, dado un punto P 2 S tal que l1(P ) > 0y l2(P ) < 0, i.e. en las condiciones del axioma (V3), el covector Z que all�� apareceviene dado por cualquier combinaci�on lineal l = �l1+�l2 para la cual l(P ) = 0, con�; � > 0.Es f�acil comprobar que la matroide orientada de�nida por estos covectores esac��clica, y que es politopal si y s�olo si los puntos se encuentran en posici�on convexa(i.e., si todos ellos son v�ertices de la envolvente convexa de S). Su rango vale unaunidad m�as que la dimensi�on del subespacio af��n generado por S. A las matroidesorientadas que se pueden obtener de esta manera las llamaremos orientables:

De�nici�on 3.1.7 Una matroide orientada ac��clica M de rango k en n puntos sedice realizable (o representable) si existe una nube S de n puntos en el espacioEucl��deo IRk�1 de k� 1 dimensiones tal que M coincide con la matroide orientadacuyos covectores son las particiones de S inducidas por los hiperplanos de IRk�1.
Estamos ahora en condiciones de ver la relaci�on entre matroides orientadas ydiagramas de Delaunay. Hemos de mencionar que, aunque �esta relaci�on ya apareceformulada en [Bj�orner-L-S-W-Z], la exposici�on all�� contenida se hace en t�erminosde circuitos de la matroide orientada y s�olo para el caso de diagramas en el plano.La formulaci�on en t�erminos de covectores resulta ser mucho m�as sencilla y f�acil degeneralizar a dimensi�on mayor.
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Sea S una nube de puntos en el plano y consideremos su levantamiento S0 alparaboloide en IR3, antes descrito. Consideremos la matroide orientada asociada aS0 como conjunto de puntos. Esta matroide orientada es ac��clica, politopal, tienerango cuatro si los puntos de S no eran ni cocirculares ni colineales y, adem�as,sus covectores admiten una caracterizaci�on muy sencilla en t�erminos de c�omo lasdistintas circunferencias o rectas del plano parten al conjunto S. A saber, si c esuna cierta circunferencia y c+ y c� son las dos componentes conexas de IR2 n c,entonces la imagen por el levantamiento de la partici�on de S (c�\ IR ; c\ IR ; c+\ IR)(que es un covector en S0) es uno de los covectores de la matroide orientada. De�esta manera, cada circunferencia o recta del plano de�ne dos covectores (que sonopuestos) en la matroide orientada de S0.
En particular, para todo subconjunto T de S cuya envolvente convexa sea unacelda (cara, arista o v�ertice) del diagrama de Delaunay de S, se tiene que (;; T; SnT )es un covector de la matroide orientada de S0. Por �esta raz�on, a esta matroideorientada la llamaremos, matroide orientada de Delaunay de S, y la denotaremospor DOM(S). Sin embargo, �esta relaci�on no es del todo biyectiva, puesto queun covector de la forma (;; T; S n T ) en la matroide orientada de Delaunay puedecorresponder con una circunferencia del plano que tiene a todos los puntos de S nTen su interior, en vez de en su exterior.

Para solucionar �esto podemos considerar un punto adicional 1 al que supon-dremos en el exterior de cualquier circunferencia y sobre cualquier recta. Los co-vectores de�nidos por c�omo las rectas y circunferencias del plano dividen a S[f1gde�nen una nueva matroide orientada EDOM(S) a la que llamaremos la matroideorientada de Delaunay extendida de S. El nombre proviene del hecho de que laoperaci�on de a~nadir un punto a una matroide orientada se conoce generalmente conel nombre de extensi�on.
La matroide orientada de Delaunay extendida es, de nuevo, politopal y ac��clica.Su rango es cuatro siempre que los puntos de S no est�en alineados. Adem�as, lasceldas del diagrama de Delaunay se corresponden de forma biyectiva con los covec-tores de EDOM(S) que sean de la forma (;; T; S [ f1g n T ), de forma que una talcelda es la envolvente convexa del correspondiente subconjunto T .
A�un m�as, la matroide orientada de Delaunay extendida de S contiene la in-formaci�on topol�ogico/combinatoria de no s�olo el diagrama de Voronoi usual (o deorden 1) de S, sino del diagrama de Voronoi de cualquier orden. El diagrama deVoronoi de orden i divide el plano en regiones, cada una correspondiente a un cier-to subconjunto T de S de cardinal i, de forma que cada punto de la \regi�on deVoronoi" de T es m�as cercano a cualquier punto de T que a cualquier punto deS n T [Edelsb.-Seidel].

El estudio de las matroides orientadas de Delaunay (as�� como la regularidad delos diagramas de Delaunay) ser�a retomado en la Secci�on 3.5, �esta vez aplicado a lasdistancias estrictamente convexas y suaves.
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3.2. DISTANCIAS CONVEXAS EN EL PLANO. DEFINICI �ON Y PROPIEDADES133
3.2 Distancias convexas en el plano. De�nici�on y pro-

piedades
Pasamos a estudiar ahora una clase de funciones de distancia a cuyos diagramasde Delaunay/Voronoi intentaremos aplicar las propiedades que hemos visto en laSecci�on anterior para la distancia Eucl��dea. Estas distancias, que son las llamadasdistancias convexas, no van a poseer una propiedad del levantamiento como la dis-tancia Eucl��dea (lo cual forma parte de una de nuestros principales resultados).Sin embargo, algunas de las cosas que hemos mencionado como consecuencia de lapropiedad del levantamiento para la distancia Eucl��dea ser�an a�un ciertas para ellas.
3.2.1 Distancias convexas
SeaK un cierto subconjunto convexo y compacto del plano Eucl��deo IR2, con interiorno vac��o. Sea O un punto del interior de K, al que llamaremos el centro de K y quetomaremos como origen de coordenadas. De�niremos la \K-distancia" desde O acualquier otro punto P del plano como el �unico factor de escala � � 0 para el cualel convexo �K tiene a P en su frontera. A�un m�as, para cualquier par de puntosP y Q del plano de�niremos la K-distancia desde P hasta Q (y denotaremos pordK(P;Q)) como el �unico factor de escala � � 0 para el cual el convexo P +�K tienea Q en su frontera.

Figura 3.6: De�nici�on de una distancia convexa.
Para que la de�nici�on tenga sentido no es estrictamente necesario que K seaconvexo; bastar��a con que sea \estrellado" con respecto al punto O (es decir, quecualquier semirrecta que parte de O corte a la frontera de K una y s�olo una vez).Sin embargo, es f�acil demostrar (v�ease [Chew-Drysdale] o nuestra Proposici�on 3.2.2)que, gracias a la convexidad de K, la funci�on dK satisface la desigualdad triangular

8P;Q;R 2 IR2; dK(P;Q) + dK(Q;R) � dK(P;R):
Si, adem�as, el convexo K tiene simetr��a central respecto a O (es decir, si K =�K), la funci�on dK : IR2�IR2 ! IR�0 que acabamos de de�nir ser�a sim�etrica y ser�a,por tanto, una verdadera distancia. En este caso la funci�on dK de�ne la llamadanorma de Minkowski asociada al convexo K [K�othe]. Nosotros no exigiremos lacondici�on de simetr��a, y nos quedaremos con la siguiente de�nici�on:

De�nici�on 3.2.1 Sea dK una funci�on de IR2 � IR2 ! IR�0 y supongamos queexiste un cierto conjunto convexo y compacto K del plano IR2 con el origen decoordenadas O en su interior y tal que para todo par de puntos P y Q del plano
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dK(P;Q) coincide con el �unico factor de escala � > 0 tal que P + �K tiene a Q ensu frontera. Entonces, diremos que dK es una distancia convexa. Diremos que Kes la bola unidad de dK y que su frontera @K es la circunferencia unidad de dK .Las traslaciones a escala P + �K y P + �@K (para todo punto P del plano y todo� > 0) ser�an, respectivamente, las bolas y circunferencias de dK . N�otese que todadK-circunferencia es, por tanto, la frontera de una cierta dK-bola.

Como ya hemos dicho, las distancias convexas sim�etricas han sido ampliamenteestudiadas desde principios de siglo en el �ambito del an�alisis funcional. En el con-texto de los diagramas de Voronoi, fueron introducidas por Chew y Drysdale quemostraron un algoritmo del tipo \divide y vencer�as" para su c�alculo. Diagramasde Voronoi para algunos caso particulares (distancias Lp) ya hab��an sido estudia-dos anteriormente. Despu�es, fueron estudiadas en m�as profundidad en [Maz�on] y[Klein]. Una caracterizaci�on (o de�nici�on equivalente) de las distancias convexas atrav�es de sus \buenas propiedades" est�a contenida en el siguiente enunciado.
Proposici�on 3.2.2 Sea dK una funci�on de IR2� IR2 ! IR�0. Entonces dK es unadistancia convexa si y solo si satisface las siguientes propiedades:
(i) dK es cont��nua.
(ii) 8P;Q 2 IR2; dK(P;Q) � 0; dK(P;Q) = 0, P = Q
(iii) 8P;Q;R 2 IR2; dK(P;Q) + dK(Q;R) � dK(P;R):
(iv) 8P;Q;R 2 IR2; dK(P;Q) = dK(P +R;Q+R) (dK es invariante por trasla-ciones).
(v) 8P;Q 2 IR2; 8R 2 [P;Q]; dK(P;Q) = dK(P;R) + dK(R;Q) (dK es aditivaen segmentos).

Demostraci�on: A partir de la de�nici�on es claro que una distancia convexa cumple(i), (ii), (iv) y (v). Para la demostraci�on de (iii), sea a = dK(P;Q) y b = dK(Q;R).Por de�nici�on, Q 2 P +aK y R 2 Q+bK, de donde R 2 P +aK+bK. Ahora bien,por ser K convexo se tiene aK + bK � (a+ b)K, y de aqu�� R 2 P +(a+ b)K. Estoes equivalente a decir que d(P;R) � a+ b, que es lo que se pretend��a demostrar.Supongamos, rec��procamente, que una cierta funci�on d : IR2 � IR2 ! IR�0satisface (i), (ii), (iii), (iv) y (v). Vamos a demostrar que d coincide con la distanciaconvexa dK asociada al convexo K = fP 2 IR2 j dK(O;P ) � 1g, donde O es elorigen de coordenadas.
� K es cerrado: por continuidad de d.
� K es convexo: por ser K cerrado, bastar�a demostrar que el punto mediode dos puntos de K est�a en K. Sean P y Q dos puntos de K, es decird(O;P ) � 1 y d(O;Q) � 1. Por la invariancia frente a traslaciones se tiene qued(P; P + Q) = d(O;Q) � 1 y combinando �esto con la desigualdad triangularobtenemos d(O;P +Q) � 2. Por aditividad en segmentos, d(O; P+Q2 ) � 1, es
decir, P+Q2 2 K.

� K es acotado: dado que K es convexo, si no fuera acotado necesariamentedeber��a contener una semirrecta con origen en O. �Esto es imposible ya que, laaditividad en segmentos junto a la propiedad (2) hacen que en toda semirrectacon origen en O haya puntos P con dK(O;P ) � 1.
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� El origen est�a en el interior de K: es claro que O 2 K. Si O estuviera enla frontera de K, entonces (por ser K convexo) deber��a haber una semirrectapartiendo de O que corte a K s�olo en O. �Esto es de nuevo imposible, tambi�enpor la propiedad (2) y la aditividad en segmentos.
� d coincide con la distancia convexa asociada al conjuntoK: f�acil de demostrar,usando aditividad en segmentos e invariancia por traslaciones.

Lo cual termina la demostraci�on 2
3.2.2 Distancias estrictamente convexas y/o suaves
Las buenas propiedades que hemos descrito para las funciones de distancia convexano son su�cientes para conseguir que los diagramas de Voronoi asociados a ellastengan, a su vez, propiedades an�alogas a los diagramas de Voronoi Eucl��deos. Con-sideremos por ejemplo la distancia L1 (cuya bola unidad es un cuadrado paraleloa los ejes coordenados) y como nube de puntos la formada por dos puntos P y Q enla misma horizontal. El diagrama de Voronoi (cuya de�nici�on formal aparece m�asadelante) coincide con el bisector de P y Q, y �este resulta tener interior no vac��o.Por tanto, las regiones de Voronoi no cubren una parte densa del plano, sino quehay partes del plano que no est�an en la adherencia de ninguna regi�on.�Esto va contra el \esp��ritu" del diagrama de Voronoi de partir el plano en re-giones de inuencia. Por �esta raz�on normalmente exigiremos que nuestra distanciaconvexa sea, adem�as, estrictamente convexa, suave o ambas cosas a la vez, de acuer-do con la de�nici�on que sigue. En cualquier caso, estas dos propiedades adicionalesser�an siempre se~naladas expl��citamente. N�otese que las distancias L1 y L1 no sonestrictamente convexas ni suaves y que cualquier otra distancia Lp, con 1 < p <1es ambas cosas.

Figura 3.7: Circunferencias unidad no-estrictamente convexa y no-suave, respecti-vamente.
De�nici�on 3.2.3 Sea dK una distancia convexa asociada a un cierto convexo K.Entonces, diremos que dK es estrictamente convexa si puntos diferentes de la fron-tera del convexo K no admiten la misma recta soporte y que es suave si ning�unpunto de la frontera de K admite dos rectas soporte diferentes.

Las propiedades de las distancias estrictamente convexas que se citan a con-tinuaci�on (Proposici�on 3.2.4) aparecen demostradas en [Maz�on] (cf. sus Teoremas1.2.3.5 y 1.2.3.10). Sin embargo, no se demuestra all�� la equivalencia entre dichaspropiedades y el hecho de ser estrictamente convexa. Por otra parte, algunas denuestras demostraciones son sensiblemente m�as cortas que las que all�� aparecen, locual justi�ca su inclusi�on aqu��. La equivalencia entre que la distancia sea suave yque toda terna de puntos no-alineados sea dK-cocircular (nuestra Proposici�on 3.2.5)s�� que aparece expl��citamente mencionada (cf. la Observaci�on 1.2.6.6 de [Maz�on]).
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Proposici�on 3.2.4 Sea dK una distancia convexa. Entonces son equivalentes:
(i) dK es estrictamente convexa.
(ii) la dK-circunferencia unidad no contiene tres puntos alineados.
(iii) ninguna dK-circunferencia contiene tres puntos alineados.
(iv) dos dK-circunferencias cualesquiera se cortan a lo m�as en dos puntos.
(v) por tres puntos cualesquiera del plano pasa a lo m�as una sola dK-circunferen-cia.
(vi) en la desigualdad triangular de tres puntos no alineados nunca se da la igual-dad.
Demostraci�on: Las equivalencias (i), (ii), (iii) y (iv), (v) son pr�acticamenteinmediatas. Nos limitaremos, por tanto, a mostrar las equivalencias (iii), (iv),(vi). Mencionemos que (iii), (iv) y (iii), (vi) aparecen demostrados en [Maz�on](Teoremas 1.2.3.5 y 1.2.3.8), pero las demostraciones que aqu�� presentamos sonoriginales y sensiblemente m�as sencillas.(iii)) (iv) : Sean C1 y C2 dos dK-circunferencias que se cortan en tres puntos P ,Q y R. Puesto que todas las dK-circunferencias se obtienen de la dK-circunferenciaunidad dK por composici�on de traslaciones y homotecias, tambi�en C2 se obtiene deC1 por una composici�on de traslaciones y homotecias que, como es sabido, resultaser equivalente a una �unica traslaci�on u homotecia h. Sean P 0, Q0 y R0 las im�agenespor h de los puntos P , Q y R, que est�an forzosamente en C2. Se tiene entonces quelos dos tri�angulos PQR y P 0Q0R0 tienen sus v�ertices en un cierto convexo (la dK-bola cuya frontera es C2) que tiene a dK por frontera. La �unica forma en que �estopuede suceder, teniendo en cuenta que P 0Q0R0 se ha obtenido por una traslaci�on uhomotecia de PQR, es que uno de los v�ertices (pongamos que es P ) coincida consu imagen P 0. �Esto implicar��a que los tres puntos P , Q y Q0 (as�� como los puntosP , R y R0) son tres puntos alineados en C2.(iv) ) (iii) : Si una dK-circunferencia C1 contiene tres puntos alineados P ,Q y R, entonces ha de contener a todo el segmento [P;Q] (si no, la dK-bola co-rrespondiente no podr��a ser convexa). En estas condiciones es f�acil construir otradK-circunferencia (por ejemplo, por una homotecia con centro en P y de raz�onmayor que 1) que tambi�en contenga a todo el segmento [P;Q].

Figura 3.8: Desigualdad triangular estricta para distancias estrictamente convexas.
(iii)) (vi) : Supongamos que tres puntos no alineados P , Q y R son tales quedK(P;Q) + dK(Q;R) = dK(P;R) y demostremos que hay una dK-circunferencia
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con tres puntos alineados. Llamemos a = dK(P;Q) y b = dK(Q;R), de dondedK(P;R) = a + b. Por aditividad en segmentos existe un punto Q0 en el segmento[P;R] tal que dK(P;Q0) = a y dK(Q0; R) = b. Sea Q00 el punto de intersecci�on de larecta que pasa por Q y Q0 con la paralela al segmento [Q;R] que pasa por P (v�easela Figura 3.8). Aplicando reglas de proporcionalidad sencillas (a saber, la igualdad
entre los cocientes de longitudes [P;Q0][Q0;R] y [P;Q00][Q;R] ) es f�acil deducir que dK(P;Q00) vale
a, es decir, lo mismo que dK(P;Q) y dK(P;Q0). Por tanto, la dK-circunferencia deradio a con centro en P contiene a los tres puntos Q, Q0 y Q00, que est�an alineados.(vi) ) (iii) : Por una construcci�on inversa a la anterior. Sea C una dK-circunferencia que contiene a tres puntos alineados Q, Q0 y Q00. Sea P el centrode dicha dK-circunferencia. Sea l la recta que pasa por Q, Q0 y Q00 y supongamos,sin p�erdida de generalidad, que Q, Q0 y Q00 aparecen en ese orden en la recta (verde nuevo la Figura 3.8). Entonces, si llamamos R a la intersecci�on de la paralelaa [P;Q00] que pasa por Q con la prolongaci�on de [P;Q0], tendremos tres puntos noalineados P , Q y R con dK(P;R) = dK(P;Q0)+ dK(Q0; R) = dK(P;Q)+ dK(Q;R),por las mismas reglas de proporconalidad que en el caso anterior. 2
Proposici�on 3.2.5 Sea dK una distancia convexa. Entonces son equivalentes:
(i) dK es suave.
(ii) dados tres puntos no alineados P , Q y R existe una dK-circunferencia quepasa por ellos.

Demostraci�on: (i) ) (ii) Un enunciado equivalente de (ii) es que dado un ciertotri�angulo PQR no degenerado, siempre existe un tri�angulo P 0Q0R0 que se obtiene de�el por traslaci�on u homotecia y est�a inscrito en la circunferencia unidad @K de dK .Para ver que �esto se cumple, consideremos todos los posibles segmentos paralelos a[P;Q] con sus dos extremos en @K. Sin p�erdida de generalidad, para simpli�car laexposici�on, supongamos que el segmento [P;Q] es horizontal y que R se encuentrapor encima de �el. Tomando un segmento [P1; Q1] paralelo a PQ con sus extremosen @K y su�cientemente abajo, el tercer v�ertice del tri�angulo P1Q1R1 semejantea PQR estar�a dentro de @K. Del mismo modo, por ser @K suave, tomando unsegmento [P2; Q2] paralelo a PQ con sus extremos en @K y su�cientemente arriba,el tercer v�ertice del tri�angulo P2Q2R2 semejante a PQR estar�a fuera de @K. Comopodemos mover el segmento [P1; Q1] de forma cont��nua hasta convertirlo en [P2; Q2]y pasando siempre por segmentos paralelos a [P;Q] y con sus extremos en @K,habr�a un cierto momento en el cual el tercer v�ertice del tri�angulo est�a exactamenteen @K.(ii) ) (i) Sea P un punto de la dK-circunferencia unidad @K con dos rectassoporte diferentes r y s. Sin p�erdida de generalidad y para simpli�car el lenguaje,supongamos que r tiene pendiente positiva, s tiene pendiente negativa y que K seencuentra a la derecha de ambas (como en la Figura 3.9). Sea t la vertical que pasapor P y sean Q y R dos puntos a la derecha de t pero a la izquierda de r y s, unoencima de ambas y el otro debajo (como muestra la Figura). Demostraremos queninguna dK-circunfercia que pasa por P y Q puede pasar por R.En efecto, sea C una cierta dK-circunferencia que pasa por P y por Q. C es,por de�nici�on, la imagen de @K por una cierta traslaci�on u homotecia h. Sea P 0 laimagen del punto P en C y sean r0 y s0 las paralelas a r y s por P 0. Como C ha de
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Figura 3.9: Ilustraci�on de la Proposici�on 3.2.5.
estar a la derecha de r0 y s0, tenemos que P est�a en el tri�angulo P 0QR y, por tanto,R no puede estar en C. 2
3.3 Diagramas de Voronoi y de Delaunay para distan-

cias estrictamente convexas. Propiedades estruc-
turales

3.3.1 Diagramas de Voronoi
Sea dK una distancia convexa y sea S un conjunto �nito de IR2 al que llamaremosnube de puntos. El diagrama de Voronoi de S respecto a la distancia dK se obtienedividiendo el plano IR2 en regiones, llamadas de Voronoi, cada una de las cualesest�a asociada a uno de los puntos de la nube y formada por la porci�on del planoque es m�as pr�oxima a dicho punto que a cualquiera de los dem�as. Formalmente:
De�nici�on 3.3.1 Para cada punto P 2 S llamaremos regi�on de Voronoi de Prespecto al conjunto S y la distancia convexa dK al conjunto

RegdK (P ;S) = fx 2 IR2 j 8Q 2 S n fPg dK(P; x) < dK(Q; x)g:
Llamaremos diagrama de Voronoi de S respecto a la distancia dK al complementariode la uni�on de las regiones de Voronoi.

Claramente, todos los puntos del diagrama de Voronoi son igualmente pr�oximosa al menos dos puntos de la nube. �Esto signi�ca que el diagrama de Voronoi est�aformado por trozos de los dK-bisectores de puntos de S.
De�nici�on 3.3.2 Sea dK una distancia convexa y sean P y Q dos puntos del plano.El bisector BidK (P;Q) de P y Q ser�a el conjunto de puntos x del plano tal quedK(x; P ) = dK(x;Q). Dados tres puntos P , Q y R diremos que los bisectoresBidK (P;Q), BidK (P;R) y BidK (Q;R) son asociados.

Como ya hemos visto antes con la distancia L1, los bisectores de una distanciaconvexa pueden tener interior no vac��o. �Esto no ocurre para las distancias estricta-mente convexas. El siguiente enunciado es un compendio de \buenas propiedades"de �estos bisectores, tomado de [Maz�on] y [Corbal�an-M-R].
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Lema 3.3.3 Sea dK una distancia estrictamente convexa. Entonces:
(i) el bisector BidK (P;Q) de dos puntos cualesquiera P y Q es topol�ogicamenteequivalente a una recta. Adem�as, est�a contenido en una cierta \banda angu-lar" (como la de la �gura 3.10) que tiene a P y a Q en sus v�ertices.
(ii) tres bisectores asociados BidK (P;Q), BidK (P;R) y BidK (Q;R) o no se cortano se cortan dos a dos a lo m�as en un punto, que es el centro O de una dK-circunferencia que pasa por ellos. En este caso, el punto O divide a cadauno de los tres bisectores, por ejemplo a BidK (P;Q) en una parte que es m�ascercana a P y Q que a R y otra que es m�as cercana a R que a P y Q. Portanto, el diagrama de Voronoi de los tres puntos es como el de la �gura 3.10.2

Figura 3.10: Bisector de dos puntos y diagrama de Voronoi de tres puntos.
�Este resultado conlleva a su vez una serie de propiedades para los diagramas deVoronoi, tambi�en tomados de [Maz�on].

Lema 3.3.4 Sea dK una distancia estrictamente convexa en el plano y S una nube�nita de puntos. Denotemos por RdK ;S(P ) la regi�on de Voronoi de cada punto Pde S por la distancia dK . Entonces:
(i) RdK ;S(P ) es un abierto no vac��o de IR2 que coincide con fx 2 IR2 j dK(x; P ) <dK(x;Q)8Q 2 S n Pg.
(ii) Si P y Q son puntos distintos de S, entonces RdK ;S(P ) y RdK ;S(Q) son dis-juntas.
(iii) RdK ;S(P ) es estrellada respecto a P , esto es, si x 2 RdK ;S(P ), entonces todoel segmento de recta [P; x] est�a en RdK ;S(P ).
(iv) La clausura de RdK ;S(P ) coincide con fx 2 IR2 j dK(x; P ) � dK(x;Q)8Q 2S n Pg.
(v) La uni�on de las clausuras de todas las regiones de Voronoi cubre al plano. 2
Como resultado de estos dos enunciados tenemos lo siguiente:

Proposici�on 3.3.5 Sea dK una distancia estrictamente convexa en el plano y Suna nube �nita de puntos. Entonces, el diagrama de Voronoi V ordK (S) de S tieneestructura de diagrama plano en las siguientes condiciones:
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(i) Sus caras son las regiones de Voronoi, en correspondencia biun��voca, por tanto,con los puntos de S.
(ii) Cada arista de V ordK (S) es un trozo conexo del bisector BidK (P;Q) para uncierto par de puntos de S. Los pares de puntos (P;Q) que producen aristason aqu�ellos para los cuales existe una dK-bola con P y Q en su frontera y losdem�as puntos de S en su exterior. A�un m�as, la arista es el lugar geom�etricode los centros de tales dK-bolas.
(iii) Cada v�ertice de V ordK (S) es el centro de una cierta dK-bola con al menostres puntos de S en su frontera y sin puntos de S en su interior estricto.
(iv) Un subconjunto de S de al menos tres puntos produce un v�ertice de V ordK (S)si y solo si est�a en las condiciones de (iii). Un par de puntos de S produceuna (y solo una) arista de V ordK (S) si y solo si est�a en las condiciones de(ii).
Demostraci�on: El diagrama de Voronoi est�a claramente contenido en la uni�on detodos los bisectores de pares de puntos de S. Adem�as es cerrado, por estar de�nidopor condiciones cerradas sobre la distancia convexa dK , que es una funci�on con-t��nua. �Esto implica que el diagrama es, de hecho, un diagrama en el sentido denuestra de�nici�on del Cap��tulo primero. Sus v�ertices ser�an los puntos comunes dela adherencia de tres caras y sus aristas las componentes conexas de lo que quedaal eliminar los v�ertices en el diagrama. En particular, las aristas son partes conexasde la adherencia com�un de dos caras, que est�an contenidas, por de�nici�on, en elbisector de los dos puntos correspondientes.�Esto termina la demostraci�on de (i) y (ii), salvo por el hecho de que un puntox de una arista entre las dos caras de P y Q tiene menor distancia a P y a Q quea cualquier otro punto de S (que es otra forma de expresar la condici�on sobre ladK-bola con centro en x). Si no fuera as��, es decir, si existiera un tercer punto R ala misma distancia de x que P y Q, pero sin que x estuviera en la adherencia de suregi�on de Voronoi, entonces la condici�on (ii) del Lema 3.3.3 se violar��a.(iii) Es trivial, de nuevo por continuidad de la distancia convexa.(iv) Debemos probar dos cosas. Que todo centro de una dK-circunferencia quepasa por al menos tres puntos de S y no tiene puntos en el interior es adherente aal menos tres regiones de Voronoi y que dos caras adyacentes comparten una s�olaarista. Lo primero es consecuencia de (ii) puesto que todo punto del diagrama esadherente a al menos dos caras y en (ii) vimos que un punto de la adherencia com�unde dos caras que sea centro de una dK-circunferencia por tres puntos es, de hecho,adherente a tres caras.Lo segundo se deduce de nuevo de la condici�on (ii) del Lema 3.3.3. Efectiva-mente, si x1 y x2 son dos puntos del bisector de P y Q cuya distancia a P y a Qes menor que la distancia a cualquier otro, no puede haber un punto x0 entre elloscuya distancia a un cierto punto R de S sea mayor o igual que su distancia a P sinque se viole dicha condici�on. 2

Corolario 3.3.6 Sea dK una distancia estrictamente convexa en el plano y S u-na nube �nita de puntos. Entonces, las caras, aristas y v�ertices del diagrama deVoronoi V ordK (S) de S forman una descomposici�on celular del plano. Hay una
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correspondencia biyectiva entre las celdas (caras, aristas y v�ertices) de la descom-posici�on y los subconjuntos T de S tales que existe una dK-bola con T contenido ensu frontera y S n T en su exterior. Adem�as, la celda correspondiente a un cierto Tes una regi�on de Voronoi si T consta de un s�olo punto, es una arista del diagramasi T consta de dos puntos y es un v�ertice si T consta de al menos tres puntos.
Demostraci�on: Inmediata, a la luz de la Proposici�on anterior y del hecho de queuna parte conexa de un bisector es una celda 1-dimensional y que las regiones deVoronoi, por ser abiertas y estrelladas, son celdas 2-dimensionales. 2
3.3.2 Diagramas de Delaunay
Del Corolario 3.3.6 se desprende el hecho de que, si s�olo nos interesa la estructuracombinatoria del diagrama de Voronoi, podemos olvidarnos de la funci�on dK comofunci�on distancia y tener en cuenta s�olo sus dK-bolas. Dicho de otra manera, aefectos de la estructura del diagrama de Voronoi no tiene importancia donde est�ecolocado el origen de coordenadas como centro de la bola unidad, sino tan s�olo labola en s��. Por esta raz�on, entre otras, es por lo que nosotros trabajaremos a partirde ahora con los diagramas de Delaunay en vez de los de Voronoi. El diagrama deDelaunay es geom�etricamente m�as sencillo, puesto que sus aristas son segmentosde recta que conectan puntos de la nube de puntos, y sin embargo contiene todala estructura topol�ogico/combinatoria del diagrama de Voronoi, que es su dual (cf.3.3.11).
De�nici�on 3.3.7 Sea dK una distancia estrictamente convexa y sea S una nube�nita de puntos. Sean P y Q dos puntos de S. Diremos que el segmento [P;Q] esuna arista de Delaunay de S para la distancia dK si existe una dK-bola que tienea P y a Q en su frontera y al resto de S en su exterior. Llamaremos diagrama deDelaunay de S a la uni�on de todas las aristas de Delaunay.
Lema 3.3.8 Sea dK una distancia estrictamente convexa y sea S una nube �nitade puntos. Entonces, dos aristas de Delaunay no se cortan, salvo eventualmente enun extremo com�un. Por tanto, el diagrama de Delaunay tiene estructura de grafoinmerso en el plano, siendo sus v�ertices los puntos de S y sus aristas las aristas deDelaunay que acabamos de de�nir.
Demostraci�on: Sean P1, P2, Q1 y Q2 cuatro puntos distintos de S y supongamos,para llegar a un absurdo, que [P1; P2] y [Q1; Q2] son aristas de Delaunay y se cortanen un punto O. En primer lugar, O no puede coincidir con ninguno de P1, P2, Q1ni Q2. Si, por ejemplo, O = P1 entonces cualquier dK-bola que contenga a Q1 y Q2en su frontera contiene tambi�en a P1.En estas condiciones, las dos aristas de Delaunay dividen al plano en cuatrocuadrantes, no necesariamente ortogonales, con v�ertice com�un en O. Sea C unadK-bola (por tanto, estrictamente convexa) que pase por P1 y P2 y tenga a Q1 yQ2 en el exterior y D una dK-bola que pase por Q1 y Q2 y tenga a P1 y P2 en elexterior. Es f�acil probar que las fronteras de C y D deben cortarse al menos unavez en cada cuadrante, lo cual contradice la Proposici�on 3.2.4. 2
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Lema 3.3.9 Sea dK una distancia estrictamente convexa en el plano. Sean P yQ dos puntos del plano y sean C y D dos dK-bolas que tienen a P y Q en sufrontera. Entonces, se tiene que una de las dos componentes conexas de C n [P;Q]est�a contenida en una de las componentes conexas de Dn[P;Q] y la otra componenteconexa de C n [P;Q] contiene a la otra componente conexa de D n [P;Q].
Demostraci�on: Sea h la traslaci�on u homotecia que transforma C en D. Sean P 0 yQ0 las im�agenes de P y Q. El segmento [P 0; Q0] es paralelo a [P;Q] y no est�a sobrela misma recta que �el, puesto que P , Q, P 0 y Q0 son puntos de la frontera de D. SeaC1 (resp. D1) la componente conexa de C n [P;Q] (resp. de D n [P;Q]) del lado de[P;Q] en el que est�a [P 0; Q0]. Sea C 01 la imagen de C1 por h. Entonces, es claro (verFigura 3.11) que el cuadril�atero B con v�ertices P , Q, P 0 y Q0 est�a contenido en D1y que C1 est�a contenido en B [C 01. Por tanto, C1 est�a contenido en D1. Aplicandolos mismos argumentos a la traslaci�on u homotecia inversa de h, que lleva C sobreD, concluiremos que la otra componente conexa de D n [P;Q] est�a contenida en laotra componente conexa de C n [P;Q]. 2

Figura 3.11: Ilustraci�on del Lema 3.3.9.
La siguiente Proposici�on es el equivalente a la Proposici�on 3.3.5 en el lenguajede Delaunay y tiene como consecuencia la dualidad entre el diagrama de Voronoi yel diagrama de Delaunay.

Proposici�on 3.3.10 Sea dK una distancia estrictamente convexa en el plano y Suna nube �nita de puntos. Entonces, el diagrama de Delaunay DeldK (S) de S tieneestructura de diagrama plano en las siguientes condiciones:
(i) Sus v�ertices son los puntos de S.
(ii) Cada arista de DeldK (S) es un segmento [P;Q] para un cierto par de puntosP y Q de S. Tales P y Q tienen la propiedad de que existe una dK-bola conP y Q en su frontera y los dem�as puntos de S en su exterior.
(iii) Cada cara (excepto la no acotada) de DeldK (S) es un pol��gono convexo cuyosv�ertices son un subconjunto T de S con la propiedad de que existe una ciertadK-bola con T en su frontera y S n T en su exterior estricto.
(iv) Todo subconjunto de S de al menos tres puntos en las condiciones de (iii)produce una cara de DeldK (S). Un par de puntos de S produce una arista deDeldK (S) si y solo si est�a en las condiciones de (ii).
Demostraci�on: Que el diagrama de Delaunay es, efectivamente, un diagrama conlas condiciones (i) y (ii) proviene directamente de la de�nici�on y del Lema 3.3.8.Para el resto, demostraremos primero (iv) y luego (iii).
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(iv) Sea T un subconjunto de S en las condiciones de (iii), es decir, los v�erticesde un pol��gono convexo inscrito en una cierta dK-bola CT que tiene a S n T en suexterior. Veamos que dicho pol��gono es una cara del diagrama de Delaunay. Lo quedebemos mostrar es que para cada par de v�ertices P y Q consecutivos del pol��gono,existe una cierta dK-bola con P y Q en su frontera y el resto de los puntos de Sen su exterior. Para ello, consideremos un segmento [P 0; Q0] paralelo a [P;Q], conP 0 y Q0 tambi�en en la frontera de CK y en la direcci�on del resto de los v�ertices delpol��gono. Adem�as, supongamos que [P 0; Q0] es muy cercano a [P;Q].Sea h la traslaci�on u homotecia que lleva P 0 sobre P y Q0 sobre Q y sea C 0Tla imagen de CT por h. C 0T es tambi�en una dK-bola que tiene a P y a Q en sufrontera. Adem�as, la parte de C 0T que queda en la direcci�on del resto de los v�erticesdel pol��gono est�a contenida en la correspondiente parte de CT , como en el Lema3.3.9. Adem�as, ninguno de los dem�as v�ertices del pol��gono est�a en la frontera deC 0T porque entonces las fronteras de CT y C 0T se cortar��an en tres puntos. Enconsecuencia, todos los puntos de T nfP;Qg son exteriores a C 0T . Si la modi�caci�onde CT es su�cientemente peque~na (esto es, si P 0 y Q0 se toman su�cientemente cercade P y Q), entonces los puntos de S n T seguir�an siendo exteriores a C 0T , como loeran a CT .
El resto de (iv) (lo que se re�era a las aristas) se deduce f�acilmente de la de�ni-ci�on de diagrama de Delaunay.
(iii) Sea f una cierta cara del diagrama de Delaunay. Demostremos, en primerlugar, que sus v�ertices son dK-cocirculares. Comencemos con una cierta dK-bola su-�cientemente grande para contener a toda la cara f en su interior. Disminuy�amoslade forma cont��nua hasta que el primero de los v�ertices de la cara f est�e en la fron-tera de dK . Llamemos P a un tal v�ertice y sean Q y R los v�ertices de f anterior yposterior a P en la cara f . Continuemos decreciendo la dK-bola, ahora manteniendosiempre P en su frontera, hasta que uno de los dos v�ertices Q �o R est�e tambi�en enla frontera. Supongamos que se trata de Q.Entonces, puesto que existe una dK-bola que tiene a P y Q en su frontera y aR en su interior y tambi�en existe una dK-bola que tiene a P y Q en su frontera ya R en su exterior (recordemos que [P;Q] es una de las aristas del diagrama) hade existir tambi�en una dK-bola que tiene a P , Q y R en su frontera. Sea C dichadK-bola. A�rmamos que C tiene tambi�en en su frontera a todos los dem�as v�erticesde la cara, si es que los hay. �Esto es as�� porque, gracias a (iv), todos los puntos deS que est�en en la frontera de C ser�an los v�ertices de una cierta cara del diagrama.Como dos caras del diagrama no pueden tener tres v�ertices en com�un, dicha caraes precisamente f . 2

Corolario 3.3.11 Sea dK una distancia estrictamente convexa y sea S una nube�nita de puntos. Entonces, los diagramas de Voronoi V orK(S) y de DelaunayDelK(S) de S respecto a la distancia dK son duales el uno del otro.
Demostraci�on: No hay m�as que comparar los enunciados de la Proposici�on 3.3.10 y3.3.5. 2De nuevo, estas buenas propiedades no son ciertas sin la condici�on de convexidadestricta. En el diagrama de Delaunay de tres puntos para la distancia L1 puedeocurrir (como en la Figura 3.12) que la arista [P;Q] no aparezca en el diagrama,pero el tri�angulo PQR est�e en las condiciones de la Proposici�on 3.3.10. En este
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sentido podemos decir que para distancias no-estrictamente convexas el diagramade Delaunay no est�a bien de�nido, puesto que una de�nici�on basada en aristas(como nuestra De�nici�on 3.3.7) no es congruente con una posible de�nici�on basadaen caras. Por este motivo, a partir de este momento s�olo consideraremos distanciasestrictamente convexas.

Figura 3.12: Bola unidad L1 y diagrama de Delaunay \at��pico".

3.4 Tipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay con
distancias convexas

Vamos a estudiar en esta secci�on los tipos topol�ogicos de diagramas de Delaunayproducidos por distancias convexas. M�as concretamente estaremos interesados ensaber si son los mismos que se pueden producir con la distancia Eucl��dea. Paradistancias no estrictamente convexas ya hemos visto que es posible producir diagra-mas de Delaunay \at��picos", en el sentido de que sus caras no se corresponden conpol��gonos con un n�umero maximal de v�ertices dK-cocirculares. Supondremos ahoraque la distancia dK es estrictamente convexa. Nuestro resultado m�as importanteser�a que cualquier distancia convexa dK cuyas K-circunferencias no sean elipsespuede producir diagramas de Delaunay (y, por tanto, diagramas de Voronoi) queno son topol�ogicamente equivalentes a ning�un diagrama de Delaunay Eucl��deo.En primer lugar veamos las consecuencias que en el diagrama de Delaunay tieneel hecho de que la distancia sea o no sea suave, adem�as de estrictamente convexa.Nuestro primer Lema nos dice que cualquier distancia no suave produce diagramasde Delaunay que no son topol�ogicamente equivalentes a ning�un diagrama de Delau-nay Eucl��deo, porque no puede ser realizado con contorno convexo. La construcci�onque aparece en su demostraci�on proviene de [Maz�on, Proposici�on 1.2.6.7]. El segun-do Lema nos dice que para las distancias estrictamente convexas y suaves este tipotopol�ogico concreto est�a prohibido, as�� como todos los que obliguen al diagrama deDelaunay a tener contorno no convexo.
Lema 3.4.1 Sea dK una distancia estrictamente convexa y no-suave. Entoncesexisten cuatro puntos cuyo diagrama de Delaunay tiene el tipo topol�ogico de laFigura 3.13.
Demostraci�on: Como dK es no suave, sabemos que existen tres puntos P , Q y Oque no son ni dK-cocirculares ni alineados. Lo que s�� podemos conseguir es unadK-bola que tenga a dos de ellos en su frontera y al tercero en su interior, por unprocedimiento parecido al de la demostraci�on de la Proposici�on 3.3.10: Comencemoscon una dK-bola su�cientemente grande que contenga a P , Q y O en su interior,y hag�amosla decrcer hasta que uno de los puntos est�e en su frontera (digamos P )y luego, por una homotecia cont��nua con centro en P hasta que otro de ellos est�e
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Figura 3.13: Diagrama de Delaunay con contorno no convexo.
tambi�en en su frontera (digamos Q). En estas condiciones, escojamos otro puntoR en la frontera de esta dK-bola y en la prolongaci�on de [P;O]. El diagrama deDelaunay de estos cuatro puntos es como el de la Figura 3.13, porque los puntos O,Q y R son dK-cocirculares, pero P , Q y O no lo son. 2
Lema 3.4.2 Sea dK una distancia estrictamente convexa.
(i) Si dK es suave, entonces todos los diagramas de Delaunay producidos por dKtienen contorno convexo.
(ii) Si dK no es suave, entonces existen nubes de puntos cuyos diagramas de De-launay respecto a la distancia dK no tienen contorno convexo. Adem�as, trespuntos son su�cientes para encontrar contraejemplos.

Demostraci�on: Para la demostraci�on de (i), consideremos dos puntos consecutivosP y Q en la envolvente convexa de S. Todo lo que necesitamos probar es que[P;Q] es una arista de Delaunay, es decir, que existe una dK-bola con P y Q en sufrontera y con cualquier otro punto de S en su exterior. Supongamos, sin p�erdidade generalidad, que la recta que pasa por P y Q es horizontal y no tiene ning�unpunto de S encima (como en la Figura 3.14). Por ser dK suave, para cada recta lque pase por P y tenga a Q encima existe una dK-bola Cl que tiene a l como su�unica recta soporte en P y que tiene a P y Q en su frontera. Adem�as, si hacemostender la recta l a una horizontal, la recta soporte a Cl en Q tiende tambi�en a unahorizontal. En estas condiciones, tomando l su�cientemente cercana a la horizontal,Cl deja en su exterior a cualquier punto de S n fP;Qg.

Figura 3.14: Convexidad del diagrama de Delaunay para distancias suaves.
La demostraci�on de (ii) es consecuencia inmediata del Lema 3.4.2. 2
A�un para distancias no suaves, hay ciertas restricciones a la no-convexidad deldiagrama de Delaunay. Por ejemplo, de los dos diagramas mostrados en la �gura3.15 el de la izquierda no puede ser producido por ninguna distancia estrictamenteconvexa y el de la derecha s�olo puede ser producido por distancias no suaves yno-sim�etricas. Ambos hechos se desprenden del siguiente Lema.
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Figura 3.15: M�as diagramas de Delaunay con contorno no convexo.
Lema 3.4.3 Sea dK-una distancia estrictamente convexa, no suave, con bola uni-dad K. Sea S una cierta nube de puntos cuyo dK-diagrama de Delaunay no tienecontorno convexo. Sean P , Q y R tres puntos consecutivos del contorno del dia-grama de Delaunay, en ese orden y siendo Q un v�ertice no convexo del mismo.Entonces, existe una dK-bola que tiene a Q en su frontera y contenida en la regi�onangular de�nida por PQR, como en la Figura 3.16.

Figura 3.16: Una dK-bola en un v�ertice no convexo.
Demostraci�on: En primer lugar, observemos que cualquier dK-bola que tenga a P ya R en su frontera debe tener a Q en su interior. Si no fuera as��, sea C una dK-bolaque tiene a P y R en su frontera y a Q en su frontera o en su exterior, y busquemosuna contradicci�on. Los segmentos [P;Q] y [Q;R] cortan cada uno a @C en dospuntos, es decir, [P;Q] separa a R de una cierta regi�on de C a la que llamaremosCP y [Q;R] separa a P de una cierta regi�on de C a la que llamaremos CR. SeanSP y SR los conjuntos de puntos de S contenidos en CP y CR respectivamente, sincontar a Q. SP y SR son no vac��os, porque P 2 SP y R 2 SR.En estas condiciones, podemos encontrar una dK-bola C 0 contenida en C queno tenga puntos de S en su interior y que tenga en su frontera a al menos unpunto P 0 de SP y un punto R0 de SR (puede ocurrir que R = R0 o P = P 0). �Estopuede hacerse, por ejemplo, reduciendo C en una primera etapa por una homoteciacon centro en P hasta que no haya ning�un punto de SR en su interior pero quedealg�un punto R0 de SR en su frontera, y despu�es reduciendo de nuevo la dK-bola as��obtenida, �esta vez por una homotecia con centro en R0. Por no contener puntosde S en su interior, la dK-bola C 0 de�ne un pol��gono en el diagrama de Delaunay,formado por los puntos en su frontera (por la Proposici�on 3.3.10). En particular,hay una arista de Delaunay que conecta a un punto de SP con un punto de SR.Ahora bien, todo segmento que conecta un punto de SP con uno de SR, ninguno delos cuales es Q, necesariamente corta a los dos segmentos [P;Q] y [Q;R], que sonaristas de Delaunay. Por el Lema 3.3.8, la �unica posibilidad es que dicha arista de
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Delaunay sea precisamente [P;R]. �Esto no puede ocurrir porque [P;R] no es unaarista del diagrama, lo cual da la contradicci�on buscada.

Figura 3.17: Ilustraci�on de la demostraci�on de 3.4.3.
La construcci�on que terminar�a la demostraci�on est�a ilustrada en la Figura 3.17.Consideremos la recta l paralela al segmento [P;R] y que pasa por Q. Es claro queexiste una dK-bola CQ que tiene a Q en su frontera, que tiene a l como recta soportey que est�a del lado de l en el que est�an P y R. De hecho, CQ se puede conseguirpor traslaciones de la dK-bola unidad, sin necesidad de homotecias. Demostraremosque las rectas que contienen a los segmentos [P;Q] y [R;Q] no cortan a CQ m�as queen el punto Q, lo cual implica, por convexidad, que CQ est�a contenida en la regi�onangular del enunciado.Supongamos, por reducci�on al absurdo, que la recta que contiene a [P;Q] corta aCQ en m�as puntos aparte del propio Q, es decir, que la corta en un cierto segmento.Si �esto sucede, seguir�a sucediendo para una ligera traslaci�on de dicha recta hacia ellado en el que no se encuentra R, como ocurre con la recta l1 de la Figura 3.17. SeanP 0 y P 00 los dos puntos en los que l1 corta a la frontera de CQ. Supondremos queP 0 es el m�as cercano a la recta l y P 00 el m�as lejano, es decir, que la semirrecta del1 que parte de P 0 en sentido opuesto a P 00 corta a l. Es claro que dicha semirrectano vuelve a cortar a CQ. Sea l2 la recta paralela a [P;R] (y a l) que pasa porP 0. l2 separa a Q de P 00, as�� que contiene otro punto de la frontera de CQ, al quellamaremos R0. Como [P;R] es paralelo a [P 0; R0], existe una traslaci�on u homoteciah que env��a el uno sobre el otro. Sea Q0 la imagen de Q por h. Por construcci�on ypor convexidad estricta de CQ, Q0 es exterior a CQ (Q0 est�a en la semirrecta de l1antes mencionada, que no corta a CQ). Por tanto, Q es exterior a la imagen inversade CQ por la traslaci�on u homotecia h, la cual es una dK-bola que tiene a P y R en

su frontera. �Esto contradice la a�rmaci�on del comienzo de la demostraci�on. 2
Veamos las implicaciones de este Lema para con los diagramas de la Figura 3.15.En el de la izquierda, el Lema implica que podemos encontrar una dK-bola con unv�ertice en el punto central y situada enteramente en cada uno de las cuadrantes.Trasladando las con�guraciones a una misma dK-bola (por ejemplo, la dK-bolaunidad) �esto implicar��a que existe un cierto rect�angulo que contiene a la dK-bola ycon sus cuatro v�ertices en la frontera de �esta, lo cual es imposible pues la dK-bolaes estrictamente convexa. Por lo tanto, tal diagrama es imposible de producir conuna distancia estrictamente convexa. En el segundo, supongamos que adem�as la dK-bola unidad es sim�etrica. Entonces, podemos aplicar el mismo tipo de argumentos al
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diagrama y a su \opuesto" (girado 180o) y obtener un hex�agono que contiene a unadK-bola y con sus seis v�ertices en la frontera de �esta. Sin embargo, el diagrama de laderecha s�� es realizable por una dK-distancia estrictamente convexa y no sim�etrica,como la de la derecha de la Figura 3.7 (p�agina 135).Si consideramos s�olo diagramas con contorno convexo, en el apartado 3.1.2 yadijimos que todos los diagramas con contorno convexo de hasta seis puntos son rea-lizables con la distancia Eucl��dea. Es m�as, el mismo tipo de exploraci�on exhaustivanos dice que dichos diagramas son realizable de hecho por cualquier distancia estric-tamente convexa. Para siete puntos la cosa cambiaba: existen diagramas convexosde siete puntos no realizables por la distancia Eucl��dea (ve�ase la Figura 3.3 en lap�agina 125 y la Proposici�on 3.1.4 que la acompa~na).

El resto de esta secci�on est�a dedicada a mostrar que la distancia Eucl��dea yaqu�ellas distancias convexas que tienen por bola unidad una elipse son muy es-peciales en cuanto a los diagramas de Delaunay que son capaces de producir, enel conjunto total de las distancias convexas. Aunque el resultado en s�� no di�eredel caso sim�etrico al no sim�etrico la demostraci�on es relativamente diferente, porlo cual hemos separado el enunciado en dos partes (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10). LaProposici�on 3.4.4 y su Corolario 3.4.5 (que aparecen en [C-M-R-Santos]) nos dicenpor qu�e las distancias con bola unidad el��ptica son excepciones a estos Teoremas.Ambos son de f�acil demostraci�on, que omitimos.
Proposici�on 3.4.4 Sean dK y dK0 dos distancias convexas de�nidas por sendosconvexos K y K 0. Supongamos que K 0 es la imagen de K por una cierta aplicaci�onaf��n f . Entonces, la imagen por f del diagrama de Delaunay de cualquier nubede puntos S para la distancia dK coincide con el diagrama de Delaunay para ladistancia dK0 de la nube de puntos S0 = f(S). 2
Corolario 3.4.5 (i) Dos distancias estrictamente convexas dK y dK0 cuyas bolasunidad K y K 0 son imagen af��n la una de la otra producen exactamente losmismos tipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay.
(ii) Una distancia convexa dK cuya bola unidad sea una elipse produce exacta-mente los mismos tipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay que la distanciaEucl��dea. 2
Teorema 3.4.6 Sea dK una distancia estrictamente convexa y suave, y supon-gamos que su bola unidad K no es sim�etrica. Entonces, existe una nube S desiete puntos tales que el diagrama de Delaunay DelK(S) tiene el tipo topol�ogico delprimero mostrado en la Figura 3.3 (p�ag. 125).
Demostraci�on: Todos los pasos de la demostraci�on ser�an ilustrados en la Figura3.18.Sean P y Q dos puntos de la dK-circunferencia unidad @K, \opuestos" en elsentido de que hay rectas soporte lP y lQ de @K en P y Q paralelas. Llamemos Oal punto medio del segmento [P;Q]. No es dif��cil probar, gracias a la convexidadestricta de K que @K es la �unica dK-circunferencia de radio 1 que pasa por P yQ. Entonces, existe un cierto punto R en @K tal que su sim�etrico R0 respecto alpunto O es exterior a @K. (Si no fuera as��, tampoco existir��a ning�un punto R cuyosim�etrico respecto a O fuera interior a @K).
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Figura 3.18: Ilustraci�on del Teorema 3.4.6.
Llamemos P 0 al punto medio del segmento [R;P ] y Q0 al punto medio del seg-mento [R;Q]. Entonces, existen sendas (y �unicas) dK-circunferencias pasando porlos v�ertices de los tri�angulos P 0Q0R, PP 0O y QQ0O, que son trasladaddas de @K aescala 1=2.Consideremos un cierto punto O0 en la paralela lO a lP y lQ a trav�es de Oque est�e su�cientemente cerca de O y en el interior del tri�angulo P 0Q0O. En estascondiciones, el punto O0 es exterior a la dK-circunferencia que pasa por P 0Q0R,puesto que tambi�en lo es O, y es exterior a las dK-circunferencias que pasan porPP 0O y QQ0O porque lO es recta soporte de las mismas. Por tanto, el dK-diagramade Delaunay de los siete puntos P , Q, R, O, P 0, Q0, y O0 es como se muestra en laFigura, esto es, del tipo topol�ogico que busc�abamos. 2
Para la demostraci�on de la versi�on sim�etrica de este Teorema (i.e., el Teorema3.4.10) usaremos la Proposici�on 3.4.9 (tomada de [Santos5]). La Figura 3.19 ilustrael enunciado de la Proposici�on. La Proposici�on es, en realidad, m�as fuerte de lo queaqu�� nos hace falta pero merece la pena que la demostremos porque va a ser usadade nuevo en la secci�on 3.5.3 para demostrar el Teorema 3.5.9. La demostraci�on dela Proposici�on 3.4.9 es un tanto t�ecnica y se basa en los Lemas 3.4.7 y 3.4.8. Ellector no interesado puede simplemente \creerse" el enunciado (que es, en ciertomodo, bastante intuitivo a pesar de lo complicado de su demostraci�on) y pasardirectamente al Teorema 3.4.10 en una primera lectura.

Lema 3.4.7 Sea K un subconjunto compacto y convexo del plano IR2, centralmentesim�etrico y no contenido en ninguna recta. Entonces, existe una cierta elipse E quecorta a @K en, al menos, tres pares de puntos opuestos.
Demostraci�on: Sean P , P 0, Q y Q0 dos pares cualesquiera de puntos opuestos en@K. Entonces, o bien existe un tercer par de puntos opuestos R y R0 en @K talque PQRP 0Q0R0 es un hex�agono estrictamente convexo y centralmente sim�etrico,o bien K coincide con el cuadril�atero PQP 0Q0 (recu�erdese que hemos supuesto aK convexo). En el primer caso existe una elipse que pasa por los seis puntos.En el segundo, reduciendo ligeramente cualquier elipse circunscrita al cuadril�aterotendremos el resultado. 2
Lema 3.4.8 Sea K un subconjunto compacto y convexo del plano IR2, centralmentesim�etrico y no contenido en ninguna recta. Entonces, existe un c��rculo C y una
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transformaci�on af��n del plano l tal que C est�a circunscrito a la imagen M de K porl y corta a la frontera de M en al menos dos pares de puntos opuestos.
Demostraci�on: Apliquemos el Lema anterior a K y consideremos una transforma-ci�on af��n l0 que convierta la elipse E obtenida en un c��rculo. Sea M 0 = l0(K). Seaf : [0; 2�]! IR+ la funci�on que describe a @M 0 en coordenadas polares, como fun-ci�on del �angulo. Entonces, f es peri�odica de periodo � (por ser M 0 centralmentesim�etrico) y tiene el mismo valor en tres puntos diferentes 0 � x < y < z < �(los puntos donde @M 0 corta al c��rculo C 0). En estas condiciones f tiene al menosdos m�aximos locales en cada periodo. Efectivamente, o bien al menos dos de losintervalos abiertos (x; y), (y; z) y (z; x+ �) contienen un m�aximo local, o bien unode ellos (pongamos que es (x; y)) contienen un m�aximo local y el tercer punto (eneste caso z) es otro m�aximo local.Sean, en cualquier caso, � y � dos m�aximos locales de f en un periodo y supon-gamos, sin p�erdida de generalidad, que � es de hecho un m�aximo global. Consid�eresela colecci�on de transformaciones lineales lr (0 < r � 1) que �jan la direcci�on en laque se encuentra � y contraen la direcci�on normal a � en un factor r. Llamemos fra la transformada de f por lr, esto es, fr = f � lr. Entonces, para r pr�oximo a 0, �es claramente un m�aximo global de fr. Sea r0 el supremo de los valores de r paralos que �esto ocurre. A�rmamos que en estas condiciones � es un m�aximo global defr0 , pero no es el �unico.La a�rmaci�on terminar�a la prueba del Lema como sigue. Sean l = lr0 � l0,M = l(K) = lr0(M 0) y sea C el c��rculo de radio fr0(�). Este c��rculo contiene a My corta a su frontera en los dos pares de puntos correspondientes a las direcciones� y  para las cuales fr0 toma el m�aximo valor.Para demostrar la a�rmaci�on, el hecho de que � sea un m�aximo global para frpara valores de r arbitrariamente cercanos a r0 implica que tambi�en es un m�aximoglobal de fr0 . Por otra parte, para cualquier r > r0 el m�aximo absoluto de fr no sealcanza en �, ni en ning�un punto de un cierto intervalo [� � �; � + �] alrededor de� (puesto que � es un m�aximo local de fr para todo r). Consid�erese una sucesi�onr1 > r2 > . . . que tienda a r0, y para cada ri sea i un m�aximo absoluto de lri .Entonces, la sucesi�on i tiene alg�un punto l��mite en el compacto [0; �� �][ [�+ �; �]y este punto l��mite  ha de ser un m�aximo de fr0 . 2
Proposici�on 3.4.9 Sea K un subconjunto acotado del plano IR2, centralmente si-m�etrico y no contenido en ninguna recta. Entonces, existe una cierta elipse Ecircunscrita a K y tal que la frontera @K corta a E en, al menos, dos pares depuntos opuestos.

Figura 3.19: Elipse circunscrita a un objeto sim�etrico.
Demostraci�on: Si K es convexo, apliquemos el �ultimo Lema a su clausura, que esconvexa y compacta. De este modo se obtiene un c��rculo C y una transformaci�on



R

Q' 

Q''

R''

O'

Q' 
P'

P 
QO 

P''

O 

P'

3.4. TIPOS TOPOL �OGICOS DE DIAGRAMAS DE DELAUNAY 151
lineal l que env��a K sobre un convexo M inscrito en C y cuya frontera corta a Cen al menos dos pares de puntos opuestos. La imagen inversa E = l�1(C) de Ccumple entonces las condiciones que se piden.Si K no es convexo, pero es compacto, apl��quense las consideraciones anterioresa su cierre convexo conv(K). Veamos c�omo cualquier punto de @conv(K) \ E est�atambi�en en @K \ E (lo cual terminar�a la demostraci�on para este caso). Sea Pun cierto punto en @conv(K) \ E. Como se tiene que @conv(K) � conv(K) =conv(@K), P est�a contenido en un cierto segmento [Q;R] con Q;R 2 @K. Ahorabien, como P 2 E y E est�a circunscrita a todo conv(K) (en particular a @K, la�unica posibilidad es que, obien P = Q o bien P = R. Por tanto, P 2 @K.Por �ultimo, la reducci�on del caso compacto al caso acotado es trivial, puesto quela tesis ata~ne s�olo a la frontera de K. 2
Teorema 3.4.10 Sea dK una distancia estrictamente convexa y supongamos quesu bola unidad K es sim�etrica, pero no es una elipse. Entonces, existe una nube Sde siete puntos tales que el diagrama de Delaunay DelK(S) tiene el tipo topol�ogicodel primero mostrado en la Figura 3.3 (p�ag. 125).
Demostraci�on: Todos los pasos de la demostraci�on ser�an ilustrados en la Figura3.20.

Figura 3.20: Ilustraci�on del Teorema 3.4.10.
Sea E una elipse circunscrita a la dK-bola unidad K, como la que se obtieneen la Proposici�on 3.4.9. Supongamos que, de hecho, E es una circunferencia. Sino fuera as��, podr��amos en cualquier caso aplicar la discusi�on que sigue a una cier-ta transformada af��n de dK y demostrar para ella el Teorema, lo cual, gracias alCorolario 3.4.5, demostrar��a tambi�en el Teorema para dK .Sean P y Q uno de los pares de puntos opuestos en @K \ E, sea O el puntomedio del segmento [P;Q] y sea R otro punto en @K\E. Podemos adem�as suponerque no hay ning�un otro punto de corte de @K con E en el arco de dK que va deP a R sin pasar por Q. �Esto es posible de conseguir, sin m�as que tomar como Py R los extremos de una componente conexa de @K n (@K \ E) y despu�es tomarcomo Q el opuesto de P . En estas condiciones las circunferencias CPP 0O, CQQ0O yCP 0Q0R circunscritas a los tri�angulos PP 0O, QQ0O y P 0Q0R se cortan en el puntoO, como muestra la parte izquierda de la Figura 3.20. Tambi�en pasan por O lastres dK-circunferencias que pasan por los v�ertices de dichos tri�angulos, puesto queson traslaciones a escala 1=2 de la dK-circunferencia unidad.
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Elijamos ahora un punto arbitrario R00 en el arco RP 0 de la circunferenciaCP 0Q0R. �Este punto estar�a necesariamente en el exterior estricto de la correspon-diente dK-circunferencia. Adem�as es posible encontrar una dK-circunferencia C quepasa por P 0 y Q0 y que deja tanto a R00 como a O en su exterior. Tomemos un puntoO0 en el interior del tri�angulo, OP 0Q0, exterior a las circunferencias CPP 0O, CQQ0Oy su�cientemente cerca de O para ser tambi�en exterior a la dK-circunferencia C.Sean por �ultimo P 00 y Q00 los cortes de las prolongaciones de los segmentos [R00; P 0]y [R00; Q0] con las circunferencias CPP 0O, CQQ0O, respectivamente. A�rmamos queentonces el dK-diagrama de Delaunay de los siete puntos P , Q, R, O, P 0, Q0, y O0

es como se muestra en la Figura, esto es, del tipo topol�ogico que busc�abamos.En primer lugar, es f�acil probar, usando t�acnicas de Geometr��a elemental, quelos puntos P 00, O y Q00 est�an alineados (de hecho, O es el punto medio de P 00 y Q00).La arista [P 0; Q0] est�a en el diagrama de Delaunay porque la dK-circunferencia Cque pasa por P 0 y Q0 tiene a los dem'as puntos en su exterior. Las aristas [O;P 0]est�a en el diagrama de Delaunay porque la dK-circunferencia que pasa por P , P 0
y O tiene a O0 en su exterior estricto y a P 00 sobre ella o en su exterior. Por losmismos argumentos est�a tambi�en en el diagrama de Delaunay la arista [O;Q0]. Lapresencia de estas tres aristas mencionadas es su�ciente para completar el diagrama,gracias a la Proposici�on 3.3.10 en la que d�abamos las propiedades estructurales delos diagramas de Delaunay para distancias estrictamente convexas. 2
3.5 Matroides orientadas de Delaunay para distancias

estrictamente convexas y suaves
En la subsecci�on 3.1.4 vimos c�omo la propiedad del levantamiento del diagramade Delaunay Eucl��deo de una nube de puntos S arbitraria conllevaba la existenciade una cierta matroide orientada \de Delaunay", que describ��a de qu�e manera lasdiferentes circunferencias y rectas del plano divid��an a S. Sin embargo, los co-vectores de esa matroide orientada admit��an una de�nici�on directa a partir de lascircunferencias. La propiedad del levantamiento s�olo era utilizada para probar queese conjunto de covectores de�n��a realmente una matroide orientada y que �esta era,adem�as, realizable.El prop�osito de esta secci�on es ver c�omo la existencia de la matroide orienta-da de Delaunay se puede deducir directamente a partir de unas ciertas \buenaspropiedades" de las circunferencias Eucl��deas. Estas buenas propiedades son com-partidas por las distancias estrictamente convexas y suaves en el plano. Por tanto,tambi�en ellas permitir�an de�nir matroides orientadas de Delaunay para cualquiernube �nita de puntos. Veremos adem�as que �estas matroides orientadas de Delaunaytienen casi todas las propiedades que se~nal�abamos en la Secci�on 3.1 excepto, quiz�as,su realizabilidad. En el apartado 3.5.3 veremos que, de hecho, pueden aparecermatroides orientadas de Delaunay no realizables.
3.5.1 Un marco general
Nuestro resultado principal de esta Secci�on (el Teorema 3.5.1) ser�a enunciado endimensi�on arbitraria d. El resultado nos dice esencialmente que si una cierta colec-ci�on de esferas (d � 1)-dimensionales y pseudohiperplanos (i.e., hipersuper�cies
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topol�ogicamente equivalentes a un hiperplano) en el espacio Eucl��deo IRd satis-face unas ciertas propiedades, entonces para cualquier nube �nita S de puntos enIRd los covectores de�nidos por la manera en que las esferas y pseudohiperplanosdividen a S satisfar�an los axiomas de una matroide orientada. Para uni�car losargumentos relativos a esferas y los relativos a pseudohiperplanos ser�a convenientecompacti�car el espacio Eucl��deo por un punto en el in�nito, convirti�endolo en unaesfera d-dimensional Sd. Por el Teorema de Jordan-Brouwer, para cualquier esfera(d � 1)-dimensional C contenida en Sd, su complementario Sd n C tiene dos com-ponentes conexas. Estas dos componentes pueden no ser simplemente conexas parad � 3, (v�eanse [Moise, Antoine]) si C no es equivalente a una esfera PL en Sd, esdecir, si C no es d�ocil (tame). Agradecemos a Fernando Etayo habernos indicadoque la condici�on de docilidad no es necesaria para nuestra demostraci�on del Teorema3.5.1.
Teorema 3.5.1 Sea S una colecci�on de (d� 1)-esferas (d� 1)-dimensionales en lad-esfera Sd (d � 2), a las que llamaremos S-esferas. Supongamos que se satisfacenlas siguientes condiciones:(S1) Por d+ 1 puntos cualesquiera de Sd pasa, al menos, una S-esfera.(S2) La intersecci�on de dos S-esferas C y D es o bien vac��a, o un punto, ouna esfera (d � 2)-dimensional tanto en C como en D. (Diremos que C y D sontangentes si su intersecci�on es un punto y que son transversales si es una (d � 2)-esfera.)(S3) Si d > 2, para toda S-esfera C, la colecci�on de esferas (d�2)-dimensionalesSC := fC \D j D 2 S; C yD son transversales g satisface a su vez las condiciones(S1)-(S5).(S4) Para todo par de puntos P y Q en Sd y para toda S-esfera C que pasa porP pero no por Q existe una y s�olo una S-esfera D que pasa por Q y que corta a Ctangencialmente en P .(S5) Para todo par de S-esferas C y D y todo punto p \entre" ellas (i.e. en lacomponente de Sd nC que contiene a D y en la componente de Sd nD que contienea C) existe una S-esfera Z que pasa por p y que separa a C y D (i.e. con C y Drespectivamente contenidas en las dos componentes conexas de Sd n Z).Sea S una nube �nita de n puntos en Sd. Consideremos la colecci�on V decovectores que contiene a (;; S; ;) (el covector \cero") y a los que son de la forma(C1 \ S;C \ S;C2 \ S) para una S-esfera C, siendo C1 y C2 las dos componentesconexas de Sd n C.Entonces, V es el conjunto de covectores de una cierta matroide orientada M,que es ac��clica, politopal. Adem�as (si S consta de al menos dos puntos), el rangode M vale dos m�as la dimensi�on de \C2S;S�CC, que es una esfera.

Veamos algunas observaciones.
Observaciones 3.5.2 :- Para d = 2, las condiciones (S1) y (S2) son equivalentes a \por tres puntoscualesquiera pasa una y s�olo una S-esfera". La condici�on inductiva (S3) se veri�capara d = 2 si consideramos en S1 el sistema de 0-esferas consistente en todos lospares de puntos de S1. En este caso dir��amos que dos 0-esferas son tangentes sitienen un punto en com�un, que se cortan transversalmente si una de ellas separa
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los dos puntos de la otra y que no se cortan en caso contrario. Este sistema de 0-esferas en S1 satisface las condiciones (S1), (S2), (S4) y (S5) e incluso la condici�on(S3) se veri�car��a para �el, ya que S0 = f;g es el �unico posible sistema de esferas enS0 = f�1;+1g, con el convenio usual S�1 = ;. En cualquier caso, esta extensi�onde la condici�on (S3) al caso d = 2 es redundante.- Veremos m�as adelante que el sistema de esferas formado por las rectas del planoy las dK-circunferencias de una cierta distancia estrictamente convexa y suave dKsatisface las condiciones del Teorema. �Esto no ser�a cierto si la distancia no es es-trictamente convexa (no satisface (S2)) o no es suave (no satisface (S1)). En cuantoa las distancias estrictamente convexas y suaves en el espacio de dimensi�on 3, esf�acil veri�car que satisfacen (S4) y (S5). Tambi�en satisfacen (S1) (cf. [Makeev]) y(S2). Sin embargo, no satisfacen la condici�on inductiva (S3) ni la conclusi�on delTeorema 3.5.1, como se ver�a al �nal de la Secci�on 3.5.2.

Comenzaremos la demostraci�on por la �ultima parte, a saber, el hecho de que laintersecci�on de todas las S-esferas que contienen a S es una esfera, de una ciertadimensi�on. A �esta esfera la llamaremos la esfera generada por S y diremos que kpuntos est�an en posici�on general si la esfera que generan es de dimensi�on k � 2.
Lema 3.5.3 (i) Sea S un sistema de esferas en Sd en las condiciones del Teo-rema 3.5.1. Entonces, la intersecci�on de cualquier n�umero (posiblemente in-�nito) de S-esferas es o bien un punto, o bien vac��a, o bien una esfera de unacierta dimensi�on entre 0 y d� 1.
(ii) Cualquier S-esfera contiene d+1 puntos en posici�on general, i.e. d+1 puntosno contenidos en ninguna otra S-esfera.

Demostraci�on: La demostraci�on se har�a por inducci�on sobre d. Para d = 2 las dosa�rmaciones se deducen trivialmente de la condici�on (S2) del Teorema 3.5.1.Para d > 2, Sea I el conjunto de S-esferas cuya intersecci�on queremos estudiary sea C 2 S una de ellas. Entonces, la intersecci�on de las S-esferas de I es iguala la intersecci�on de las SC-esferas en IC := fC \D j D 2 S; D 6= C g, que es unaesfera por hip�otesis inductiva y gracias a la condici�on (S3) del Teorema 3.5.1. �Estodemuestra (i).Para (ii), sea C1 � C una SC-esfera cualquiera, y consideremos d puntosp1; . . . ; pd en ella en posici�on general (que existen por hip�otesis inductiva). Sea pd+1otro punto de C que no est�e en C1. Por hip�otesis inductiva, la �unica SC-esfera quepasa por p1; . . . ; pd es C1, as�� que ninguna SC-esfera pasa por p1; . . . ; pd+1. Por lacondici�on (S3) del Teorema 3.5.1, tampoco ninguna S-esfera pasa por p1; . . . ; pd+1,excepto la propia C. 2
El siguiente Lema hace referencia a c�omo se cortan dos S-esferas transversales.

Lema 3.5.4 Sea S un sistema de esferas en Sd en las condiciones del Teorema3.5.1. Sean C y D dos S-esferas transversales. Entonces, las dos componentesconexas de C n D quedan cada una en una de las dos componentes conexas deSd nD.
Demostraci�on: Supongamos que no es as��, es decir, que C n D est�a contenido enuna de las dos componentes de Sd n D. Para simplifacar la exposici�on, elijamos
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un \punto del in�nito' en la otra componente de Sd n D, de forma que podemosdecir que C est�a inscrita en D. Llamemos C+ y C� (resp. D+ y D�) a las doscomponentes conexas de Sd n C (resp. de Sd n D), siendo C+ (resp D+) la quecontiene al punto del in�nito. Por construcci�on, D+ � C+ y C� � D�.Tomemos un cierto punto P 2 C \D y un punto Q en C�. Sea Z la S-esferatangente a C en P que pasa por Q (como en la condici�on (S4) ). Entonces, Z estambi�en la S-esfera tangente a D en P y que pasa por Q. La contradicci�on vieneal considerar un cierto punto Q0 2 C \ D distinto de P . Tanto C como D sonS-esferas tangentes a Z en P y pasan por Q0, lo cual contradice la condici�on (S4)del Teorema 3.5.1. 2

La Proposici�on que viene ahora ser�a la base para las operaciones de composici�ony eliminaci�on de una coordenada entre los covectores de la matroide orientada.
Proposici�on 3.5.5 Sea S un sistema de esferas en Sd en las condiciones del Teo-rema 3.5.1. Sean Cy D dos S-esferas y P un punto fuera de C [D. Sean C+y C�(resp. D+ y D�) las dos componentes conexas de Sd nC (resp. de Sd nD), con lossignos de forma que P est�e en C+ \D�. Entonces, existe una S-esfera Z tal que
(i) P 2 Z.
(ii) Z \ C = Z \D = C \D.
(iii) Las dos componentes conexas de Sd n Z est�an contenidas respectivamente enC+ [D+ y C� [D�.
Demostraci�on: Consideremos por separdo las tres posibilidades para C \D:- Si C y D son transversales, entonces C \D es tanto una SC-esfera en C comouna SD-esfera en D. Tomemos d puntos en C \D en posici�on general y sea Z unaS-esfera que pasa por ellos y por P (Z existe por la condici�on (S1) del Teorema3.5.1. Entonces, Z \ C = Z \D = C \D porque Z contiene d puntos en posici�ongeneral de C \D. Por tanto, Z veri�ca (i) y (ii).Del Lema anterior y del hecho de que Z tiene intersecci�on no vac��a con C+ \D� se sigue que las dos componentes conexas de Z n (C \ D) est�an contenidasrespectivamente en C+ \ D�y C� \ D+. Por tanto, las dos componentes conexasde Sd nZ contienen respectivamente a C+ \D+ y C� \D� lo cual a su vez implicaque est�an contenidas en C� [D�y C+ [D+ respectivamente.- Si C y D son tangentes, sea Q su �unico punto de intersecci�on. Sea Z la S-esferatangente a C en Q que pasa por P , obtenida por la condici�on (S4) del Teorema 3.5.1.Si Z \D contuviera alg�un otro punto Q0 aparte de Q, llegar��mos a la contradicci�onde que tanto Z como D ser��an S-esferas tangentes a C en Q que pasan por Q0. Portanto, Z veri�ca las condiciones (i) y (ii).Ahora, Z n fQg es conexo y no interseca a C ni a D. Por tanto, ha de estarcontenido en uno de C+ o C� y en uno de D+ o D�. Como P 2 C+ \D� est�a enZ, Z n fQg est�a contenido en C+ \D�. �Esto implica que una de las componentesconexas de Sd est�a contenida en C+ y una (quiz�as la misma) en D�. Si no es lamisma, hemos terminado. If it is not the same component we have �nished.Si es la misma, llam�emosla Z+ y llamemos Z� a la otra. Entonces, o bienC+ � D� o bien D� � C+. Supongamos, que es C+ � D� (el otro caso es
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an�alogo). Entonces C+ \D+ = ; y C� [D� = Sd n fPg y contiene a Z�. ComoZ+ estaba contenido tanto en C+ como en C�, hemos terminado.-Si C y D son disjuntas, para simpli�car la exposici�on tomemos el punto Pcomo punto del in�nito. Hay tres posibilidades para C y D, a saber que seanmutuamente exteriores, que C sea interior a D o que D sea interior a C. El primercaso se corresponde con que \P est�e entre C y D", como en la condici�on (S5) delTeorema 3.5.1, el cual nos asegura la existencia de la S-esfera Z \que separa a C yD y pasa por P".Si se da uno de los otros casos, supongamos que es D la que es interior a C.Consideremos una cierta S-esfera Z que pase por P y no corte ni a C ni a D. Paraencontrarla, podemos tomar un punto cualquiera Q en C, llamar Z0 a la S-esferatangente a C en Q y que pasa por P y tomar como Z la S-esfera tangente a Z0 enP y que pasa por cualquier punto Q0 en la componente de S2 nZ0 que no corta a C(ni, por tanto, a D).Una tal S-esfera Z veri�ca las condiciones de la Proposici�on: como C+ y D�son las componentes exteriores de S2 n C y S2 n C, se tiene que C+ est�a contenidoen D� y que C� [D� = Sd. Es decir, las dos componentes conexas de S2 nC est�ancontenidas en C� [D�. Por otra parte, una de las componentes conexas de S2 nZes exterior a C, es decir, est�a contenida en C+ � C+ [D+. 2

Con �esto podemos ya demostrar el Teorema 3.5.1, como sigue.
Demostraci�on: (del Teorema 3.5.1). Que los covectores de V satisfacen los axiomas(V0) y (V1) de los covectores de una matroide orientada (De�nici�on 3.1.6, p�agina130) es inmediato, a partir de la de�nici�on de V. Tenemos que veri�car s�olo (V2) y(V3). Si uno de los covectores involucrado es el covector cero los axiomas se veri�cande forma trivial. Supongamos, por tanto, que tenemos dos covectores VC y VD queprovienen de dos S-esferas C y D. Llamemos C+, C�, D+ y D� a las componentesconexas de Sd nC y Sd nD, en la manera que concuerde con los signos de VC y VD.El axioma (V3) se sigue directamente de la Proposici�on 3.5.5, sin m�as que tomarcomo covector VZ el que se obtiene de la S-esfera Z de la Proposici�on con el signoadecuado para que se tenga Z+ � C+ [D+ y Z� � C� [D�.Para el axioma de composici�on (V2), de acuerdo con [Bj�orner-L-S-W-Z] s�olonecesitamos demostrarlo en el caso de que no haya ning�un punto de S en U =(C+ \D�)[ (C� \D+). Si U es vac��o, entonces C = D y no hay nada que probar.Si no, supongamos, que U1 = C+ \ D� es no vac��o. Tomemos un punto P en U1y apliquemos la Proposici�on 3.5.5 a ls S-esferas C y D y al punto P . �Esto nos dauna S-esfera Z cuyo covector VZ es exactamente VC � VD. Si U1 es vac��o pero Uno, apliquemos el mismo argumento a los covectores reorientados �VC y �VD, paraobtener un covector VZ = �VC � VD. Entonces, trivialmente, �VZ = VC � VD. �Estotermina la demostraci�on de que V de�ne una matroide orientada M.Para mostrar que M es politopal, sea P un punto de S y veamos que hay unacierta S-esfera CP que pasa por P y que tiene a S n fPg contenido en una de lasdos componentes de S2 n CP . CP se obtendr�a por inducci�on sobre el n�umero n depuntos en S. El caso n = 1 es trivial. Para n arbitrario, sea Q otro punto de S y,por hip�otesis inductiva, sea C una S-esfera que pasa por P y tiene a S n fP;Qg enuna de las componentes conexas C+ de su complementario. Si Q 2 C+ habremosterminado. Si Q 2 C, bastar�a tomar CP tangente a C en P y pasando por un punto
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arbitrario de C�. Si Q 2 C�, apliquemos lo anterior a la S-esfera tangente a C enP que pase por Q, que seguir�a teniendo a S n fP;Qg en una de las componentesconexas C+ de su complementario. Que la matroide orientada es ac��clica se obtienede componer los covectores CP y CQ obtenidos en la demostraci�on de politopalidad(de hecho, toda matroide orientada politopal es ac��clica).Para el rango de M, sea C la S-esfera generada por S. y consideremos alsistema de esferas SC inducido en ella. La matroide orientada M coincide con lacorrespondiente matroide orientada MS , lo cual nos permite estudiar �unicamenteel caso en que S genera a Sd, es decir, que no est�a contenido en ninguna S-esfera.Queremos probar que en este caso el rango es d+ 2.Veamos primero que el rango es a lo m�as d+ 2. Sean V0; V1; . . . ; Vl una cadenade covectores obtenidos cada uno de componer el anterior con alg�un covector. En-tonces, existen l puntos fP1; . . . ; Plg 2 S tales que Pi+1; . . . ; Pl son cero en Vi, peroP1; . . . ; Pi no lo son. Para i = 1; . . . ; l � 1 Sea Ci la esfera generada por Pi; . . . ; Pl.Entonces, cada Si+1 est�a estrictamente contenida en la enterior Si. Por tanto, comola dimensi�on de Sl�1 es cero, la dimensi�on de S1 = Sd es al menos l � 2, es decir,l < d+ 2.Para probar que el rango es al menos d+ 2, consideremos d+ 2 puntos de S enposici�on general (que existen, gracias al Lema 3.5.3, pues S genera a la esfera Sd).Sea S0 el conjunto de esos d + 2 puntos. La matroide orientada de S tiene rangomayor o igual que la de S0. �Esta �ultima contiene, para cada P 2 S0, un covectornulo en S0 n fPg y no nulo en P y, por tanto, su rango es d+ 2. 2

3.5.2 El caso de las distancias estrictamente convexas
Consideremos el caso de una distancia convexa dK en el plano Eucl��deo. Supon-gamos en primer lugar que dK es estrictamente convexa y suave. Vamos a ver queel Teorema 3.5.1 se aplica a ellas.
Teorema 3.5.6 Sea dK una distancia estrictamente convexa y suave en el planoEucl��deo. Consideremos la compacti�caci�on S2 = IR2 [1 del plano por un punto,que es una 2-esfera. Consideremos el sistema de 1-esferas SK en S2 formado porlas dK-circunferencias y la compacti�caci�on de las rectas. Entonces, SK est�a en lascondiciones del Teorema 3.5.1
Demostraci�on: Las condiciones (S1) y (S2) del Teorema son equivalentes, para d = 2a \por cada tres puntos pasa una y s�olo una S-esfera". Traducido a dK-esferas �estoequivale a que tres puntos alineados no son dK-cocirculares y por tres puntos noalineados pasa una y s�olo una dK-circunferencia. �Esto se cumple para una distanciaestrictamente convexa y suave, como vimos en las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5. Lacondici�on (S3) del Teorema no afecta al caso d = 2, as�� que s�olo nos quedan porver (S4) y (S5). Para cada una de ellas debemos considerar todos los posibles casosde que C y D sean dK-circunferencias o sean rectas, y que P y Q sean puntos delplano o uno de ellos sea el punto del in�nito.(S4) Si Q es el punto del in�nito, C es una dK-circunferencia y D una recta. Lacondici�on equivale a decir que por cada punto P de una dK-circunferencia C pasauna recta soporte que s�olo corta a C en P . �Esto es cierto por convexidad estrictade C.
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Si Q no es el punto del in�nito, y P s�� lo es, C es una recta. La condici�on equivalea decir que hay una dK-circunferencia D que pasa por Q y con recta soporte D enel punto P . Para encontrarla, basta comenzar con una dK-circunferencia tangentea la recta en P y muy peque~na, y agrandarla de forma cont��nua hasta que pase porQ. Si ni P ni Q son puntos del in�nito, C y D son dK-circunferencias. La condici�onnos pide, dada una dK-circunferencia C que pasa por P y no pasa por Q, encontrarotra que pase por P y Q y sea \tangente" a ella (esto es, que la corte s�olo en P ).Para encontrarla, consideremos primero una recta soporte de C en P y luego lacircunferencia con esa misma recta soporte en P y que pasa por Q. Si las dos dK-circunferencias resultan estar en lados opuestos de la recta soporte es claro que nose cortan. Si est�an en el mismo, entonces son necesariamente homot�eticas por unahomotecia con centro en P y, de nuevo por convexidad estricta, no tienen ning�unotro punto de corte.(S5) Tenemos tres caso, seg�un que C y D sean dK-circunferencias o rectas.Si ambas son dK-circunferencias y una est�a dentro de la otra, entonces sonhomot�eticas con centro de homotecia en un punto interior a ambas. Como P est�aentre ambas, la dK-circunferencia que buscamos se puede encontrar agrandando lainterior de forma cont��nua, con el mismo centro de homotecia, hasta que pase porP . Si una de ellos es una recta (digamos C), el punto P es exterior a D y est�a en elmismo lado de la recta C que D. Podemos reducir este caso al anterior cambiandoC por una dK-circunferencia con reta soporte C y su�cientemente grande paracontener tanto a P como a D en su interior.Si ambas son dK-circunferencias y son mutuamente exteriores, P puede ser elpunto del in�nito o un punto del plano. Si es el in�nito, lo que buscamos es unarecta que separe a C de D, la cual existe. Si es un punto del plano, encontrar unarecta que separe a C de D y no pase por P nos sirve tambi�en para reducir esta casoal de una dK-circunferencia y una recta. 2

Corolario 3.5.7 Sea dK una distancia estrictamente convexa y suave en el planoEucl��deo. Sea S una nube �nita de puntos. Entonces, los conjuntos de covectoresVS y VS[f1g obtenidos como las particiones de S y S [ f1g inducidas por dK-circunferencias y rectas de�nen sendas matroides orientadas ac��clicas y politopalesDOMK(S) y EDOMK(S).Sea k la dimensi�on del espacio af��n generado por S. Entonces, EDOMK(S) esde rango k+2 y DOMK(S) es de rango k+1 si los puntos de S son dK-cocircularesy k + 2 en caso contrario.
Demostraci�on: La �unica a�rmaci�on que requiere ser probada es la que se re�ere alrango de las matroides. La de EDOMK(S) se obtiene directamente del Teorema3.5.1 porque la \dK-esfera" generada por S [ f1g es siempre una recta o el planocompacti�cado. Para el caso de DOMK(S) basta tener en cuenta que la dK-esferagenerada es o bien el plano, o bien una recta o bien un punto o bien una dK-circunferencia. En los dos �ultimos casos los puntos son dK-cocirculares y el rangodado por el Teorema coincide con k+1 (donde k es cero o dos respectivamente). 2
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El Teorema 3.5.6 y su Corolario 3.5.7 son ciertos para la distancia Eucl��dea en elespacio IRd de dimensi�on arbitraria (y su demostraci�on es esencialmente la mismaque nosotros hemos dado) sin m�as que cambiar la palabra dK-circunferencia por\traslaci�on a escala de la esfera est�andar Sd�1. La pregunta natural es si tambi�en sonciertos para las distancias estrictamente convexas y suaves en dimensi�on superior.El resto de esta secci�on est�a dedicado a mostrar que la respuesta es negativa y amostrar la nacesidad de la convexidad estricta y suavidad para el caso del plano.Para estas �ultimas es claro que las condiciones del Teorema 3.5.1 no se satisfacen,pero �esto no implica a priori la imposibilidad de de�nir matroides orientadas deDelaunay.

Proposici�on 3.5.8 Sea dK una distancia convexa y supongamos que no es estric-tamente convexa o que no es suave. Entonces, existe una cierta nube de puntos Spara la cual la colecci�on de covectores VDK (S) del Teorema 3.5.6 no satisface lascondiciones de una matroide orientada. Adem�as, S puede tomarse con s�olo cuatropuntos en el caso no suave y con cinco en el caso no convexo.
Demostraci�on: Para el caso no estrictamente convexo, sean C y D dos dK-circunfe-rencias que se cortan en tres puntos P1, P2 y P3 alineados (C yD en tales condicionesexisten, gracias a la Proposici�on 3.2.4). Sea P4 otro punto que no est�e en la mismarecta y tal que ninguna dK-circunferencia pase por P1, P2, P3 y P4 (por ejemplo,t�omese P4 su�cientemente cercano al punto intermedio de P1, P2 y P3, pero fuerade la recta). Consideremos un �ultimo punto P5 que est�e en C pero no en D y seaS = fP1; . . . ; P5g. Para ver que VDK (S) no satisface las condiciones de una matroideorientada, sean VC y VD los covectores obtenidos de C y D con signos de forma queP4 sea negativo en uno y positivo en el otro. El axioma (V3) de los covectores deuna matroide orientada deber��a producir un covector que sea cero en P1, P2, P3 yP4 pero no en P5. �Esto implicar��a la existencia de una dK-circunferencia (o recta)que pase por P1, P2, P3 y P4, la cual no existe, por construcci�on.Para una distancia dK que no sea suave, sean P1, P2 y P3 tres puntos no alineadosy no dK-cocirculares (que existen, por la Proposici�on 3.2.5). Sean C y D dos dK-circunferencias arbitrarias que pasen por P1 y P2 y sea P4 un punto en C pero noen D. Sea S = fP1; . . . ; P4g. Considerando de nuevo los covectores VC y VD, ahoracon signos dados de forma que P3 sea positivo en uno y negativo en el otro, el mismoaxioma (V3) deber��a proporcionar una dK-circunferencia (o recta) que pase por P1,P2 y P3. 2

Pasemos ahora al caso de dimensi�on superior. Comencemos por una observaci�onde tipo general. Sea S un sistema de esferas en Sd (no necesariamente en lascondiciones del Teorema 3.5.1) y sea S un conjunto �nito de Sd. Sea V el conjuntode covectores de�nido por las particiones que las S-esferas inducen en S. Entonces,una condici�on necesaria para que V de�na una matroide orientada es que S est�econtenido o bien en una �unica S-esfera, o bien en ninguna o bien en un n�umeroin�nito de ellas. �Esto es as�� porque, si S est�a contenido en dos S-esferas diferentesC y D, cualquier punto adicional P 2 Sd estar�a contenido en una S-esfera quecontiene a S. Dicha S-esfera ser�a o bien C, o bien D, o bien una que se obtenga deC y D haciendo uso del axioma (V3) de los covectores de una matroide orientada,si P no est�a ni en C ni en D.
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Con �esto ya podemos encontrar contraejemplos a la existencia de matroidesorientadas de Delaunay para distancias estrictamente convexas y suaves en dimen-si�on 3. En efecto, en [Icking-K-L-M] (v�ease tambi�en [Le]) se muestran ejemplos dedistancias estrictamente convexas y suaves dK en IR3 y de conjuntos S de cuatropuntos no coplanares para los cuales S est�a contenido en un n�umero �nito peromayor que uno de dK-esferas. De hecho, Le demuestra que tales conjuntos puedenser encontrados para cualquier distancia convexa en IR3 cuya bola unidad no seaelipsoidal.Por ejemplo, es f�acil comprobar que para la distancia L4 los puntos P1 = (0; 0; 2),P2 = (0; 0;�2), P3 = (�1; 2; 0) y P4 = (2;�1; 0) est�an en exactamente tres L4-esferas distintas: las ecuaciones de un punto (x; y; z) cuya L4-distancia a esos cuatropuntos sea la misma se reducen sin mucha di�cultad a la forma

z = 0; x = y; 2x4 + 24 = (x+ 1)4 + (x� 2)4:
La �ultima de estas ecuaciones tiene tres soluciones reales x1, x2 y x3, en los intervalos[0; 1], [1; 2] y [6; 7]. Por tanto, los puntos (x1; x1; 0), (x2; x2; 0) y (x3; x3; 0) soncentros de tres L4-esferas que se cortan en P1, P2, P3 y P4. Adem�as, por argumentosde transversalidad de las super�cies de�nidas por las tres ecuaciones, se demuestraque �esto seguir�a ocurriendo para cualquier peque~na perturbaci�on de dichos cuatropuntos (es decir, que la con�guraci�on no puede considerarse como una degeneraci�on).
3.5.3 Realizabilidad y regularidad de las matroides orientadas ylos diagramas de Delaunay
Sea dK una distancia estrictamente convexa y suave en el plano. Por el Teorema3.5.6 sabemos que, para cada nube de puntos S podemos de�nir una matroide orien-tada de Delaunay (extendida o no) respecto a la distancia dK . Al igual que conlos tipos topol�ogicos de diagramas de Delaunay nos interesa saber si las matroidesorientadas que pueden aparecer coinciden con las de la distancia Eucl��dea. En estasecci�on vamos ver que �esto no es as��. En particular, veremos que las matroidesorientadas pueden no ser ni siquiera realizables. �Esto est�a relacionado con el he-cho de que los diagramas de Delaunay pueden no ser regulares y que, por tanto,las distancias estrictamente convexas y suaves no pueden tener una propiedad dellevantamiento an�aloga a la de la distancia Eucl��dea.Por supuesto, si la bola unidad de dK es una elipse, las matroides orientadas deDelaunay s�� coincidir�an con las que produce la distancia Eucl��dea. Por tanto, estasdistancias estar�an exclu��das de nuestro resultdo. Tambi�en, por razones t�ecnicas,estaran exclu��das las distancias no sim�etricas (aqu�ellas cuya bola unidad no coincidecon su opuesta). La raz�on de �esto es que en la demostraci�on haremos uso de laProposici�on 3.4.9, que s�olo concierne a objetos sim�etricos.Aunque la con�guraci�on de puntos obtenida en el Teorema 3.5.9 es degenerada(contiene dos subconjuntos de cuatro puntos alineados) un subconjunto abierto desus posibles perturbaciones tambi�en produce triangulaciones de Delaunay no re-gulares y matroides orientadas de Delaunay no realizables. Por tanto, se puedenconseguir ejemplos no degenerados.
Teorema 3.5.9 Sea dK una distancia estrictamente convexa y suave en el planoEucl��deo IR2. Supongamos que la dK-bola unidad no es una elipse y que es sim�etrica.
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Entonces, existe una nube S de ocho puntos P1; . . . ; P8 tal que su diagrama deDelaunay DelK(S) con respecto a distancia dK contiene los ocho tri�angulos de laFigura 3.21 y tal que los puntos P1, P2, P5 y P6 est�an alineados, as�� como los puntosP3, P4, P7 y P8. Por tanto,
(i) La matroide orientada de Delaunay DOMK(S) es no realizable.
(ii) El diagrama de Delaunay de S con respecto a dK no es una divisi�on regularde la envolvente convexa de S.

Figura 3.21: Matroide orientada de Delaunay no-realizable.
Demostraci�on:Apliquemos la Proposici�on 3.4.9 a la dK-bola unidd K. Sin p�erdida de generali-dad, supongamos que la elipse E que se obtiene es una circunferencia. Consideremoscuatro pares de puntos opuestos en E (como en la parte izquierda de la Figura 3.21)tales que A, A0, C y C 0 est�an tambi�en en la frontera de K y B, B0, D y D0 est�an enel exterior de K, siendo los segmentos [A;B], [C;D], [A0; B0] y [C 0; D0] de igual lon-gitud. Sea S el conjunto de ocho puntos de la parte derecha de la Figura, obtenidoscomo P1 = A; P2 = D0; P3 = B0; P4 = C 0;

P5 = P4 +BD0; P6 = P4 +BA;
P7 = P6 +DB = P2 +A0C 0; P8 = P6 +DC = P2 +A0B0:

Por construcci�on, los puntos P1P2P5P6 y P3P4P7P8 est�an alineados, lo cual im-plica que (0; 0;+;+; 0; 0;�;�) y (+;+; 0; 0;�;�; 0; 0) son covectores de la matroideorientada de Delaunay DOMDK (S). Los puntos P1P2P3P4, P3P4P5P6, P5P6P7P8 yP7P8P1P2 son cocirculares respecto a la distancia Eucl��dea pero, respecto a la dis-tancia dK su diagrama de Delaunay contiene los ocho tri�angulos de la Figura. Porejemplo, los tri�angulos P1P2P4 y P1P3P4 aparecen porque hay una dK-circunferenciaque pasa por P1 y P4 y tiene a P2 y P3 en su exterior. �Esto implica que los siguientesocho covectores tambi�en est�an en DOMDK (S):
(0; 0;+; 0;+;+;+;+); (0;+; 0; 0;+;+;+;+);
(+;+; 0; 0;+; 0;+;+); (+;+; 0;+; 0; 0;+;+);
(+;+;+;+; 0; 0;+; 0); (+;+;+;+; 0;+; 0; 0);
(+; 0;+;+;+;+; 0; 0) y (0; 0;+;+;+;+; 0;+);
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Vamos a probar que cualquier matroide orientada ac��clica de rango (a lo m�as) cuatroque contenga a esos diez covectores es no realizable.Si la matroide orientada fuera realizable, existir��an ocho puntos Q1; . . . ; Q8 enIR3 que la realizar��an. Adem�as, las relaciones lineales que conocemos entre lospuntos (dadas por los dos primeros covectores) implican que para un cierto sistemade coordenadas los puntos Q1; . . . ; Q8 son las columnas de la matriz que se da acontinuaci�on, donde algunos coe�cientes est�an sin determinar pero los valores dex1; . . . ; x8 son estrictamente positivos. Los valores de los zi pueden ser positivos onegativos. Sus signos en la matriz han sido escogidos por conveniencia.

0
@x1 x2 0 0 �x5 �x6 0 00 0 x3 x4 0 0 �x7 �x8z1 z2 z3 z4 �z5 �z6 �z7 �z8

1
A

De los otros ocho covectores podemos deducir informaci�on sobre los deter-minantes de ciertas cuaternas de los puntos. Recordemos que el determinante(P1; P2; P3; P4) de cuatro puntos es el determinante de la matriz 4 � 4 que tienelas tres coordenadas del punto Pi, con un 1 adicional al �nal, en la �la i-�esima.Estos determinantes constituyen el llamado \quirotopo" de la matroide orientada.La informaci�on que obtenemos de los covectores es que si un cierto covector es ceroen tres puntos P1, P2 y P3 y tiene el mismo signo en dos puntos Q1 y Q2, entonceslos determinantes (P1; P2; P3; Q1) y (P1; P2; P3; Q2) tienen el mismo signo. �Esto esas�� porque el covector proviene de un plano que contiene a los puntos P1, P2 y P3y que tiene a Q1 y Q2 al mismo lado. Representando por sg[ijkl] al signo (�1, +1�o 0) del determinante (Pi; Pj ; Pk; Pl), de los ocho covectores mencionados podemosdeducir que:
sg[1247] = sg[1243] = sg[1245] sg[1342] = sg[1346] = sg[1347]
sg[3461] = sg[3465] = sg[3467] sg[3564] = sg[3568] = sg[3561]
sg[5683] = sg[5687] = sg[5681] sg[5786] = sg[5782] = sg[5783]
sg[2785] = sg[2781] = sg[2783] sg[1278] = sg[1274] = sg[1275]

En principioo, los signos podr��an ser cero, en el caso de que los tres puntosque son cero en el covector correspondiente estuvieran alineados. Veamos que �estono es posible. Si, por ejemplo, [1247] = [1243] = [1245] fueran cero (es decir, siP1, P2 y P4 estuvieran alineados), entrar��amos en contradicci�on con el covector(0;+; 0; 0;+;+;+;+) que proviene de un plano que pasa por P1 y P4 pero no porP2. Por tanto, sin p�erdida de generalidad, podemos suponer que los siguientesdeterminantes son todos estrictamente positivos:
[1234] [1274] [1347]
[3456] [3416] [3561]
[5678] [5678] [5783]
[7812] [7812] [7125]

De �esto deduciremos las siguientes cuatro a�rmaciones, que son mutuamentecontradictorias. �Esto terminar�a la demostraci�on de la parte (i).
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(a) x4 � x3 < 0) x2 � x1 < 0) x8 � x7 < 0) x6 � x5 < 0) x4 � x3 < 0.(b) x2 � x1 > 0) x4 � x3 > 0) x6 � x5 > 0) x8 � x7 > 0) x2 � x1 > 0.(c) x2 � x1, x4 � x3, x6 � x5 y x8 � x7 no pueden ser los cuatro estrictamentepositivos.(d) x2 � x1, x4 � x3, x6 � x5 y x8 � x7 no pueden ser los cuatro estrictamentenegativos.
Para la demostraci�on, vamos a introducir la siguiente notaci�on. Llamaremos Aija xizj � xjzi. �Estos Aij veri�can que Aij = �Aji y xiAjk + xjAki+ xkAij = 0. Lasimplicaciones x4 < x3 ) x2 < x1 y x2 > x1 ) x4 > x3 de (a) y (b) se seguir�an dela imposibilidad de x4 � x3 y x2 � x1. El resto de (a) y (b) se prueban de maneraan�aloga. Para probar la mencionada imposibilidad usaremos la positividad de lostres determinantes

[1234] = (x4 � x3)A12 � (x2 � x1)A34 > 0;
[1274] = (x7 + x4)A12 + (x2 � x1)A74 > 0;

[1347] = x1(A34 �A47 �A73) > 0:
No podemos tener x2 = x1 y x4 = x3, porque �esto contradice a (x4 � x3)A12 �(x2 � x1)A34 > 0.Si se diera x2 = x1 y x4 < x3, �esto implicar��a (x4�x3)A12 > 0 y (x7+x4)A12 > 0.De aqu��, la contradicci�on A12 < 0 y A12 > 0.Si se diera x2 > x1 y x4 = x3 entonces (x2 � x1)A34 < 0, i.e. A34 < 0. Adem�asA34 > A47 + A73. Usando x7A34 + x3A47 + x4A73 = 0 obtenemos que x7A34 =�x3A47 � x4A73 = �x3(A47 +A73) > �x3A34. �Esto implica que (x7 + x3)A34 > 0,i.e. A34 < 0 que de nuevo da una contradicci�on.Si se diera x2 > x1 y x4 < x3, entonces A12=(x2 � x1) < A34=(x4 � x3) yA12=(x2 � x1) > �A74=(x7 + x4). Por tanto,

�A74(x7 + x4) <
A12(x2 � x1) <

A34(x4 � x3) :
Por otra parte, x7A34 + x3A47 + x4A73 = 0 y x4(A34 � A47 � A73) > 0 producenx4A34�x4A47+x7A34+x3A47) > 0. �Esto se puede reescribir como A74(x4�x3)+A34(x4 + x7) > 0 y de aqu��

�A74(x4 + x7) >
A34(x4 � x3) :

Si (c) �o (d) no fueran ciertas, la positividad de
[1234] = (x4 � x3)A12 � (x2 � x1)A34;
[3456] = (x4 � x3)A56 + (x6 � x5)A34;
[5678] = �(x8 � x7)A56 + (x6 � x5)A78;
[7812] = �(x8 � x7)A12 � (x2 � x1)A78:

produce la contradicci�on
A12(x2 � x1) >

A34(x4 � x3) >
�A56(x6 � x5) >

�A78(x8 � x7) >
A12(x2 � x1) :
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El hecho de que el diagrama de Delaunay no es regular podr��a demostrarse al-gebraicamente siguiendo exactamente los mismos pasos, pero vamoos a esbozar unademostraci�on m�as geom�etrica y m�as corta, similar a la que dimos para el ejemplode la Figura 3.4. Si el diagrama de Delaunay fuera regular, habr��a un levantamientofQ1; . . .Q8g de fP1; . . . ; P8g cuya envolvente inferior se proyectar��a sobre el diagra-ma. Consideremos el punto O de intersecci�on de las rectas que pasan por P1P2P5P6y por P3P4P7P8. Sea v la l��nea vertical que pasa por O. Sean A, B, C y D lospuntos de intersecci�on de v con las l��neas que pasan, respectivamente, por Q1Q2,Q3Q4, Q5Q6 y Q7Q8. El hecho de que los tri�angulos Q1Q2Q4 y Q1Q3Q4 est�enen la envolvente inferior, implica que A est�a por debajo de B en v. Los mismosargumentos nos llevan a que B est�a debajo de C, C est�a debajo de D y D est�adebajo de A. �Esto es una contradicci�on. 2
El Teorema 3.5.9 (en particular, la no regularidad del diagrama de Delaunay)tiene por consecuencia inmediata la imposibilidad de tener una propiedad del levan-tamiento para los diagramas de Delaunay producidos por las distancias convexas.


