
Cap��tulo 2
Construcci�on de curvas
algebraicas planas reales
proyectivas con topolog��a dada

Como hemos visto en el cap��tulo anterior, las curvas algebraicas (planas, reales,tanto a�nes como proyectivas) proporcionan un ejemplo fundamental de diagramas.El objeto de este cap��tulo es estudiar, dado un cierto diagrama D en el plano realproyectivo (por ejemplo, a trav�es de un c�odigo como los estudiados en el Cap��tulo 1)la forma de encontrar una curva algebraica C con su mismo tipo topol�ogico. Diremosen este caso que C realiza algebraicamente al diagrama D. Adem�as queremos quela obtenci�on del polinomio sea lo m�as algor��tmicamente sencilla posible y tener uncontrol sobre la complejidad del polinomio obtenido (en particular, sobre su grado)en funci�on de la complejidad topol�ogica del diagrama.
Este problema est�a relacionado con dos problemas que han generado un ampliointer�es en los �ultimos tiempos en el �area de la Geometr��a Algebraica Real: por unaparte el problema de la determinaci�on algor��tmica de la topolog��a de una curvaalgebraica real, ya mencionado en el p�arrafo 1.4.1 del Cap��tulo 1 y que se puedeconsiderar inverso del que ahora nos ocupa. Por otra el llamado problema XVI deHilbert que, entendido de manera amplia, pregunta cu�ales son las posibles con�g-uraciones topol�ogicas de curvas proyectivas no singulares de grado dado. V�eanselas referencias [Gudkov, Itenberg, Risler, Viro, Wilson] para m�as informaci�on sobreeste problema.
En la investigaci�on del Problema XVI de Hilbert hay dos partes metodol�ogica-mente diferentes. Por un lado se demuestran ciertas restricciones te�oricas (prohibi-ciones) a la forma en que las componentes de la curva est�an dispuestos y, por otra,se buscan m�etodos de construcci�on para las curvas no prohibidas. Cuando todoslos tipos topol�ogicos no prohibidos para un cierto grado han sido construidos elproblema estar�a cerrado. Respecto al m�etodo de construcci�on de la curva, hastacomienzos de los a~nos 80 todas las curvas fueron construidas por m�etodos de pertur-baci�on del tipo de los que veremos en la Secci�on 2.3. Con estos m�etodos el problemafue resuelto hasta grado 6 (hasta grado 5 el problema es relativamente sencillo y elgrado 6 fue cerrado en los a~nos 60 por Gudkov). En el a~no 84, Viro [Viro] present�oun nuevo m�etodo de construcci�on, radicalmente diferente y con una gran compo-
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74 CAP�ITULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS CON TOPOLOG��A DADA
nente de Geometr��a Combinatoria, gracias al cual cerr�o el problema para grado 7.El grado 8 sigue a�un abierto.Volviendo a la realizabilidad de un diagrama como curva algebraica, lo primeroque aparece como obvio es que no todo diagrama puede ser realizado. Debido a quetoda semirrama anal��tica real tiene una prolongaci�on tambi�en real, una condici�onnecesaria para la realizabilidad de un diagrama es que todos sus v�ertices tengan va-lencia par. Esta condici�on de�ne un tipo de diagramas al que llamaremos Eulerianosen la Secci�on 2.1 y que tiene otras propiedades interesantes.El que un diagrama sea Euleriano es condici�on, adem�as de necesaria, su�cientepara que sea realizable. La su�ciencia, sin embargo, no se puede cali�car de obvia.Por ejemplo, su generalizaci�on natural a variedades algebraicas de dimensi�on superi-or no es cierta (v�ease [Bochnak-C-R] o [Akbulut-King]). Hemos de mencionar que lasdemostraciones cl�asicas de �este y similares resultados usan aproximaci�on polin�omicade funciones C1 y son, por tanto, absolutamente no-constructivas. Nuestros resul-tados proporcionan una demostraci�on constructiva (y con acotaci�on del grado de lacurva algebraica) de este hecho.Ahora bien, nuestros m�etodos de construcci�on, en su estado actual, s�olo se adap-tan de forma satisfactoria a diagramas con s�olo puntos dobles, es decir, a diagramasEulerianos cuyos puntos singulares son todos de multiplicidad 0 �o 2. (Nota: llamare-mos puntos singulares de un diagrama Euleriano a aqu�ellos en los que el diagramano es localmente liso, es decir, a los v�ertices de valencia diferente de 2. Llamamosmultiplicidad de un punto singular a la mitad de su valencia). El caso de puntosde multiplicidad mayor que 2 est�a a�un en fase de estudio y no se incluye en es-ta memoria. El resultado provisional es que podemos realizar cualquier diagramaorientable (i.e. que no corte a una cierta pseudorrecta) con un grado del orden de4Pmi+2k, dondemi son las multiplicidades de los puntos singulares y k el n�umerode componentes conexas. Lo que s�� veremos es que este grado es del orden del dobledel que es necesario, al menos, para algunos ejemplos (ver la Proposici�on 2.5.1, quese anuncia en esta introducci�on como Proposici�on 2.0.2).

La organizaci�on de este cap��tulo es la siguiente:La Secci�on 2.1 describe algunas propiedades particulares de los diagramas Eu-lerianos en el plano proyectivo, los �unicos realizables como curvas algebraicas. Enparticular, se introduce la divisi�on en diagramas orientables y no orientables y, paraestos �ultimos, en pares e impares.Las Secciones 2.2 y 2.3 presentan, respectivamente, las dos t�ecnicas esncialesen las que se basar�an nuestras construcciones. La primera es puramente topol�o-gico/combinatoria y trata de c�omo \desingularizar" un diagrama de forma quedespu�es pueda ser \reconstruido por piezas". La segunda es m�as algebraica y tra-ta del estudio de c�omo cambia la topolog��a de una curva algebraica Cf cuandomodi�camos ligeramente sus coe�cientes. En particular se estudiar�an las perturba-ciones del tipo f + "g, que ser�an las que usaremos en nuestras construcciones. Paraterminar la Secci�on 2.3 se incluye un primer m�etodo general de construcci�on decurvas algebraicas con s�olo puntos dobles. Aunque produce peor grado que el quese mostrar�a en la Secci�on siguiente, merece la pena incluirlo porque es m�as sencillo(en particular, ser��a m�as f�acil de implementar en el ordenador) y porque parte dela construcci�on se usar�a de nuevo en segundo m�etodo.La Secci�on 2.4 presenta nuestros principales resultados de construcci�on, en los
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que se obtiene una curva algebraica que realiza un diagrama con s�olo puntos doblescon un grado que es gen�ericamente �optimo como funci�on del n�umero de puntosdobles y componentes conexas (Teorema 2.4.11).
Teorema 2.0.1 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo con s�olo pun-tos dobles. Sean k y n los n�umeros de componentes conexas y puntos dobles de D,respectivamente. Entonces D tiene el tipo topol�ogico de una cierta curva algebraicade grado menor o igual que 2n+ 2k.

Nuestros resultados de la Secci�on 2.4 son m�as precisos que �esto. Para empezar,los diagramas pares s�olo pueden ser realizados con grado par y los diagramas imparess�olo pueden ser realizados con grado impar (cf. de nuevo la Secci�on 2.1). Nuestrosresultados se enunciar�an (y, sobre todo, se demostrar�an) por separado para el casopar y el caso impar. En �este �ultimo caso el grado necesario queda rebajado a2n+2k� 1. En segundo lugar se da m�as informaci�on sobre la curva algebraica querealiza el diagrama. Se demuestra que dicha curva puede ser tomada de la formaf + "g, donde " es un n�umero real (su�cientemente peque~no), g es un producto derectas y f un producto de c�onicas (y una c�ubica, en el caso impar). Las rectas,c�onicas y c�ubica correspondientes pueden ser obtenidas del diagrama por m�etodoscombinatorios, que tienen que ver con las desingularizaciones de la Secci�on 2.2. �Estose ve en los resultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9.En la �ultima Secci�on veremos, en primer lugar, que el grado obtenido en laconstrucci�on anterior no es mejorable, en el sentido de que hay diagramas con npuntos dobles y k componentes conexas (para todo n y todo k) que no admiten serrealizados con grado menor. Tales diagramas son relativamente f�aciles de encontrary, adem�as, se pueden generalizar a puntos de multiplicidad superior, obteni�endose(cf la Proposici�on 2.5.1):
Proposici�on 2.0.2 Sean k, n y mi, con i = 1; . . . ; n n�umeros enteros tales quek > 0, n � 0 y mi � 2. Entonces, existe un cierto diagrama Euleriano D en elplano proyectivo con k componentes conexas y n puntos singulares de multiplicidadesrespectivasm1; . . . ;mn que no puede ser del mismo tipo topol�ogico que ninguna curvaalgebraica de grado menor que 2(P(mi � 1) + k).

Por supuesto, una gran mayor��a de diagramas son realizables con grado menorque 2n + 2k. Los Teoremas de Bezout y de Harnack nos dan cotas, ambas al-canzables, que permiten encontrar diagramas realizables con grado, esencialmentep2n+ 2k. Sin embargo, podemos entender la cota 2(P(mi � 1) + k) como unacota inferior gen�erica al grado necesario para realizar todos los diagramas con npuntos dobles y k componentes conexas. En este sentido podemos decir que nuestraconstrucci�on de la Secci�on 2.4 tiene grado gen�ericamente �optimo.Por �ultimo, de nuevo para el caso de puntos dobles, seremos capaces de carac-terizar exactamente qu�e diagramas necesitan el grado m�aximo para ser realizados.�Esto supone s�olo una peque~na rebaja del grado necesario para realizar el resto delos diagramas, sin ninguna importancia pr�actica, pero tiene cierta relevancia te�oricapuesto que, en cierto modo, nos dice que s�olo necesitan grado 2n+2k (�o 2n+2k�1)para ser realizados aqu�ellos diagramas que, de forma evidente, lo necesitan (comoel que aparecer�a en la Figura 2.26, p�agina 108). El resultado es el siguiente (cf.2.5.9).
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Teorema 2.0.3 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo con s�olo pun-tos dobles. Sea k su n�umero de componentes conexas y n su n�umero de puntossingulares. Entonces, son equivalentes:
(i) D no es topol�ogicamente equivalente a ninguna curva algebraica de gradomenor que 2n+ 2k si es par �o 2n+ 2k � 1 si es impar.
(ii) existen dos puntos del plano proyectivo tales que cualquier pseudorrecta quepasa por ellos corta al diagrama al menos 2n + 2k veces (2n + 2k � 1 si esimpar), contadas con multiplicidad.
Tambi�en en este caso obtenemos informaci�on m�as precisa. El Teorema 2.5.8 nosdice concretamente qu�e diagramas satisfacen la condici�on (ii). La expresi�on \con-tadas con multiplicidad" hace referencia a que si la pseudorrecta corta al diagramaen un punto doble o en un punto aislado el corte ha de contarse como si fueran dos.

2.1 Curvas algebraicas y diagramas Eulerianos en el
plano proyectivo

A lo largo de todo el cap��tulo utilizaremos el t�ermino curva algebraica para referirnosa una curva algebraica plana proyectiva real entendida como el conjunto de cerosde un cierto polinomio homog�eneo f 2 IR[x; y; z] en tres variables y con coe�cientesreales. Llamaremos grado de una curva algebraica C al m��nimo grado de un poli-nomio f cuyo conjunto de ceros es C.Para curvas algebraicas sin puntos aislados (o, m�as precisamente, cuyos pun-tos aislados est�an en la misma componente algebraica que un n�umero in�nito depuntos de la curva) el polinomio f que de�ne la curva est�a determinado de man-era �univoca salvo multiplicaci�on por una constante no nula si le exigimos que notenga \factores redundantes" (es decir, factores sin ceros reales o cuyos ceros realesya est�an contenidos en los de alg�un otro factor de f). �Esto es as�� porque en estecaso el ideal de�nido por la curva es principal. Para curvas algebraicas con puntosalgebraicamente aislados (es decir, puntos aislados no contenidos en ninguna com-ponente algebraica irreducible con un n�umero in�nito de puntos) no hay una formaun��voca de elegir el polinomio f . Sin embargo, la paridad del grado del polinomio s��que est�a bien de�nida, si exigimos al polinomio f que no tenga factores m�ultiples.Siempre trabajaremos con polinomios sin componentes m�ultiples.En muchas ocasiones abusaremos de la notaci�on y daremos nuestros polinomioscon s�olo dos variables x e y y no homog�eneas. �Esto signi�ca que hemos especializadola tercera variable z en el valor 1 y no produce ambig�uedad, salvo en el caso en queel polinomio sea un m�ultiplo de z (es decir, que la curva algebraica contenga a larecta del in�nito). Si �esto ocurriera (de hecho ocurrir�a para algunos polinomios enla Secci�on 2.4) haremos menci�on expl��cita de ello. Del mismo modo, tambi�en con uncierto abuso, supondremos siempre que tenemos un cierto sistema de coordenadasaf��n en el plano proyectivo. �Esto signi�ca que podemos decir cosas tales comoque una curva (o un diagrama) corta a la recta del in�nito (o, para abreviar, \alin�nito") o que una cierta c�onica es una circunferencia, o que es una hip�erbola.
Como ya hemos mencionado en la introducci�on, una curva algebraica es siempreun diagrama con valencia par en todos sus v�ertices. Es bien sabido que, para un
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grafo conexo, la propiedad de que todos sus v�ertices tengan valencia par es condici�onnecesaria y su�ciente para que el grafo posea un ciclo Euleriano, es decir, un ciclo querecorre todas sus aristas de forma cont��nua sin pasar dos veces por ninguna de ellasy terminando en el mismo punto donde comenz�o. Por esta raz�on un grafo se diceEuleriano si es conexo y todos sus v�ertices tienen valencia par. Por conveniencia,nosotros vamos a alterar ligeramente la de�nici�on y no pondremos la condici�on deconexi�on.
De�nici�on 2.1.1 Diremos que un cierto diagrama D es Euleriano si sus v�erticestienen todos valencia par. Llamaremos multiplicidad de cada v�ertice P a la mitadde la valencia de P . Llamaremos puntos singulares de un diagrama Euleriano a losv�ertices de multiplicidad mayor que uno. Si el diagrama no posee puntos singularesdiremos que es regular y si s�olo posee puntos singulares de multiplicidad 2 diremosque es un diagrama con s�olo puntos dobles. Llamaremos puntos aislados a losv�ertices de multiplicidad 0.

Es decir, un diagrama Euleriano es aqu�el para el cual cada una de sus compo-nentes conexas posee un ciclo Euleriano. N�otese que hay una cierta relaci�on en-tre multiplicidad topol�ogica y multiplicadad algebraica: dada una curva algebraicade�nida por un polinomio f y un punto P de la misma, su multiplicidad algebraicaes siempre mayor o igual que su multiplicidad topol�ogica. Los puntos aislados son unpoco particulares a �este respecto, puesto que su multiplicidad algebraica es siempre,como poco, igual a dos.

2.1.1 Paridad y orientabilidad de diagramas
Por razones t�ecnicas, la demostraci�on de nuestros principales resultados en la Sec-ci�on 2.4 se har�a por separado para distintos grupos de diagramas, dependiendo de suorientabilidad y su paridad. Este apartado est�a dedicado a de�nir estos conceptos.Consideremos una cierta curva cerrada simple l en el plano proyectivo, homeo-morfa a una circunferencia. Entonces, l puede no dividir al plano proyectivo odividirlo en dos partes. En el primer caso el complementario IRIP2 n l de l es homeo-morfo al plano af��n y diremos que l es una pseudorrecta. En el segundo, una de lasdos componentes conexas de IRIP2 n l es homeomorfa al plano af��n y la otra a unabanda de M�obius sin su borde. Diremos que en este caso l es un �ovalo y llamaremosparte interior a la componente homeomorfa al plano af��n y parte exterior a la otra.Tambi�en es bien sabido que una pseudorrecta es isot�opica a una recta y un �ovalo loes a una circunferencia.Como ya hemos mencionado, la paridad del grado de los posibles polinomiosque de�nen una cierta curva algebraica est�a bien de�nida (aunque no el grado en s��)sin m�as que exigir que el polinomio no tenga factores m�ultiples. En realidad, estaparidad es un invariante topol�ogico del diagrama subyacente a la curva, dado por eln�umero de cortes con una pseudorrecta transversal al diagrama. Dos diagramas sedir�an transversales, si el n�umero de puntos de intersecci�on es �nito y en un peque~noentorno de cada uno de ellos cada una de las curvas separa a la otra. En cortes dedos diagramas con puntos singulares, para que un corte sea transversal se exigir�a,adem�as, que se produzca en un punto que es no-singular para ambos.
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De�nici�on 2.1.2 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo. Diremosque D es par si cualquier pseudorrecta transversal a D lo corta en un n�umero parde puntos y que es impar si cualquier pseudorrecta transversal a D lo corta en unn�umero impar de puntos.

Por ejemplo, los �ovalos son pares y las pseudorrectas son impares. En diagramasno conexos, los diagramas pares tienen todas sus componentes pares y los diagramasimpares tienen una componente impar y el resto pares.Para que la de�nici�on de paridad tenga sentido es necesario probar que la pari-dad del n�umero de cortes con una pseudorrecta transversal es independiente de laelecci�on de �esta, lo cual se hace en la Proposici�on 2.1.4. Adem�as, la Proposici�onda otras caracterizaciones equivalentes de los diagramas pares. Obs�ervese tambi�enque de la de�nici�on se deduce f�acilmente que una curva algebraica, entendida co-mo diagrama, es par si y s�olo si el polinomio que la de�ne es de grado par (bastaconsiderar como pseudorrecta transversal una recta en posici�on general).
Lema 2.1.3 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo y sea C un �ovaloque lo corta transversalmente. Entonces, C y D tienen un n�umero par de puntosde corte.
Demostraci�on: Un �ovalo es isot�opico a una peque~na circunferencia situada comple-tamente en una de las caras del diagrama y que, por tanto, no lo corta. Adem�as, laisotop��a puede hacerse en un n�umero �nito de pasos en los cuales el �unico cambio,a efectos topol�ogicos, es que una parte del �ovalo atraviesa un cierto v�ertice o unaarista (como en la Figura 2.1). Cualquiera de los dos procesos cambia el n�umero decortes del �ovalo con el diagrama en un n�umero par, lo cual demuestra el Lema. 2

Figura 2.1: El �ovalo atraviesa una arista o un v�ertice de D.

Proposici�on 2.1.4 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo. En-tonces, son equivalentes:
(i) Existe una cierta pseudorrecta de IRIP2 y transversal a D que lo corta en unn�umero par de puntos.
(ii) Cualquier camino cerrado (en particular, cualquier pseudorrecta) de IRIP2 ytransversal a D lo corta en un n�umero par de puntos.
(iii) Las caras de D se pueden dividir en dos clases de forma que dos caras quecomparten una arista est�an en distinta clase. Podemos decir que el diagramaes \coloreable" con dos colores o que podemos \ajedrezarlo".
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(iv) El pseudografo dual de D es bipartito. (El pseudografo dual se construyetomando como v�ertices las caras del diagrama y uni�endo dos de ellos porcada arista que las dos caras compartan. Siempre existe, es �unico y se puedesumergir en la misma super�cie que el diagrama, produciendo un \diagramadual". Sin embargo, su inmersi�on es �unica si y solo si el diagrama es celular).
Demostraci�on:La equivalencia entre (iii) y (iv) es inmediata (en realidad, (iv) es una reescriturade (iii) en t�erminos del pseudografo dual). Tambi�en son obvias las implicaciones(iii)) (ii)) (i).Para demostrar (i) ) (ii), supongamos en primer lugar que el camino cerradoc a considerar no se corta a s�� mismo. Entonces, c es una pseudorrecta o un �ovalo.El Lema anterior resuelve el caso de un �ovalo y el de una pseudorrecta lo podemosresolver con el mismo argumento: sea l una pseudorrecta que corte a D en unn�umero par de puntos, siendo todos los cortes de l y c con D transversales. Igualque en la demostraci�on del Lema existe una isotop��a que transforma c en l pormedio de un n�umero �nito de pasos elementales en los cuales no cambia la paridaddel n�umero de cortes, lo cual termina la demostraci�on. Si el camino c se corta a s��mismo, sabemos al menos que no lo hace en puntos de D (si no no ser��a transversal).Sin p�erdida de generalidad podemos suponer que c s�olo se corta a s�� mismo en unn�umero �nito de puntos, perturb�andolo ligeramente, si es necesario, fuera de uncierto entorno de D. Una vez hecho �esto, podemos \desingularizar" c, lo cual loconvierte en un n�umero �nito de caminos cerrados que no se cortan a s�� mismos.V�ease el comienzo de la Secci�on 2.2 para una explicaci�on de lo que entendemos pordesingularizaci�on. La desingularizaci�on se hace afectando s�olo a un cierto entornode cada punto de autointersecci�on de c y, por tanto, el n�umero de cortes de c conD es el mismo que el de cortes de D con todos los caminos cerrados que resultan dela desingularizaci�on, que es par.Para demostrar (ii)) (iii) elijamos una cierta cara F0 de D a la que tomaremoscomo base y digamos que una cierta cara F de D est�a en el mismo grupo que F0si y solo si un camino transversal que vaya de F0 a F corta a D en un n�umero parde puntos. La paridad del n�umero de cortes es independiente del camino elegidogracias al Lema y a la propiedad (ii), ya que dados dos caminos c1 y c2 que vayande F0 a F la composici�on c1c�12 es un camino cerrado. Por tanto, la 2-coloraci�on delas caras est�a bien de�nida. Es obvio que veri�ca la propiedad (iii). 2

Aparte de la paridad, otra distinci�on esencial entre un �ovalo y una pseudorrectaes que el �ovalo posee una cara que es no-orientable o, equivalentemente, que poseeun entorno orientable. A los diagramas que posean �esta propiedad los llamaremosorientables.
De�nici�on 2.1.5 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo. Diremosque D es orientable si posee un entorno orientable.
Lema 2.1.6 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo. Son equiva-lentes:
(i) El diagrama posee un cierto entorno orientable.
(ii) El diagrama posee una cierta cara no-orientable.
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(iii) El diagrama no contiene ninguna pseudorrecta.
(iv) Existe una pseudorrecta que no corta al diagrama.
Demostraci�on: La demostraci�on se basa en un s�olo hecho fundamental: que unabierto conexo del plano proyectivo es orientable si y s�olo si no contiene ningu-na pseudorrecta, y que en este caso, adem�as, es una celda. En particular, �estodemuestra (ii), (iv). Para las dem�as implicaciones:(i) , (iv) Si existe una pseudorrecta l que no corta al diagrama D, entoncesIRIP2nl es un entorno orientable del mismo (el complementario de una pseudorrectaes homeomorfo al complementario de una recta, i.e., al plano af��n). Rec��procamente,si D posee un entorno U orientable, que podemos suponer abierto, IRIP2 n U es uncompacto no orientable y, por tanto, contiene una pseudorrecta.(i) , (iii) Si el diagrama contiene una pseudorrecta, entonces no puede tenerun entorno orientable. Si el diagrama no contiene ninguna pseudorrecta, entoncesno hay ninguna obstrucci�on a que una orientaci�on local en uno de sus puntos sepropague a un cierto entorno del diagrama. 2
2.2 Desingularizaci�on de diagramas Eulerianos
Dado un cierto diagrama Euleriano D y uno de sus puntos singulares P , de multipli-cidad m, una desingularizaci�on de D en P consistir�a en tomar un peque~no entornoabierto U de P y sustituir D \ U por la uni�on disjunta de m segmentos, a las quellamaremos `ramas'. �Esta operaci�on aparece en [G.Corbal�an] y [G.C.-Santos] conel nombre de `
ip'. Es posible establecer una correspondencia biyectiva entre lasmaneras posibles de desingularizar un punto de multiplicidad m y las formas dedistribuir par�entesis en una expresi�on de longitud m + 1, as�� que el n�umero de d-iferentes desingularizaciones posibles para un v�ertice de multiplicidad m es el bienconocido n�umero de Catal�an [Aigner].

Cm+1 = 1
m+ 1

 2mm
!

Siempre que hagamos una desingularizaci�on de un punto singular en un dia-grama, marcaremos el lugar donde se ha hecho la desingularizaci�on con lo quellamaremos enlaces. En el caso m�as sencillo de un punto de multiplicidad 2 el enlaceser�a simplemente una l��nea que une las dos ramas obtenidas en el entorno U de Pdespu�es de la singularizaci�on. En el caso m�as general, el enlace ser�a un �arbol conun v�ertice en cada una de las m+ 1 caras obtenidas en U por la desingularizaci�on,de forma que cada arista del �arbol corte a una de las ramas. En otras palabras,el enlace no ser�a otra cosa que el grafo dual de DP \ U . Para ser consecuentescon la de�nici�on dada para multiplicidad 2, las \hojas" de dicho �arbol deben ser\recortadas" hasta su punto de intersecci�on con el diagrama.En algunas ocasiones nos interesar�a no desingularizar el punto P totalmente,sino s�olo separar entre s�� grupos de aristas que inciden en �el, manteniendo cadagrupo unido a un punto singular. Llamaremos a �esto una desingularizaci�on parcialde D en el punto P . En la Figura 2.2 se muestran dos ejemplos de desingularizaci�on.En ella y en todas las Figuras de este cap��tulo los enlaces de una desingularizaci�on
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se representar�an con trazo gris. La �unica condici�on que exigiremos a una desingu-larizaci�on parcial es que todos los grupos de aristas que permanecen unidos constende un n�umero par de ellas. �Esto nos asegura que el diagrama resultante sigue siendoEuleriano.

Figura 2.2: Desingularizaci�on total y parcial de un punto P .
Cuando trabajemos con desingularizaciones de diagramas usaremos normal-mente la siguiente notaci�on y nomenclatura. Llamaremos n�ucleo de la desingu-larizaci�on (y denotaremos D0) al diagrama resultante de la misma, sin los enlacescorrespondientes, y esquema de la desingularizaci�on (denotado D�) a la uni�on deldiagrama D0 con los enlaces que marcan la desingularizaci�on. Normalmente, tantoD� como D0 ser�an considerados m�odulo equivalencia topol�ogica.El n�ucleo D0 de una desingularizaci�on total en todos los v�ertices de un ciertodiagrama euleriano D es un diagrama regular cuyas componentes conexas ser�an, portanto, �ovalos, pseudorrectas o puntos aislados. Un diagrama en estas condicioneses f�acil de realizar por una curva algebraica (como producto de c��rculos, rectas yc��rculos degenerados en un punto). �Este ser�a nuestro punto de partida para la reali-zaci�on algebraica de diagramas. Si queremos, despu�es de realizar algebraicamente eln�ucleo desingularizado D0, ser capaces de obtener a partir de �el una curva que realiceal diagrama D nos ser�a necesario conocer qu�e partes de D0 provienen de cada puntosingular de D, esto es, conocer los enlaces de la desigularizaci�on. Nuestra t�ecnicade construcci�on de una curva algebraica que realice a un cierto diagrama EulerianoD tendr�a los siguientes pasos:
� En primer lugar obtendremos de forma combinatoria un esquema de desingu-larizaci�on D� de D. Eligiendo de forma adecuada el esquema de desingulari-zaci�on, tanto las componentes conexas regulares como los enlaces se podr�ancolocar en una disposici�on geom�etrica sencilla, sin alterar su tipo topol�ogico(como en la Figura 2.3).
� Gracias a esta disposici�on sencilla nos ser�a f�acil realizar el n�ucleo D0 con unacurva algebraica C0 de polinomio f0 e insertar curvas algebraicas C1; . . . ; Cn depolinomios f1; . . . ; fn a lo largo de los enlaces, de forma que una perturbaci�onadecuada del producto f0 � � � fn produzca una curva con el tipo topol�ogico deldiagrama D. V�ease la Figura 2.4.
En la Secci�on 2.3 estudiaremos las t�ecnicas de perturbaci�on de curvas algebraicasque posibilitar�an el �ultimo paso. En �esta secci�on vamos a estudiar dos maneras
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Figura 2.3: Obtenci�on de un esquema de desingularizaci�on.

Figura 2.4: Inserci�on y perturbaci�on de curvas algebraicas en el esquema de desin-gularizaci�on.
de obtener desingularizaciones que nos ser�an �utiles. La primera se basar�a en lautilizaci�on de ciclos Eulerianos y la segunda en lo que llamaremos funciones deprofundidad.
2.2.1 Desingularizaci�on por ciclos Eulerianos
Sea D un diagrama Euleriano y conexo. Entonces, como sabemos, D posee unciclo Euleriano. Sea E = (v1e1v2e2 . . . ekv1) un ciclo Euleriano de D, donde ei yvi (i = 1; . . . ; k) son los v�ertices y aristas de D, en el orden en que aparecen en elciclo. Sean (ei�1; ei) y (ej�1; ej) (i; j 2 f1; . . . ; kg) dos pares de aristas consecutivasdel ciclo que atraviesan un mismo v�ertice vi = vj (donde e0 se toma como ek, si io j es igual a 1). Diremos que los pares de aristas consituyen una autointersecci�onpropiamente dicha del ciclo E (o que se cortan propiamente) si ei�1 y ei separan alas aristas ej�1 y ej en el orden c��clico de las aristas alrededor del v�ertice vi. Si elciclo Euleriano no posee autointersecciones propiamente dichas, diremos que no secorta a s�� mismo.Por ejemplo, en el diagrama de la parte (a) de la Figura 2.5 el ciclo EulerianoAaBcCbAdBeCf no se corta propiamente (parte (b) de la Figura). En cambio elciclo AbCcBaAdBeCf s�� se corta propiamente, puesto que los pares de aristas (f; b)y (a; d), consecutivas en el ciclo y con v�ertice com�un A, se separan entre s��. Es claroque un ciclo Euleriano que no se corta a s�� mismo induce una desingularizaci�on deldiagrama D con n�ucleo conexo y en la cual las ramas que quedan unidas entre s�� encada punto desingularizado son precisamente aqu�ellas que corresponden a aristasconsecutivas del ciclo, como se ve en la parte (b) de la Figura 2.5 para el mencionadociclo Euleriano AaBcCbAdBeCf , que no se corta a s�� mismo.
Lema 2.2.1 Todo diagrama Euleriano conexo posee un ciclo Euleriano que no secorta pripiamente a s�� mismo.
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Figura 2.5: Un ciclo Euleriano que no se corta propiamente.
Demostraci�on: Sea D un diagrama conexo Euleriano. Demostraremos que paratodo ciclo Euleriano que se corta a s�� mismo existe otro con un n�umero menor deautointersecciones propias, lo cual implica el enunciado.Sea E = (v1e1v2e2 . . . ekv1) un ciclo Euleriano que se corta a s�� mismo y sean(ei�1; ei) y (ej�1; ej) (i; j 2 f1; . . . ; kg) dos pares de aristas que constituyen unaautointersecci�on propia en un v�ertice v. Sin p�erdida de generalidad supongamos quei = 1 y reescribamos el ciclo como E = (ve1�ej�1vej
ekv), donde � = (v2e2 . . . vj�1)y 
 = (vj+1ej+1 . . . vk). Entonces el ciclo E0 = (vej�1��1e1vej
ekv) posee menosautointersecciones propiamente dichas que E, por las siguientes razones:

� El corte propiamente dicho (ek; e1) y (ej�1; ej) desaparece.
� El cambio de E a E0 no crea ni destruye cortes propiamente dichos que no seproduzcan en el v�ertice v.
� Para todo par de aristas (el�1; el) de E0 que atraviesa el v�ertice v, diferentede los pares (ek; ej�1) y (e1; ej), si el par (el�1; el) corta propiamente a uno(respectivamente a ambos) de los pares (ek; ej�1) y (e1; ej), entonces el par(el�1; el) (o (el; el�1)) de E cortaba a uno (respectivamente a ambos) de lospares (ek; e1) y (ej�1; ej). El rec��proco a �esto no es cierto. Por tanto, en elcambio de E a E0 puede desaparecer m�as de una autointersecci�on propia. 2

Sea entonces D un diagrama Euleriano conexo y sea D� una desingularizaci�ontotal de D obtenida por medio de un ciclo Euleriano que no se corta propiamente.Es claro que, en estas condiciones, el n�ucleo D0 de la desingularizaci�on es cone-xo y no posee puntos singulares. Por tanto, D0 es una pseudorrecta o un �ovalo.Supongamos adem�as que todos los puntos singulares de D eran dobles. Entonces,los enlaces del esquema de desingularizaci�on son, simplemente, curvas que unendos puntos diferentes de D0 sin cortarse entre s��. La siguiente Proposici�on nosdice que el esquema de desingularizaci�on D� puede disponerse, sin cambiar su tipotopol�ogico, en una cierta manera que llamaremos est�andar. En la �gura 2.7 se vendos ejemplos de esquemas de desingularizaci�on de diagramas (respectivamente pare impar) en su forma est�andar. La de�nici�on del tipo topol�ogico de un esquema dedesingularizaci�on es la que cabe esperar. Dos esquemas D�1 y D�2 tienen el mismotipo topol�ogico si hay un homeomor�smo global del plano proyectivo en s�� mismoque env��a el uno sobre el otro, enviando enlaces a enlaces y n�ucleo a n�ucleo.
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Proposici�on 2.2.2 Sea D un diagrama Euleriano y conexo con s�olo puntos dobles.Entonces, cualquier esquema de desingularizaci�on de D con n�ucleo conexo tiene elmismo tipo topol�ogico que un cierto esquema D� (al que llamaremos est�andar) cuyon�ucleo D0 es la recta fy = 0g o la circunferencia unidad (dependiendo de la paridadde D) y tal que:
(i) si D es par, cada enlace de D� es o bien un segmento de recta que une dospuntos opuestos de la circunferencia unidad a trav�es del in�nito o bien unarco de circunferencia con sus dos extremos en la circunferencia unidad y queincide perpendicularmente sobre ella (ya sea por el interior o por el exterior).
(ii) si D es impar, cada enlace de D� es o bien una semicircunferencia o un arcode una hip�erbola sim�etrica respecto a a recta fy = 0g y que une dos puntos deella.

Demostraci�on:Claramente el proceso de desingularizaci�on no afecta a la paridad del diagrama,puesto que se puede hacer de forma que no afecte a la intersecci�on del diagrama conuna cierta pseudorrecta. Por tanto, el diagrama desingularizado D0 resultante (eln�ucleo del esquema de desingularizaci�on) ser�a un �ovalo si el diagrama D era par yuna pseudorrecta si D era impar. Esto implica que un cierto homeomor�smo globaldel plano proyectivo lo transforma en la circunferencia unidad o en la recta fy = 0g,respectivamente.En segundo lugar, es f�acil ver que otro homeomor�smo global del plano proyec-tivo puede mover los enlaces de forma que cada uno de ellos corte a la recta delin�nito a lo sumo una vez. En efecto, supongamos sin p�erdida de generalidadque todos los enlaces cortan al in�nito solo de manera transversal y que, en total,tienen un n�umero de cortes con la l��nea del in�nito m��nimo entre todos los posi-bles para esquemas de desingularizaci�on con el mismo tipo topol�ogico que D�. Enestas condiciones, si alguno de los enlaces atravesara a la recta del in�nito en dospuntos diferentes a y b, una cierta isotop��a de IRIP2 puede hacer que el arco ab delenlace atraviese por completo la recta del in�nito, lo cual har�a decrecer el n�umerode cortes. �Esto contradice la hip�otesis.

Figura 2.6: Posibles disposiciones de un enlace \est�andar".
En estas condiciones, dados dos puntos P y Q de la circunferencia unidad (enel caso par) o de la recta fy = 0g (en el caso impar), s�olo hay cuatro posiblesdisposiciones, salvo equivalencia topol�ogica, para el enlace que los une. Estas cuatroposibilidades se muestran en la parte superior de la Figura 2.6 para el caso par yen la inferior para el caso impar.
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Veamos, por separado para el caso par y el impar, c�omo mover los enlaces deforma que est�en como se pide en el enunciado.En el caso par, en primer lugar consigamos que cada par de puntos unido porun enlace a trav�es del in�nito est�e formado por puntos opuestos de la circunferencia(moviendo algunos otros puntos y enlaces si es necesario). Despu�es, sustituyamoscada uno de los enlaces restantes por el correspondiente arco de circunferencia o seg-mento perpendicular al c��rculo unidad. Estos arcos o segmentos est�an un��vocamentedeterminados por sus dos extremos y la sustituci�on de los enlaces originales por ellosno cambia el tipo topol�ogico. Adem�as, aut�omaticamente se tendr�a que ning�un parde enlaces se cortan entre s��. V�ease un ejemplo en la Figura 2.7[a].Una peque~na observaci�on: si no hay ning�un enlace a trav�es del in�nito posible-mente sea necesario mover los puntos extremos de los enlaces para que en los que sehacen por el exterior de la circunferencia, el nuevo enlace se corresponda de hechocon el que queremos, que puede ser o bien el (c) o el (d) de la Figura 2.6. Si hayalg�un enlace por el in�nito esta precauci�on es innecesaria. S�olo uno de los dos tiposser�a compatible con el hecho de que los enlaces no se cortan unos a otros.

Figura 2.7: Esquemas de desingularizaci�on por ciclo Euleriano en su forma est�andar.
En el caso impar, primero sustituiremos los enlaces de los tipos (g) y (h) porsemicircunferencias y luego cada uno de los de los tipos (e) y (f) por arcos dehip�erbola, de uno en uno y comenzando por los m�as interiores. Eligiendo las rectasasint�oticas de estos enlaces cada vez m�as alejadas de la horizontal conseguiremosque no se corten entre s�� ni a ninguno de los enlaces semicirculares que colocamosprimero (como en la Figura 2.7(b). 2

2.2.2 Desingularizaci�on por funciones de profundidad
El segundo m�etodo de desingularizaci�on de diagramas, que ser�a el que �nalmentenos permita obtener realizaciones con grado gen�ericamente �optimo de diagramascon s�olo puntos dobles, est�a basado en la idea de profundidad de las caras de undiagrama. �Esta idea ser�a una generalizaci�on de lo siguiente: si D es un diagramaEuleriano y orientable, podemos asignar a su �unica cara no orientable F0 profundi-dad 0 y a cualquier otra cara F profundidad igual al m��nimo n�umero de veces quehay que atravesar el diagrama para llegar de F0 a F (v�ease la Figura 2.8).Vamos a generalizar esta noci�on de profundidad de la forma siguiente.
De�nici�on 2.2.3 Sea D un diagrama Euleriano y par en el plano proyectivo. Unafunci�on de profundidad sobre D ser�a la asignaci�on de un entero no negativo pFa cada cara F de D (al que llamaremos la profundidad de F ) con la propiedad
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Figura 2.8: Profundidad en un diagrama orientable.
de que dos caras F1 y F2 que inciden en una arista com�un tengan profundidadesconsecutivas.

Es claro que una funci�on de profundidad divide a las caras del diagrama D endos clases de equivalencia (de profundidades par e impar) que coinciden con las dosclases de equivalencia en la 2-coloraci�on que aparece en el Lema 2.1.4. Es por estaraz�on que la noci�on de profundidad solo va a poder ser aplicada directamente alos diagramas pares. Para la construcci�on de diagramas impares en la Secci�on 2.4utilizaremos tambi�en la idea de profundidad pero de una manera un poco particular.Rec��procamente, para todo diagrama par existe una funci�on de profundidad\trivial" que asigna profundidad 0 a las caras de un color y 1 a las del otro colorseg�un la 2-coloraci�on mencionada. Otra forma un poco m�as general de conseguirfunciones de profundidad es asignar profundidad 0 a un cierto subconjunto de lascaras del diagrama de un color y \extender" la funci�on de profundidad de formaque exprese el m��nimo n�umero de cortes con el diagrama necesarios para llegar auna cara de profundidad 0.
Nos interesar�a ahora estudiar desingularizaciones de diagramas pares que seancompatibles con una funci�on de profundidad dada.

De�nici�on 2.2.4 Sea D un diagrama par y Euleriano en el plano proyectivo, cuyascaras est�an dotadas de una cierta funci�on de profundidad. Consideremos una desin-gularizaci�on total de D con esquema de desingularizaci�on D� y n�ucleo D0. Diremosque la desingularizaci�on realizada es compatible con la funci�on de profundidad silas caras del diagrama que se unen en cada desingularizaci�on tienen asignada lamisma profundidad.
Vamos a ver esta de�nici�on desde otro punto de vista. Las caras diferentes deD que pasan a quedar unidas en el diagrama desingularizado D0, siguen estandoseparadas en el esquema de desingularizaci�on por su correspondiente enlace. �Estosigni�ca que las caras del diagrama original D est�an en correspondencia biun��vocacon las del esquema de desingularizaci�on D�, considerado como un diagrama delcual forman parte los enlaces. Por otra parte, las caras de D� que est�an �unicamenteseparadas por enlaces se corresponden con la misma cara en el diagrama desingu-larizado D0. Por tanto, decir que la desingularizaci�on es compatible con la funci�onde profundidad de�nida en D es tanto como decir que las caras de D� que est�an�unicamente separadas por enlaces tienen la misma profundidad asignada en D o quela funci�on de profundidad de D se hereda en D0 de forma coherente.
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La Figura 2.9 muestra una desingularizaci�on del diagrama de la Figura 2.8 com-patible con su funci�on de profundidad. La �gura nos sugiere ya el hecho de queun esquema de desingularizaci�on compatible con una funci�on de profundidad puedecolocarse de forma que los �ovalos de su n�ucleo sean elipses y sus enlaces sean seg-mentos de recta. Este hecho no va a ser cierto para cualquier diagrama y cualquierfunci�on de profundidad, pero conseguir desingularizaciones para las cuales s�� lo seaser�a fundamental para nuestros prop�ositos.

Figura 2.9: Una desingularizaci�on compatible con la funci�on de profundidad de laFigura 2.8.

Proposici�on 2.2.5 Sea D un diagrama Euleriano par con una cierta funci�on deprofundidad asignada a sus caras. Entonces, existe una desingularizaci�on total D0
de D compatible con la funci�on de profundidad.
Demostraci�on: En general, la forma de obtener la desingularizaci�on compatible noes �unica. Mostraremos aqu�� una forma particular de hacerlo, comenzando por lascaras m�as profundas.Es claro que nuestro problema es local, en el sentido de que afecta a la desingula-rizaci�on de cada v�ertice por separado. Podemos suponer, por tanto, que �unicamentequeremos desingularizar un cierto v�ertice V . Sea p la m�axima profundidad de lascaras que inciden en V y h�agase una desingularizaci�on parcial de V uniendo entres�� las caras de profundidad p. El resultado es que el v�ertice V da lugar a variosv�ertices V1; . . . en cada uno de los cuales incide una s�ola cara de profundidad p.Es importante observar que cada uno de los v�ertices tiene valencia par (es decir,el diagrama sigue siendo Euleriano) y que la funci�on de profundidad sigue estandobien de�nida.Una vez hecho �esto, desingularizaremos cada nuevo v�ertice uniendo las caras deprofundidad p� 1. �Esto da lugar a algunas ramas no singulares que separan carasde profundidad p y p+ 1, y a nuevos v�ertices V 01 ; . . . que siguen siendo de valenciapar y tales que la m�axima profundidad a su alrededor es p � 1. Recursivamentedesingularizaremos dichos v�ertices uni�endo las caras de profundidad p� 2. 2
2.3 El m�etodo de perturbar ligeramente una curva sin-

gular
Cuando uno quiere encontrar una curva algebraica con unas ciertas propiedadestopol�ogicas y est�a interesado en mantener un control sobre el grado de la curva, el
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m�etodo m�as utilizado es el de buscar otra curva \f�acil" de construir (por ejemplo,un producto de c�onicas u otras curvas sencillas) y despu�es perturbarla ligeramente(cambiar ligeramente los coe�cientes del polinomio que la de�ne) de forma que (a)los �unicos cambios en su topolog��a se produzcan en los lugares donde la curva o-riginal posea un punto singular y (b) dichos cambios conduzcan a la curva que sedesea obtener. �Este m�etodo, tambi�en llamado \de variaci�on cont��nua de los coe�-cientes", es el que utiliz�o, por ejemplo, Harnack [Harnack] para demostrar que sucota sobre el n�umero de componentes conexas de una curva algebraica era alcanzadapara cualquier grado y ha sido utilizado tambi�en profusamente en la investigaci�ondel llamado Problema XVI de Hilbert, ya mencionado en la introducci�on de esteCap��tulo.
2.3.1 Disipaci�on de algunos puntos singulares
Para describir el m�etodo de perturbaci�on de curvas, comencemos por algunas de�ni-ciones.

De�nici�on 2.3.1 Sean f y g dos polinomios que de�nen sendas curvas algebraicas(reales planas proyectivas) Cf y Cg del mismo grado. Una perturbaci�on de f por gser�a un polinomio de la forma f + "g, con " 2 IR 6=0. Diremos que una propiedad escierta para peque~nas perturbaciones de f por g si existe un "0 tal que la propiedad escierta para cualquier perturbaci�on de f por g con j"j � "0. En ocasiones, por abusodel lenguaje, diremos que la curva algebraica de�nida por f+"g es una perturbaci�onde la curva Cf por la curva Cg.
Es bien sabido (v�ease, por ejemplo, [Gudkov] o [Viro]) que la topolog��a de unacurva C" obtenida por peque~na perturbaci�on de C coincide con la de C fuera deun cierto entorno de cada punto singular de C. Los cambios que se producen enel entorno del punto singular se conocen como disipaci�on del mismo y las posiblesformas en que un punto singular puede disiparse dependen del tipo de punto singu-lar, pero son un n�umero �nito para cada tipo. Aqu�� la palabra \perturbaci�on" tieneun signi�cado m�as amplio que el de nuestras perturbaciones de la forma f + "g.Una perturbaci�on es, simplemente, una curva de�nida por un polinomio muy cer-cano al polinomio f que de�ne a la curva C, en la topolog��a natural del espacio depolinomios de un cierto grado.Vamos a ver las posibles disipaciones de algunos puntos singulares para pertur-baciones de la forma f + "g. En la discusi�on aparecer�a un invariante de un puntosingular que Gudkov [Gudkov] llama su \clase". Si tomamos coordenadas a�nescon centro en un punto singular P de una curva Cf de forma que uno de los ejes decoordenadas (digamos, el eje Y) no sea tangente a la curva en el origen, la clase deP se de�ne como el n�umero de intersecci�on en P de f con la derivada parcial fY enla direcci�on Y . De otra manera, la clase de un punto singular es igual a �+m� 1(cf. [Benedetti-Risler, Lema D.3.4]) donde m es la multiplicidad del punto singulary � es su n�umero de Milnor. El n�umero de Milnor es un invariante m�as habitualde un punto singular y coincide con el n�umero de intersecci�on de las dos derivadasde f , es decir, con la multiplicidad del punto P como punto cr��tico de la aplicaci�on(fX ; fY ) : C2 ! C2 (cf. [Fulton]).
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Gudkov demuestra dos resultados sobre las posibles disipaciones de un puntosingular P . Sea U un entorno su�cientemente peque~no de P . El Lema de isotop��a[Gudkov, pag. 8] dice que si la curva perturbada posee un punto singular en Ude la misma clase que el punto singular P de la curva no perturbada, entonceslas dos curvas son isot�opicas en U (es decir, no se produce disipaci�on alguna). ElLema sobre la clase de un punto [Gudkov, pag. 7] dice que la suma de las clases delos puntos singulares de la curva perturbada (en el entorno U) m�as el n�umero detangencias de la curva perturbada en una cierta direcci�on su�cientemente alejadade las tangentes del punto singular de la curva no perturbada no puede superar ala clase de dicho punto singular. Por supuesto, ambos Lemas son s�olo v�alidos paraperturbaciones su�cientemente peque~nas.A estos dos resultados nosotros a~nadimos dos observaciones particulares parael caso de perturbaciones del tipo f + "g. Supondremos siempre que f no tienecomponentes dobles (esto es, tiene un n�umero �nito de puntos singulares) y que g notiene componentes comunes con f (esto es, tiene un n�umero �nito de interseccionescon f).La primera observaci�on es que, en estas condiciones, dos perturbaciones f + "1gy f + "2g de f por g, para distintos valores "1 y "2 del par�ametro no se cortan m�asque en puntos comunes de f y g. �Esto implica que en una disipaci�on de este tipono puede producirse la aparici�on de nuevos �ovalos (lo cual si ocurre, por ejemplo,en la perturbaci�on y2 � (x2 � "2)(x2 � 2"2) de y2 � x4). �Esto es as�� porque un tal�ovalo deber��a colapsarse en P para " tendiendo a cero. Si el �ovalo no contiene aP es imposible que se colapse sin autointersecarse para diferentes valores de " y sicontiene a P entonces es imposible que est�e contenido en la regi�on donde f y "gtengan diferente signo, lo cual debe tambi�en ocurrir.La segunda observaci�on implica que la disipaci�on de un punto singular no puedehacer aparecer nuevos puntos singulares sino s�olo conservar el que ya exist��a y,adem�as, sin moverlo. �Esto se deduce del siguiente Lema.

Lema 2.3.2 Sean f y g dos polinomios homog�eneos reales del mismo grado en tresvariables. entonces, para todo " 2 IR excepto posiblemente una cantidad �nita deellos, los �unicos puntos singulares de f + "g en IRIP2 son los puntos singularescomunes de f y g.
Demostraci�on: Consideremos primero los puntos en los que g se anula. Si f no seanula en ellos, tampoco f+"g. Aqu�ellos en los que f se anula y es singular, s�olo sonsingulares de f + "g, para " 6= 0, si tambi�en son puntos singulares de g. Aqu�ellos enlos que f se anula, pero es no-singular, son una cantidad �nita. Cada uno de elloss�olo puede ser singular de f + "g para, a lo m�as, un valor de " (aqu�el que anula lost�erminos de primer grado de f + "g en un sistema af��n de coordenadas centrado en�el). En el abierto de IR2 en el que g no se anula, los puntos singulares de f + "g sona su vez puntos cr��ticos de la funci�on racional �g=f : IR2 ! IR con valor cr��tico". El Lema de Sard nos asegura que el conjunto de valores cr��ticos es discreto y,puesto que es claramente semialgebraico, �nito. Cubriendo IRIP2 por tres cartasa�nes obtenemos nuestra a�rmaci�on. 2

Disipaci�on de un punto doble ordinario: Un punto doble ordinario (ono degenerado) es un punto singular P de orden dos con dos ramas anal��ticas (que
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supondremos reales) con tangentes diferentes. Es la singularidad m�as sencilla posi-ble. Su n�umero de Milnor vale 1 y su clase vale 2. Por tanto, si se conserva comopunto singular en f + "g lo har�a como punto doble ordinario y la topolog��a no cam-bia (por el Lema de isotop��a). �Esto ocurre si y solo si P es un punto singular de g.En caso contrario, el efecto topol�ogico de la disipaci�on es uno de los dos mostradosen la Figura 2.10, con desaparici�on del punto singular. El signo de "g en un entornode P nos dice cu�al de las dos disipaciones se produce. (En particular, cambiando gpor �g la disipaci�on producida cambia).

Figura 2.10: Disipaci�on de un punto doble ordinario.
Disipaci�on de un punto ordinario no doble: Un punto singular de ordenr se dice ordinario (o no degenerado) si tiene r ramas anal��ticas (que nosotrossupondremos reales) con tangentes diferentes. Es la singularidad de orden r m�assencilla posible. Su n�umero de Milnor vale (r � 1)2 y su clase vale (r � 1)r. Puededar lugar a varias disipaciones, de las cuales nos interesan dos casos.Si P es tambi�en punto singular de g de orden al menos r (no necesariamenteordinario) entonces P sigue siendo punto singular ordinario de orden r en f + "g,para " peque~no. El Lema de isotop��a implica que la topolog��a no cambia.Si g no pasa por P , entonces el punto singular desaparece. Como ya sabemos,no pueden aparecer nuevos �ovalos. Por tanto, la topolog��a de la curva perturbadase obtiene simplemente uniendo las 2r semirramas de la curva alrededor de P dedos en dos, de forma que no se corten unas a otras. �Esto se puede hacer a prioride muchas maneras (es lo que llam�abamos una \desingularizaci�on" en la Secci�on2.2) pero en el caso que ahora nos ocupa la disipaci�on s�olo puede unir semirramasconsecutivas, porque la curva, en un peque~no entorno de P , ha de quedar en una delas regiones f > 0 �o f < 0 (puesto que el signo de g es localmente constante). Portanto, las dos disipaciones posibles son las de la Figura 2.11 y de nuevo el signo de"g nos dice cu�al se produce.

Figura 2.11: Disipaci�on de un punto m�ultiple ordinario.
Disipaci�on de un punto de tangencia: Llamaremos punto de tangencia aun punto singular P con dos ramas anal��ticas reales tangentes entre s��. Su n�umerode Milnor � puede tomar cualquier valor impar a partir de 3 y su clase vale �+1. Enperturbaciones m�as generales que las nuestras, las posibles disipaciones dependen deln�umero de Milnor (por ejemplo, pueden aparecer (��1)=2 �ovalos, lo cual concuerdacon el Lema sobre la clase de los puntos, antes mencionado). Sin embargo, paraperturbciones de la forma f + "g �esto no es as��. Si el punto P no es un punto
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singular de g, entonces las dos disipaciones posibles son las que ya conocemos paraun punto doble ordinario.

Si P es un punto doble ordinario de g, entonces tambi�en lo es de f + "g, para "peque~no. Las �unicas disipaciones compatibles con la no aparici�on de �ovalos, no apa-rici�on de nuevos puntos singulares y el hecho de que la curva tiende cont��nuamentea la curva no perturbada (al hacer tender " a cero) sin pasar dos veces por ning�unpunto, son las tres de la Figura 2.12. En las dos primeras el punto P es un pun-to singular doble ordinario con dos ramas complejas conjugadas. Sin embargo, laprimera posibilidad no puede ocurrir porque el n�umero de intersecci�ones reales dela curva con una cierta recta en un entorno de P no puede aumentar tras la pertur-baci�on. La doble tangencia tiene dos intersecciones con una recta vertical que pasepor P y en la primera posibilidad de la Figura el n�umero de intersecciones con unatal recta es, al menos, cuatro. Por tanto, las dos disipaciones que se producen sonla segunda y la tercera de la Figura 2.12, de nuevo dependiendo del signo de "g.

Figura 2.12: Disipaci�on de un punto de tangencia por uno doble ordinario.

Veamos dos ejemplos de perturbaci�on de una curva algebraica, que ser�an uti-lizados en una demostraci�on al �nal de la Secci�on 2.5.2. Supongamos que queremosencontrar dos curvas algebraicas de grado cinco que realicen, respectivamente, a losdos diagramas de la Figura 2.13. Este grado es el m��nimo posible puesto que unacurva algebraica de grado menor o igual a 3 tiene, a lo m�as, dos puntos singularesy una de grado 4 es par.

Figura 2.13: Dos diagramas que queremos realizar con grado 5.
Para ello consideremos, respectivamente, los dos productos de una recta y doselipses de la Figura 2.14. Se deja al lector la comprobaci�on de que una perturbaci�onque mantenga los tres puntos dobles ordinarios marcados con A, B y C y hagadesaparecer al D y al E en una de las dos maneras de las Figuras 2.10 y 2.11 sirvea nuestros prop�ositos. Por tanto, nos basta con encontrar una curva g de gradocinco que tenga un punto doble en A, B y C, que no pase por D y E y que tengael \signo adecuado" en D y E. Para ello, tomaremos g como un producto de dosc�onicas que pasen por A, B y C pero no pasen por D y E y una recta que hagacambiar el signo del producto de las c�onicas en D y en E si y s�olo si es necesario.
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Figura 2.14: Curvas algebraicas que, perturbadas, realizan a las de la Figura 2.13.
2.3.2 Un primer m�etodo de realizaci�on de diagramas
Como primera aplicaci�on de lo expuesto en el apartado anterior, vamos a ver eneste apartado algunos ejemplos sencillos de t�ecnicas de perturbaci�on de curvas al-gebraicas que dar�an pi�e a un primer m�etodo de realizaci�on de diagramas con s�olopuntos dobles, que aparece descrito en [Santos2].
Proposici�on 2.3.3 Sea C una circunferencia y sea l una recta que pasa por sucentro. Sea C1 una de las dos mitades en que l divide a C. Entonces, existe unacurva algebraica C" de�nida por un polinomio f" de grado 4 tal que:
(i) C" es tan cercana a C1 como se quiera (es decir, est�a contenida en un entornoabierto de C1 arbitrario).
(ii) C" tiene el tipo topol�ogico de una lemniscata (i.e. un `8') y un �unico puntosingular que es doble no-degenerado.
(iii) C" es tangente a la recta l en dos puntos y no la corta en ning�un otro punto.
Demostraci�on: Sin p�erdida de generalidad supongamos que l es el eje fy = 0g, C esla circunferencia unidad fx2+ y2 = 0g y C1 su mitad superior fx2+ y2 = 0; y � 0g.Sea a > 0 una constante positiva y peque~na. Consideremos la curva C0 de�nidapor f0(x; y) = (x2 + y2 � 2ax� 1)(x2 + y2 + 2ax� 1):

C0 es el producto de dos circunferencias con centros en (a; 0) y (�a; 0) y que secortan en los puntos (0;�1) y (0; 1) (como en la Figura 2.15[a]). Si perturbamos f0en la forma
f"(x; y) = f0(x; y) + "(y � 1)2=(x2 + y2 � 1)2 � 4a2x2 + "(y � 1)2;

con " > 0, la curva resultante C" tiene un �unico punto singular en (0; 1) que, adem�as,es no-degenerado y de orden 2, para cualquier valor (no nulo) de ". Adem�as, C" hade estar contenida (salvo por el punto singular) en la regi�on donde f0 es negativo,o sea en las dos peque~nas `medias lunas' entre las dos circunferencias de que secompone C0. Gracias a lo expuesto en la Secci�on 2.3, para " peque~no y positivo lacurva C" es como se muestra en la Figura 2.15[b].Adem�as, en este caso, todas las curvas C" con " > 0 son isot�opicas entre s��,gracias al `lema de isotop��a' utilizado en la secci�on 2.3 (pag. 88). Si el par�ametro a



a-a

(a)    f 0

a-a

(b)    fε

a-a

42

Y

X

YY

XX

(c)    =(a + a  )/4ε

c

(a)   c > 1 (b)   c < -1

c

Y

X

Y

X

2.3. EL M�ETODO DE PERTURBAR UNA CURVA SINGULAR 93

Figura 2.15: Ilustraci�on de la Proposici�on 2.3.3.
se escoge su�cientemente peque~no, las dos medias lunas sun a su vez su�cientementepeque~nas y C" es tan cercana a la circunferencia unidad C como se quiera. Lo �unicoque necesitamos es encontrar un valor de " para el cual C" sea tangente al eje l ensendos puntos de ambos lados y no lo corte en ning�un otro punto (como en laFigura 2.15[c]). �Esto se consigue haciendo que f"(x; 0) tenga dos ra��ces dobles, locual ocurre para " = (a2 + a4)=4. 2
Proposici�on 2.3.4 Sean C y l dos circunferencias que se cortan perpendicular-mente en dos puntos. Sea C1 uno de los dos arcos de circunferencia en que l dividea C. Entonces, existe una curva algebraica C" de�nida por un polinomio f" de grado4 tal que:
(i) C" es tan cercana a C1 como se quiera (es decir, est�a contenida en un entornoabierto de C1 arbitrario).
(ii) C" tiene el tipo topol�ogico de una lemniscata (i.e. un `8') y un �unico puntosingular que es doble no-degenerado.
(iii) C" es tangente a la circunferencia l en dos puntos y no la corta en ning�unotro punto.

Mediante una transformaci�on af��n podemos de nuevo suponer que C es la cir-cunferencia unidad, que l tiene su centro en el eje fx = 0g y que C1 es la partesuperior de la circunferencia unidad, como en alguno de los dos dibujos de la Figura2.16. La ecuaci�on de l es entonces l(X;Y ) = x2 + y2 � 2yc+ y2, donde (0; c) es sucentro, y pc2 � 1 su radio.

Figura 2.16: Ilustraci�on de la Proposici�on 2.3.4.
La situaci�on es parecida a la de la Proposici�on anterior y podemos utilizar lasmismas curvas C" que usamos all��, salvo que ahora queremos que C" sea tangente
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a la circunferencia l. Fijando de nuevo el par�ametro a su�cientemente peque~no enla ecuaci�on de f", es f�acil comprobar que tomando

" = (a2 + a4)(c� 1)=(c+ 2 + a2 + 1):
la curva C" es tangente a la circunferencia l en sus dos extremos y no lo corta enning�un otro punto. Satisface, por tanto, todas las exigencias de la Proposici�on. 2

Recordemos que en la Secci�on 2.2 hab��amos conseguido colocar un cierto es-quema de desingularizaci�on de un diagrama Euleriano, conexo y con s�olo puntosdobles D en una forma especialmente sencilla a la que llam�abamos est�andar (cf. laProposici�on 2.2.2 en la p�agina 84). Gracias a las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4 queacabamos de demostrar seremos capaces de incluir, a lo largo de cada uno de losenlaces de un esquema de desingularizaci�on est�andar, una curva lemniscata de grado4, de forma que perturbando el producto de todas ellas y la circunferencia unidad(caso par) o la recta fy = 0g (caso impar) recuperemos la topolog��a del diagramaD.
Proposici�on 2.3.5 Sea D un diagrama Euleriano conexo con n puntos dobles enel plano proyectivo y sea D� un esquema de desingularizaci�on de D por un cicloEuleriano puesto en la forma \est�andar" descrita en la Proposici�on 2.2.2. Entonces,para cada uno de los n enlaces de D� podemos construir una curva algebraica li,i = 1; . . . ; n de grado 4 con el tipo topol�ogico de una lemniscata y en las condicionesque siguen:i) li es tangente al n�ucleo (circunferencia unidad o recta fy = 0g) de D� en susdos extremos.ii) li es tan cercano al correspondiente enlace como se quiera. En particular,dos lemniscatas li y lj diferentes no se cortan.iii) el punto singular de li es doble no-degenerado.
Demostraci�on:Para los enlaces que son arcos de circunferencia (es decir, los de los tipos (b), (c),(d), (g) y (h) de la Figura 2.6), remitimos al lector directamente a las Proposiciones2.3.3 (para el caso impar) y 2.3.4 (para el caso par). Las condiciones requeridasa las curvas li son exactamente las mismas que all�� se requer��an para la curva C".Para los otros dos tipos el procedimiento de obtenci�on es parecido, y se detalla acontinuaci�on.Para los enlaces de tipo (a) del caso par, sin p�erdida de generalidad supongamosque P y Q son los puntos de la circunferencia unidad en el eje X y que por tantoel enlace que los une es la parte del eje X exterior a la circunferencia. En estascondiciones la curva algebraica de�nida por (1 + y2=a2)2 � x2 + y2x2=a2, para uncierto par�ametro a > 0 su�cientemente peque~no satisface las condiciones. N�oteseque, aunque damos el polinomio de la curva en dos variables x e y, la curva debeconsiderarse en el plano proyectivo, para lo cual basta homogeneizarla con unatercera variable z. En este sentido, la curva anterior posee su punto singular dobleno degenerado en el in�nito (en el punto de coordenadas proyectivas (1; 0; 0).Para los enlaces de tipos (e) y (f) del caso impar, sin p�erdida de generalidadpodemos suponer que la hip�erbola de la que forma parte el enlace es la de ecuaci�onx2 � y2 � 1 = 0. Intercambiando las variables x y z (siendo z la variable de
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homogeneizaci�on) la hip�erbola se convirte en la circunferencia unidad, con lo queeste caso se reduce al de los tipos (c) y (d), ya estudiado en la Proposicion 2.3.3. 2

Sea D un cierto diagrama Euleriano conexo con n puntos dobles, sea D� unesquema de desingularizaci�on est�andar de D y sea Cf la curva algebraica de�nidapor el producto f de las n lemniscatas obtenidas en la Proposici�on 2.3.5 y la cir-cunferencia unidad (caso par) o la recta fy = 0g (caso impar). El grado de f es4n+1 �o 4n+2 seg�un la paridad de D. El �ultimo paso de nuestra construcci�on ser�aencontrar una cierta curva algebraica Cg con polinomio g del mismo grado que fcon la cual perturbar a f de forma que el tipo topol�ogico de f + "g coincida con eldel diagrama D.Claramente, el cambio que necesitamos provocar en la topolog��a de Cf es quecada tangencia de las lemniscatas con la circunferencia unidad o el eje X sea disipadade la forma mostrada en la Figura 2.4. Si tomamos " > 0, la condici�on necesaria paraque la perturbaci�on se d�e en ese sentido es que g no se anule en el punto de tangenciay su signo coincida con el que tiene f dentro de la lemniscata. Del mismo modo|y de acuerdo con lo dicho al estudiar las perturbaciones de puntos sencillos|las condiciones necesarias para que la topolog��a de la curva perturbada (para unaperturbaci�on su�cientemente peque~na) no cambie fuera de los mencionados puntosde tangencia son que g sea del mismo grado que f y posea un punto singular encada uno de los n puntos singulares dobles no-degenerados de las n lemniscatas.Veamos c�omo obtener g en esas condiciones.Supongamos, sin p�erdida de generalidad, que las coordenadasX de los 2n puntosde tangencia son diferentes. �Esto ocurre autom�aticamente en el caso impar y es f�acilde conseguir en el caso par, girando todo el esquema de desingularizaci�on un cierto�angulo si es necesario. Sean x1 < . . . < x2n los valores de dichas coordenadas y sea�1; . . . ; �2n la sucesi�on de signos que deseamos que g tome en los distintos puntosde tangencia. Para cada intervalo (xi; xi+1) en el que el signo cambia consideremosla recta vertical X = xi+xi+12 . El producto g1 de dichas rectas (que son a lo sumo2n + 1) tiene el signo adecuado en cada punto de tangencia. Para conseguir queg tenga un punto singular en cada uno de los n puntos singulares no-degeneradosPi = (ai; bi), i = 1; . . . ; n de las lemniscatas multipliquemos g1 por el producto
g2 = Q�(X � ai)2 + (Y � bi)2

�. La curva resultante g = g1g2 cumple todas las
condiciones que necesitamos y tiene grado a lo sumo 4n+1. Para que tenga el mismogrado que f , sin perder ninguna de dichas condiciones, podemos multiplicarla poruna cierta potencia de la recta del in�nito.En conclusi�on:
Teorema 2.3.6 Sea D un diagrama Euleriano conexo en el plano proyectivo cons�olo puntos singulares dobles. Sea n el n�umero de tales puntos. Sea d = 4n + 1 siD es impar y d = 4n + 2 si D es par. Entonces, existe un polinomio f de gradod, producto de n lemniscatas y la circunferencia unidad o la recta fy = 0g (comoen la Proposici�on 2.2.2) y existe un polinomio g tambi�en de grado d, producto de nc�onicas con un solo punto real y d�2n rectas, tales que la curva algebraica de�nidapor una perturbaci�on f" = f+"g de f por g con " positivo y su�cientemente peque~notiene el mismo tipo topol�ogico que D. 2
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2.4 Realizaci�on algebraica con grado gen�ericamente

�optimo de diagramas Eulerianos con s�olo puntos
dobles

En esta secci�on presentamos otro m�etodo de construcci�on de curvas algebraicas enel plano proyectivo con tipo topol�ogico dado a priori. El m�etodo est�a basado en losmismos principios que el presentado en la secci�on anterior: primero construiremosuna cierta curva algebraica cuyo polinomio f se obtiene multiplicando los de ciertascurvas sencillas (casi siempre c�onicas) y despu�es perturbaremos f en la forma f+"g,para un g adecuado, de forma que la curva perturbada tenga el tipo topol�ogico quedeseamos.Nuestro objetivo ahora es rebajar el grado de la construcci�on de 4n+ 2 (que esel obtenido en la secci�on anterior) a 2n + 2, para una curva conexa con n puntosdobles. �Esto proporcionar�a grado 2n + 2k para una curva no conexa (donde kes el n�umero de componentes conexas), lo cual es gen�ericamente �optimo como semostrar�a en la Secci�on 2.5. La idea esencial para ello es conseguir que los enlacesdel esquema de desingularizaci�on sean todos segmentos de recta, de forma que envez de introducir una lemniscata a lo largo de cada uno de ellos como paso previo ala perturbaci�on algebraica, podamos introducir una elipse su�cientemente estrecha(ver Figura 2.17).�Esto no ser�a siempre posible para una desingularizaci�on por medio de un cicloEuleriano. Por ejemplo, en el caso de un diagrama orientable y par, los enlacesde los tipos (c) y (d) de la Figura 2.6 (p�agina 84) no pueden, obviamente, sercolocados como segmentos de recta. Adem�as, si la cara no orientable del diagramano es incidente sobre un cierto v�ertice V , en cualquier desingularizaci�on por cicloEuleriano habr�a enlaces de los tipos (c) y (d) (que separan la cara no orientable delenlace proveniente de V ).Por estas razones, las desingularizaciones que haremos estar�an basadas en lanoci�on de profundidad de las caras de un diagrama, introducida en la Secci�on 2.2,en vez de en la de ciclo Euleriano. Adem�as, deberemos tratar de forma diferentelos diagramas orientables, los no-orientables pares y los no-orientables impares. Enprincipio supondremos el diagrama conexo. El Lema 2.4.10 al �nal de la Secci�onjusti�car�a que cada componente conexa sea tratada por separado.

Figura 2.17: Inserci�on de una elipse y perturbaci�on.

2.4.1 El caso orientable
Sea D un diagrama orientable, conexo, con s�olo puntos dobles. Dejaremos a unlado el caso en que D sea un punto aislado, que es trivialmente realizable como la\curva" de�nida por el polinomio x2 + y2 de grado dos.
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Sea F0 la cara no orientable de D y consideremos en las caras de D la funci�onde profundidad que a cada cara F le asigna el m��nimo n�umero de cortes con D deun camino que vaya de F0 a F . �Esta es la funci�on de profundidad m�as \natural"para un diagrama orientable y ya fue mencionada en la Secci�on 2.2 (v�ease la Figura2.8 de la p�agina 86).Se trata ahora de desingularizar D de forma compatible con la funci�on de profun-didad. En algunos v�ertices de D las dos desingularizaciones posibles son compatiblescon la misma, mientras que en otros s�olo una lo es (ver la Figura 2.18). En el primercaso eligiremos hacer la desingularizaci�on que conecta las dos caras m�as profundasalrededor del v�ertice (es decir, las dos caras de profundidad p+1 para el v�ertice dela izquierda en la Figura 2.18). La ventaja de hacer �esto es que de esta manera elesquema de desingularizaci�on resultante tendr�a una forma especialmente sencilla,a saber: s�olo habr�a enlaces que unan �ovalos de diferente profundidad o bien un�ovalo a s�� mismo por su cara interior (tipos (a) y (b) de la Figura 2.19). Nunca seproducir�an enlaces entre dos �ovalos de la misma profundidad ni de un �ovalo a s��mismo por su cara exterior (tipos (c) y (d) de la Figura 2.19). �Esto nos permitir�ademostrar el siguiente Lema:

Figura 2.18: Posibles funciones de profundidad en torno a un punto doble.

Proposici�on 2.4.1 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, orientable y con s�olopuntos dobles. Consideremos la desingularizaci�on compatible con la funci�on de pro-fundidad \natural" de D en la que se unen, en los v�ertices en que sea posible elegir,las dos caras de mayor profundidad. Entonces, el esquema de desingularizaci�on re-sultante tiene el mismo tipo topol�ogico que un cierto esquema de desingularizaci�onD� con las siguientes propieddes:
(i) El n�ucleo del esquema de desingularizaci�on est�a formado por circunferenciasque no se cortan, una de las cuales contiene a todas las dem�as en su carainterior.
(ii) Los enlaces son segmentos de recta que unen dos circunferencias anidadas obien dos puntos de una misma circunferencia por la cara interior de �esta.

Adem�as, los puntos de contacto de los enlaces con la circunferencia m�as exteriorpueden ser elegidos de forma arbitraria, siempre que se mantenga el orden circularde los mismos.
Demostraci�on: Recordemos en primer lugar que, en una desingularizaci�on compati-ble con una funci�on de profundidad, las regiones del esquema de desingularizaci�onque quedan separadas �unicamente por un enlace corresponden a caras del diagramaoriginal D que ten��an la misma profundidad. Adem�as, en nuestro caso, la funci�on deprofundidad que de esta manera se \hereda" sobre el diagrama desingularizado D0
coincide de hecho con la funci�on de profundidad \natural" del diagrama, es decir,
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Figura 2.19: Posibles enlaces en una desingularizaci�on por funci�on de profundidad.
con el n�umero m��nimo de �ovalos del diagrama que es necesario atravesar para llegara la cara no orientable.Dado un cierto �ovalo del diagrama desingularizado, llamaremos profundidad del�ovalo a la profundidad de su cara interior. Dado que nuestra desingularizaci�on se hahecho uniendo siempre las dos caras de mayor profundidad posible, la observaci�ondel p�arrafo anterior implica que dado un cierto enlace del esquema de desingu-larizaci�on situado en una cara de profundidad p, al menos uno de los �ovalos ensus dos extremos es tambi�en de profundidad p: si los dos fueran de profundidadp+ 1 la desingularizaci�on del correspondiente v�ertice habr��a unido las dos caras deprofundidad menor, p. Por tanto, ning�un enlace conecta un �ovalo consigo mismoa trav�es de su cara exterior ni conecta dos �ovalos no anidados. Tambi�en comoconsecuencia se tiene que s�olo puede haber un �ovalo de profundidad 1, puesto quesi hubiera dos el esquema de desingularizaci�on resultar��a disconexo.

Con �esto hemos probado las a�rmaciones (i) y (ii) del enunciado, salvo por elhecho de que los �ovalos puedan ser transformados en circunferencias y los enlacesen segmentos. �Esto se demostrar�a por inducci�on sobre la m�axima profundidadde una cara del diagrama, suponiendo adem�as que los puntos de contacto de lacircunferencia de profundidad 1 con los enlaces nos han sido �jados a priori, comose exige en la �ultima parte del enunciado.Si la m�axima profundidad de las caras de D es 1, entonces el diagrama desingu-larizado consta tan s�olo del �ovalo de profundidad 1, y los enlaces son segmentos derecta que unen dos puntos del �ovalo a trav�es de la cara interior. En estas condicioneses posible, mediante una isotop��a global del plano proyectivo, convertir el �ovalo enuna circunferencia. �Esto se puede hacer incluso si la imagen en la circunferencia decada punto de contacto del �ovalo con un enlace nos ha sido �jada. Una vez hecho,mediante otra isotop��a del interior de la circunferencia, podemos f�acilmente conver-tir los enlaces (que originalmente son l��neas arbitrarias que unen dos puntos de lacircunferencia sin cortarse las unas a las otras) en segmentos de recta, sin moversus extremos.En el caso general de m�axima profundidad igual a p, la hip�otesis inductiva paralos diagramas con m�axima profundidad p � 1 nos permite suponer que los �ovalosde profundidad 1 est�an \vac��os", es decir, que no hay �ovalos de profundidad mayorque 1 y que los de profundidad 1 no tienen enlaces interiores. �Esto es as�� porquepara un cierto �ovalo C de profundidad 1 de nuestro esquema de desingularizaci�on,el �ovalo C, junto con todo lo que haya en su interior, constituye en s�� mismo elesquema de desingularizaci�on de un cierto diagrama en las mismas condiciones quelas de nuestro enunciado y con profundidad m�axima menor o igual que p � 1. Sisomos capaces de colocar C, junto con todos los dem�as �ovalos de profundidad 1,
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en las condiciones del enunciado, entonces lo que haya en el interior de C se podr�acolocar tambi�en aplicando inducci�on.N�otese que el hecho de que haya uno o m�as enlaces que unen C con la circun-ferencia exterior implicar�a unas ciertas restricciones a la colocaci�on de los puntosde contacto de los enlaces interiores de C, pero estas restricciones no suponen nin-g�un obst�aculo a la aplicaci�on inductiva del Lema, gracias a la condici�on �nal en elenunciado.Para colocar cada uno de los �ovalos de profundidad 1 en forma de circunferenciay con sus enlaces en forma de segmentos, colapsaremos primero cada uno de ellos aun punto (como en la parte izquierda de la Figura 2.20) y despu�es \agrandaremos"cada punto para convertirlo en una peque~na circunferencia, como en la parte de laderecha. S�olo ser�a necesario que este agrandamiento sea su�cientemente peque~nopara que las circunferencias que resultan no se corten unas a otras ni a la circun-ferencia exterior.

Figura 2.20: Colocaci�on del esquema de desingularizaci�on en forma de c��rculos.
Lo �unico que nos queda por ver es que realmente es posible colocar los \�ovaloscolapsados" de forma que uniendo cada uno de ellos con los puntos correspondientesde la circunferencia (que se suponen elegidos a priori) mediante segmentos de recta,los segmentos de recta resultantes no se corten unos a otros ni a los segmentos queresultan de autoenlaces de la circunferencia exterior.Para �esto nos bastar�a a~nadir los puntos (con sus correspondientes enlaces) uno auno teniendo la precauci�on de que en cada paso las regiones en que queda dividido elinterior de la circunferencia sean estrelladas. (Una regi�on se dice estrellada si existeun punto dentro de ella desde el cual toda la frontera de la regi�on es \visible". Elconjunto de puntos que ven a todo el borde forman el \n�ucleo" de la regi�on). Sinuestras regiones son estrelladas, podemos a~nadir cada punto adicional en el n�ucleode la correspondiente regi�on. �Esto, adem�as de asegurarnos que desde ese puntopodremos trazar los segmentos a los puntos que queramos de la circunferencia, nosasegura que las subregiones que se producen son, a su vez, estrelladas . 2
Como corolario de este resultado podemos ya inferir una forma de realizar eldiagrama original D. Se tratar��a simplemente de, una vez obtenido un esquemade desingularizaci�on en las condiciones del enunciado, sustituir cada enlace poruna elipse su�cientemente estrecha y perturbar el producto de todas las elipses ycircunferencias. �Esto har��a que el grado necesario para cada enlace sea 2 en vez de 4como en la construcci�on de la Secci�on anterior, pero no nos ayudar��a mucho porqueen el peor de los casos el diagrama desingularizado tendr�a n + 1 circunferenciasy por tanto el grado total vuelve a ser 4n + 2. Sin embargo, podemos hacer las
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cosas un poco mejor si, para cada �ovalo interior, uno de los enlaces con el �ovaloinmediatamente m�as exterior lo realizamos sustituyendo el �ovalo por una elipse,en vez de a~nadir una elipse. �Esto se muestra en la Figura 2.21, y se detalla en lademostraci�on del siguiente resultado.

Figura 2.21: Colocaci�on de elipses a lo largo de los enlaces.

Proposici�on 2.4.2 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, orientable y con s�olopuntos dobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces, D puede ser realizadocomo una desingularizaci�on parcial de un cierto diagrama D0 que es la uni�on de n+1c�onicas no degeneradas (concretamente, circunferencias o elipses) en las siguientescondiciones:
� Los c�onicas s�olo se tocan unas a otras tangencialmente, y en a lo sumo 2npuntos en total (de ellos, n no deber�an ser desingularizados).
� El contorno exterior de D0 est�a formado por una sola de las c�onicas, que pode-mos suponer la circunferencia unidad. Los puntos de tangencia de �esta contodas las dem�as pueden ser �jados arbitrariamente en la circunferencia unidadal principio de la construcci�on, siempre que se respete su orden circular.

Demostraci�on: La demostraci�on est�a basada en el proceso detallado en la de-mostraci�on de la Proposici�on 2.4.1 y se hace por tanto por inducci�on sobre la m�aximaprofundidad p de las caras de D. Para el caso p = 1 no hay nada que a~nadir alLema, salvo, claro est�a, que despu�es de realizar los enlaces como segmentos de rectacada uno de ellos es sustituido por una elipse su�cientemente estrecha y tangente ala circunferencia exterior en los dos puntos extremos del enlace.Para el caso p > 1 el �unico cambio es que en el �ultimo paso (el agrandamientode los \�ovalos colapsados"), en vez de sustituir cada punto por una peque~na circun-ferencia lo sustistiremos por una elipse a lo largo de uno de los enlaces que unen elpunto a la circunferencia exterior. La elipse se tomar�a su�cientemente estrecha, tan-gente a la circunferencia exterior en el extremo del enlace y conteniendo al punto delotro extremo del enlace (de forma que todos los dem�as enlaces del punto la corten).Despu�es sustituiremos cada enlace restante por una elipse su�cientemente estrecha,tangente a la circunferencia exterior y a la elipse que acabamos de introducir. 2
Teorema 2.4.3 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, orientable, con s�olo puntosdobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces D puede ser realizado comouna peque~na perturbaci�on f + "g, donde f es un producto de n + 1 c�onicas nodegeneradas, como las de la Proposici�on 2.4.2 y g es un producto de 2n+ 2 rectas.
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Demostraci�on: La forma de recuperar el tipo topol�ogico del diagrama D a partir dela uni�on de c�onicas de la Proposici�on 2.4.2 es conservar n de los puntos de tangenciacomo puntos singulares y disipar los dem�as de manera que las dos c�onicas que setocan en �el queden `unidas'. M�as concretamente, los puntos a disipar son uno delos dos de cada elipse introducida a lo largo de un enlace, los cuales son, a lo sumo,n. De acuerdo con lo estudiado en la Secci�on 2.3 las condiciones para que la pertur-baci�on f + "g (con " su�cientemente peque~no y positivo) produzca las disipacionesque necesitamos son:

� Para los n puntos de tangencia a conservar, que g tenga un punto singularno-degenerado en cada uno de ellos y \el signo adecuado" en un entorno.
� Para los a lo sumo n puntos de tangencia a desingularizar, que g no pase porellos y tenga \el signo adecuado" en ellos.

Sea f el producto de las n + 1 c�onicas de la Proposici�on 2.4.2. Sin p�erdida degeneralidad podemos suponer que los 2n puntos de tangencia de las n + 1 c�onicasno contienen tres puntos alineados. Tambi�en supondremos que n > 1 (el caso n = 0es trival y en el caso n = 1 s�olo hay dos posibilidades, ambas de f�acil tratamiento).Sean P1; . . . ; Pn los puntos de tangencia que queremos conservar como puntossingulares de f + "g y sean Q1; . . . ; Ql (l � n) los que queremos desingularizar. Seari para i = 1; . . . ; n � 1 la recta que pasa por Pi y Pi+1, y sea rn la que pasa porPn y P1. Entonces, el producto de estas n rectas tiene un punto singular doble nodegenerado en cada uno de los n puntos Pi. Llamemos g1 al producto de estas nrectas.Nuestro problema ahora se reduce a encontrar otras n+2 rectas cuyo productog2 tenga un signo pre�jado en cada uno de los puntos Pi y Qi (el adecuado para con-seguir que la perturbaci�on f+"g1g2 con " positivo produzca la disipaci�on adecuada,de entre las dos posibles en cada punto Pi o Qi).Para conseguirlo, consideramos en primer lugar las rectas si que pasan por Piy Qi para i = 1; . . . ; l y rectas arbitrarias que pasan por Pi y no pasan por ning�unotro punto de tangencia de las c�onicas para i = l + 1; . . . ; n. Consideremos otrasdos rectas arbitrarias sn+1 y sn+2. Estas dos �ultimas no juegan ning�un papel en laconstrucci�on, salvo el de dar al producto g1Q si el grado de f .Como los puntos Pi y Qi est�an en posici�on general, mover ligeramente una delas rectas si s�olo afecta al signo de Q si en Pi y Qi, pero no al resto de los puntos.La Figura 2.22 muestra que las cuatro posibles distribuciones de signos para Pi yQi pueden conseguirse moviendo la recta si, independientemente del signo que elproducto de las dem�as tome en dichos puntos.Por tanto, moviendo ligeramente de una forma adecuada cada una de las rectassi obtendremos otras n + 2 rectas s01; . . . ; s0n+2 cuyo producto g2 tiene el signo quedeseamos en cada uno de los puntos Pi y Qi. De esta forma, conseguiremos que laperturbaci�on f + "g de f por g = g1g2 con " > 0 produzca en f las disipaciones quedeseamos. 2
2.4.2 El caso no orientable, par
Para un diagrama orientable, par no hay una forma tan \natural" como en el casode los diagramas impares de de�nir una funci�on de profundidad, puesto que no
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Figura 2.22: Obtenci�on del signo adecuado en Pi y Qi, moviendo si.
hay una cara especial a partir de la cual extender la funci�on de profundidad. Eneste caso, la funci�on de profundidad aparecer�a de una manera un tanto indirecta,pasando primero por una desingularizaci�on por medio de un ciclo Euleriano, comolas de la secci�on 2.1.
Proposici�on 2.4.4 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, no-orientable, par ycon s�olo puntos dobles. Entonces, existe una funci�on de profundidad en D y unadesingularizaci�on compatible con ella para la cual el esquema de desingularizaci�onresultante tiene el mismo tipo topol�ogico que un cierto esquema de desingularizaci�onD� con las siguientes propieddes:
(i) El n�ucleo del esquema de desingularizaci�on est�a formado por circunferenciasque no se cortan, una de las cuales contiene a todas las dem�as en su carainterior.
(ii) Los enlaces son segmentos de recta que unen dos circunferencias anidadas obien dos puntos de una misma circunferencia por la cara interior de �esta o biendos puntos opuestos de la circunferencia m�as exterior, a trav�es del in�nito.

Demostraci�on: Consideremos en primer lugar una desingularizaci�on de D por cicloEuleriano, como las de la Secci�on 2.1 y coloquemos el esquema de desingularizaci�onen la forma est�andar, all�� de�nida. La parte (a) de la Figura 2.23 muestra un ejemplodel resultado de este proceso. Utilizaremos la desingularizaci�on por ciclo Eulerianopara asignar profundidades a las caras del diagrama, de la siguiente manera.

Figura 2.23: Esquema de desingularizaci�on por profundidad para el caso par, noorientable.
A las caras que atraviesen el in�nito en el esquema de desingularizaci�on est�andarles asignaremos profundidad 0. A las dem�as, les asignaremos la profundidad que
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expresa el n�umero de cortes necesarios para llegar desde ellas a una de profundidad0. Esta asignaci�on de profundidades es la que se muestra en la Figura 2.23(a). Supropiedad fundamental es que si en el diagrama D s�olo desingularizamos los v�erticescorrespondientes a enlaces del esquema de desingularizaci�on que atraviesan el in�ni-to y lo hacemos de forma que se unan las dos caras de profundidad cero (es decir,de la misma forma en que est�an desingularizados en la desingularizaci�on Euleriana)obtendremos un diagrama D0 que sigue siendo conexo (porque el ciclo Euleriano nose ha roto), es orientable y tal que todos los enlaces de esta desingularizaci�on, par-cial, atraviesan el in�nito (y se corresponden, de hecho, con los enlaces de tipo (a)del esquema de desingularizaci�on por ciclo Euleriano). Adem�as, las profundidadesasignadas a las caras de D0 por el m�etodo anterior coinciden con las profundidadesnaturales de las caras de D0.A este diagrama conexo y orientable podemos aplicarle el proceso de la Proposi-ci�on 2.4.1, obteniendo un esquema de desingularizaci�on que veri�ca las condiciones(i) y (ii) del enunciado. Por ejemplo, para el esquema (a) de la Figura 2.23 lo quese obtiene es el esquema (b) de la misma Figura. 2
Proposici�on 2.4.5 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, no-orientable, par ycon s�olo puntos dobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces, D puede serrealizado como una desingularizaci�on parcial de un cierto diagrama D0 que es launi�on de n + 1 c�onicas no degeneradas (concretamente, circunferencias, elipses ehip�erbolas) de forma que las c�onicas s�olo se tocan unas a otras tangencialmente, yen a lo sumo 2n puntos en total (de ellos, n no deber�an ser desingularizados).
Demostraci�on: La construcci�on es exactamente la misma que la de la Proposici�on2.4.2, salvo para los enlaces que atraviesan el in�nito. Para estos �ultimos intro-duciremos una hip�erbola tangente al c��rculo unidad en los dos punts extremos delenlace y su�cientemente estrecha. �Esto produce un producto de n + 1 c�onicas (elc��rculo unidad m�as una por cada enlace) en las condiciones que queremos. 2
Corolario 2.4.6 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, no-orientable, par y cons�olo puntos dobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces D puede serrealizado como una peque~na perturbaci�on f + "g, donde f es un producto de n+ 1c�onicas no degeneradas, como las de la Proposici�on 2.4.5 y g es un producto de2n+ 2 rectas.
Demostraci�on: Sea f el producto de las n + 1 c�onicas obtenidas en la Proposici�on2.4.5, las cuales tienen n puntos de tangencia que queremos conservar y l < npuntos de tangencia que queremos disipar para recuperar el tipo topol�ogico de D.Es decir, f tiene exactamente las mismas condiciones descritas en la demostraci�ondel Teorema 2.4.3 y una repetici�on pr�acticamente literal de lo all�� expuesto valdr��aaqu��. 2
2.4.3 El caso no orientable, impar
El caso impar requiere una modi�caci�on un poco m�as grande de nuestro m�etodopara el caso orientable. Para empezar, ya los enunciados de 2.4.3 y 2.4.6 no puedenvalernos, puesto que necesitamos obligatoriamente un polinomio f de grado imparpara realizar una curva impar. Adem�as, sabemos que la existenca de una funci�on
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de profundidad en un diagrama Euleriano es equivalente a que el mismo sea par,con lo cual tampoco podemos utilizar una funci�on de profundidad, estrictamentehablando, para la desingularizaci�on. La base del m�etodo ser�a encontrar un ciclo (noEuleriano) en el diagrama con unas buenas propiedades, enunciadas en el siguienteLema.
Lema 2.4.7 Sea D un diagrama Euleriano, impar, conexo, con s�olo puntos dobles.Entonces existe un ciclo C de aristas de D en las siguientes condiciones:
(i) No pasa m�as de una vez por ning�un v�ertice.
(ii) Es impar.
(iii) En cada v�ertice por el que pasa, el ciclo entra y sale por aristas consecutivas(podr��amos decir que el ciclo no \corta propiamente" al resto del diagrama).
Demostraci�on: En primer lugar observemos que un ciclo Euleriano que no se cortepropiamente (como los mencionados en la Secci�on 2.1, p�aginas 76 y siguientes) yacumple las condiciones (ii) y (iii). Sea C un ciclo que veri�ca (ii) y (iii) y que noveri�ca (i). Demostraremos que, entonces, existe otro ciclo C 0 de longitud menorque tambi�en veri�ca (ii) y (iii). Por tanto, un ciclo de longitud m��nima entre todoslos que las veri�can (ii) y (iii) necesariamente veri�ca tambi�en (i). De hecho, elproceso que sigue nos permite, comenzando con un ciclo cualquiera que veri�que(ii) y (iii) (por ejemplo, uno Euleriano que no se corte propiamente) encontrar unoque veri�que tambi�en (i).Sea P un v�ertice por el cual el ciclo C pasa dos veces. Sean a, b, c y d las cuatrosemiaristas que inciden en P , en ese orden. Supongamos, sin p�erdida de generalidad,que el ciclo comienza en a y termina en d. A�rmamos que en esas condiciones baparece delante de c en el ciclo o, dicho de otra forma, que las dos pasadas de C porel v�ertice P son \antiparalelas" (como en la Figura 2.24(a)) en vez de \paralelas",como las de la Figura 2.24(b)). La raz�on de �esto es que desingularizando los v�erticespor los que pasa el ciclo C de forma que el ciclo no se disconecte obtenemos unapseudorrecta (por la condici�on (ii)). El sentido de recorrido del ciclo induce unaorientaci�on global en el complementario de �esta pseudorrecta, lo cual s�olo es posibleen el caso antiparalelo.

Figura 2.24: Signi�cado de `antiparalelo' y `paralelo' en la demostraci�on del Lema2.4.7.
Entonces, podemos dividir el ciclo C en dos subciclos disjuntos: uno que comien-za en a y acaba en b y otro que comienza en c y acaba en d. Puesto que C era impar,uno de los dos subciclos es tambi�en impar. Dicho subciclo satisface las condiciones(ii) y (iii) del Lema y es de longitud menor que C. 2
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Con la ayuda de un ciclo en estas condiciones podemos obtener lo siguiente:

Proposici�on 2.4.8 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, impar y con s�olo puntosdobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces, D puede ser realizado comouna desingularizaci�on parcial de un cierto diagrama D0 que es la uni�on de n c�onicasno degeneradas (concretamente, circunferencias, elipses y par�abolas) y una recta(la del in�nito) de forma que las c�onicas y la recta s�olo se tocan unas a otrastangencialmente, y en a lo sumo 2n puntos en total (de ellos, n no deber�an serdesingularizados).
Demostraci�on: Sea C un ciclo de aristas de D como el del Lema 2.4.7. Asignemos atodas las caras adyacentes al ciclo profundidad 0 y asignemos como profundidad acada una de las dem�as el m��nimo n�umero de cortes con el diagrama necesarios parallegar a una cara de profundidad 0. �Esto no produce una funci�on de profundidadcomo las de�nidas en la Secci�on 2.2.2, puesto que hay caras adyacentes {por ejemplo,las adyacentes al ciclo C{ que tienen la misma profundidad.

Sin embargo, si desingularizamos los v�ertices por los que pasa C de forma queel ciclo no se desconecte, obtendremos como resultado un diagrama Euleriano noconexo una de cuyas componentes es una pseudorrecta (la que proviene del ciclo Cque ya es una pseudorrecta en s��) y una o varias componentes conexas orientables.Esta desingularizaci�on es compatible con la asignaci�on de profundidades, en el sen-tido de que todas las caras de profundidad 0 (las adyacentes al ciclo) quedan unidas,formando la cara exterior de las componentes orientables. Las caras interiores delas componentes orientables quedan asignadas con su profundidad \natural". Ade-m�as, los enlaces que aparecen en el diagrama de desingularizaci�on van todos de lapseudorrecta a una de las componentes orientables, puesto que los �unicos v�erticesque hemos desingularizado son aqu�ellos por los que pasaba el ciclo C y C pasabauna s�ola vez por cada uno de ellos.
Gracias a una isotop��a global del plano proyectivo podemos suponer que la pseu-dorrecta que proviene del ciclo C es de hecho la recta del in�nito. Una vez hecho �esto,el resto de la construcci�on es muy similar al de la Proposici�on 2.4.2. Supongamosen principio que las componentes conexas orientables son, simplemente, �ovalos (sinninguna estructura interior). Colaps�emoslos a puntos y coloqu�emoslos en el planoaf��n de forma que los enlaces que los unen a la recta del in�nito puedan ser realizadoscomo segmentos de recta (que, vistos en el plano af��n, ser�an semirrectas). �Esto puedehacerse usando las mismas ideas de \regiones estrelladas" de la Proposici�on 2.4.2.Como hicimos all��, \engordemos" uno de los enlaces de cada componente conexa,hasta convertirlo en una par�abola, y a~nadamos nuevas par�abolas que lo unan a larecta del in�nito, una a lo largo de cada uno de los dem�as enlaces. �Esto termina laconstrucci�on, para este caso particular. En el caso general de que las componentesorientables tengan \estructura", las desingularizaremos como en la Proposici�on 2.4.1y las realizaremos como en la Proposici�on 2.4.2, de forma que su contorno (que all��tom�abamos como una circunferencia) coincida con la par�abola que colocamos en elprimer enlace de la componente, y de forma que los puntos de tangencia de �estapar�abola con las elipses interiores est�en situados de la forma adecuada respectoa los enlaces exteriores (lo cual puede hacerse gracias a la �ultima condici�on de laProposici�on 2.4.2). �Esto termina la construcci�on. 2
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A priori podr��a pensarse que a partir del resultado 2.4.8 es f�acil obtener un Coro-lario an�alogo al Teorema 2.4.3 o al Corolario 2.4.6. Sin embargo, en la demostraci�onde estos dos �ultimos hab��a una condici�on que aqu�� no se veri�ca. Hablamos de lacondici�on de que los puntos de tangencia entre diferentes c�onicas pod��an elegirse sinque haya tres puntos no alineados. En el caso impar �esto no va a ocurrir, puestoque todos los puntos de tangencia con la recta del in�nito (que, en el peor caso, sonn) est�an alineados. Esta condici�on es realmente necesaria para nuestros m�etodos,como veremos por medio de un ejemplo.Consid�erese el diagrama de la derecha de la Figura 2.25 y supongamos quequeremos obtenerlo como una peque~na perturbaci�on de la curva de la izquierda,que es el producto de tres elipses y una recta. �Esto es imposible, si queremos quela perturbaci�on sea del tipo f + "g.

Figura 2.25: Perturbaci�on imposible de producir en la forma f + "g.
En efecto, para que una perturbaci�on del tipo f+"g produzca el tipo topol�ogicode la derecha es necesario que g tenga un punto singular en cada uno de los trespuntos de tangencia a lo largo de la recta y que tenga un cambio de signo encada uno de los dos segmentos de la recta entre puntos de tangencia. �Esto implicaque g tenga, al menos, grado 8, puesto que tiene 8 intersecciones (contadas conmultiplicidad) con la recta. No queremos decir con �esto que el diagrama de laderecha sea especialmente dif��cil de realizar. De hecho, puede ser realizado congrado 5 como producto de una recta y una lemniscata. Lo que queremos decir esque no puede ser obtenido de esta manera precisa y que, por tanto, la Proposici�on2.4.8 no puede proporcionar un m�etodo de construcci�on tan directo como el queten��amos en el caso par.Es por �esto por lo que en la construcci�on de la curva para el caso impar vamosa hacer un peque~no truco preliminar, consistente en perturbar primero el productode la recta con una de las elipses.

Corolario 2.4.9 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, impar y con s�olo puntosdobles. Sea n el n�umero de puntos dobles. Entonces D puede ser realizado como unapeque~na perturbaci�on f+"g, donde f es un producto de n�1 c�onicas no degeneradasy una c�ubica con un punto doble ordinario y g es un producto de 2n+ 1 rectas.
Demostraci�on: Sean C1; . . . ; Cn las n c�onicas de la Proposici�on 2.4.5 y llamemosl a la recta del in�nito. Supongamos que Cn es una de las c�onicas tangentes al. Consideremos el producto Cnl y perturb�emoslo ligeramente de forma que nocambie su topolog��a, pero el punto de tangencia se convierta en un punto doble nodegenerado. �Esta perturbaci�on, a la que denotaremos por c0n, ser�a la c�ubica que
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aparece en el enunciado. Movamos ligeramente el resto de las c�onicas C1; . . . ; Cn�1para que vuelvan a ser tangentes a C 0n, de la misma forma que lo eran a Cn o al. �Esto puede siempre hacerse de forma que entre los nuevos puntos de tangenciano haya tres alineados, ni dos alineados con el punto doble de la c�onica. Sea f elproducto de las n� 1 c�onicas y la c�ubica.El resultado es que f tiene n�1 puntos de tangencia P1; . . . ; Pn�1 que deseamosconservar y l (l � n) puntos de tangencia Q1; . . . ; Ql que deseamos eliminar. Paraque �esto ocurra con una perturbaci�on del tipo f + "g es su�ciente que g tenga unpunto doble ordinario en cada uno de los Pi y que tenga el signo adecuado en susalrededores y en los Qi. Un producto g de 2n + 1 rectas con estas caracter��sticaspuede obtenerse de la misma manera que lo hicimos en la demostraci�on del Corolario2.4.3. N�otese que all�� aparec��an dos rectas sn+1 y sn+2 que no jugaban ning�un papelsalvo el de aumentar el grado de g. �Esto signi�ca que no tendremos ning�un problemaen conseguir que el grado de g sea 2n+ 1 en vez de 2n+ 2. 2
2.4.4 El caso no conexo
En todo lo anterior hemos supuesto que el diagrama D era conexo. Terminamosesta secci�on viendo que, en realidad, la generalizaci�on a diagramas no conexos esmuy sencilla.
Lema 2.4.10 Sea D un diagrama Euleriano con s�olo puntos dobles y D1; . . . ;Dksus componentes conexas. Sean C1; . . . ; Ck curvas algebraicas que realizan a cadauna de ellas, de�nidas por polinomios f1; . . . ; fk. Supongamos, adem�as, que para lascomponentes orientables la correspondiente curva algebraica no corta a una ciertarecta. Entonces, D se puede realizar algebraicamente como un producto f 01 . . . f 0k,donde cada f 0i es una transformaci�on proyectiva del correspondiente fi.
Demostraci�on: En primer lugar, observemos que a lo sumo una de la componentesconexas de D es no-orientable. Supongamos que es D1 (o que no hay ninguna)y realic�emosla por C1. Elijamos un sistema de coordenadas a�nes en el planoproyectivo. El hecho de que el resto de las curvas C2 . . .Ck no corten a una ciertarecta signi�ca que, mediante una transformaci�on proyectiva, podemos hacer queno corten a la recta del in�nito. Una vez hecho �esto, bastar�a ir traslad�andolas,su�cientemente reducidas y quiz�a invertidas a la cara de C1 en la que deben estarpara obtener el tipo topol�ogico adecuado. 2
Teorema 2.4.11 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, orientable, con s�olo pun-tos dobles. Sea n el n�umero de puntos doblesy k el de componentes conexas. En-tonces D puede ser realizado como una peque~na perturbaci�on f + "g, donde:

� Si D es par, f es un producto de n + k c�onicas no degeneradas y g es unproducto de 2n+ 2k rectas.
� Si D es impar, f es un producto de n + k � 2 c�onicas no degeneradas y unac�ubica con un punto doble ordinario y g es un producto de 2n+2k� 1 rectas.

Demostraci�on: La demostraci�on es inmediata a la luz del Lema 2.4.10 y de losresultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9:
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Sean fi, para i = 1; . . . ; k los polinomios a perturbar para realizar la componentei-�esima, obtenidos a partir de los resultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9, seg�un la paridad yla orientabilidad de la componente. Como en el Lema 2.4.10 hagamos una transfor-maci�on proyectiva a cada uno de ellos que lo sit�ue en el lugar adecuado, convirtiendocada polinomio fi en un cierto polinomio f 0i . Adem�as, podemos conseguir que entrelos puntos de tangencia entra las c�onicas (y quiz�a la c�ubica) que forman parte de losf 0i no haya tres alineados, ni dos alineados con el punto singular de la c�ubica. Sea fel producto de los f 0i . En estas condiciones, del mismo modo que en los resultados2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9, es f�acil obtener un producto de rectas g del mismo grado que fque produzca las disipaciones adecuadas en cada uno de los puntos singulares de g.2

2.5 En qu�e casos exactamente la construcci�on anterior
es de grado �optimo

La primera pregunta que surge a la luz del m�etodo de realizaci�on de curvas alge-braicas de la Secci�on 2.4 es c�omo de bueno es el grado obtenido. N�otese que, paracurvas no singulares, los grados se traducen en 2k �o 2k � 1, siendo k el n�umero decomponentes conexas. �Esta cota es trivial porque toda curva algebraica proyectivano singular es topol�ogicamente equivalente a un cierto producto de k c�onicas (o dek � 1 c�onicas y una recta, si es impar). Sin embargo, tambi�en es gen�ericamente�optima, puesto que si todos los �ovalos de la curva est�an anidados uno dentro deotro, una recta que corte al m�as interior de ellos cortar�a a la curva en 2k puntos(2k � 1 para el caso impar).Para curvas singulares, ocurre algo semejante. La Figura 2.26 muestra un dia-grama Euleriano conexo con 3 puntos dobles que no puede ser realizado algebraica-mente con grado menor que 8. El ejemplo es f�acil de generalizar a cualquier n�umerode puntos dobles y a diagramas no conexos o con puntos de multiplicidad mayorque dos.

Figura 2.26: Un diagrama que no puede ser realizado con grado menor que 8.

Proposici�on 2.5.1 Sean k, n y mi, con i = 1; . . . ; n n�umeros enteros tales quek > 0, n � 0 y mi � 2. Entonces, podemos construir un cierto diagrama Euleriano yorientable D en el plano proyectivo con k componentes conexas y n puntos singularesde multiplicidades respectivas m1; . . . ;mn que posee una cara de profundidadP(mi�1) + k respecto a la cara no orientable. Por tanto, D no puede ser del mismo tipotopol�ogico que ninguna curva algebraica de grado menor que 2(P(mi � 1) + k).
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Demostraci�on: En primer lugar, podemos restringirnos al caso conexo. Si somoscapaces de construir un diagrama conexo que posee una cara de profundidadP(mi�1) + 1, bastar�a a~nadir k � 1 �ovalos anidados en dicha cara para conseguir una carade profundidad P(mi � 1) + k. En el caso conexo procederemos por inducci�on.Sea D0 un diagrama Euleriano, conexo y orientable con n � 1 puntos singularesde multiplicidades m1; . . . ;mn�1 que posee una cara de profundidad Pn�1i=1 (mi �1) + 1 respecto a la cara no orientable. Entonces el diagrama que resulta de pegaren un punto de dicha cara mn � 1 peque~nas c��rcunferencias tangentes tendr�a npuntos singulares de multiplicidades m1; . . . ;mn y posee una cara de profundidadPni=1(mi � 1) + 1 respecto a la cara no orientable.La �ultima a�rmaci�on de la Proposici�on es trivial. Sea C una curva algebraicaque realiza al diagrama D. Sea P un punto de la cara no orientable y sea Q unpunto de la cara de profundidad P(mi � 1) + k. Sea r una recta que pasa porambos y supongamos, sin p�erdida de generalidad, que r no pasa por ning�un puntosingular de C. Entonces, cada uno de los dos intervalos de recta [P;Q] de la rectar corta a C en al menos P(mi � 1) + k puntos. Por tanto, C tiene grado al menos2(P(mi � 1) + k). 2

Volvamos ahora al caso de diagramas con s�olo puntos dobles. Nuestro prop�ositoes estudiar exactamente qu�e diagramas necesitan el grado m�aximo (2n + 2k paralos diagramas pares y 2n + 2k � 1 para los impares) para ser realizados. El dia-grama mostrado en la Figura 2.26, as�� como los obtenidos en la demostraci�on dela Proposici�on 2.5.1, tienen una peculiaridad que vamos a relacionar con el hechode que necesiten tan alto grado para ser realizados. A saber, que para cualquierade sus v�ertices existe una desingularizaci�on del mismo que desconecta al diagrama.Cuando un v�ertice de un diagrama tenga dicha propiedad diremos que tal v�erticedesconecta al diagrama.
2.5.1 Diagramas con alg�un v�ertice que no los desconecta
Nuestro objetivo en esta Secci�on es ver que si un diagrama Euleriano con s�olopuntos dobles posee un v�ertice que no lo desconecta, entonces puede ser realizadocomo curva algebraica con grado estrictamente menor al obtenido en el Teorema2.4.11, es decir, con grado menor o igual que 2n+2k�2 para el caso par y 2n+2k�3para el caso impar. Gracias al Lema 2.4.10 bastar�a estudiar el caso conexo y verque un diagrama Euleriano, conexo y con s�olo puntos dobles con alg�un v�ertice queno lo desconecta puede ser realizado con grado 2n si es par y 2n � 1 si es impar.Comencemos por el caso orientable.
Lema 2.5.2 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, orientable y con s�olo puntosdobles. Sea n el n�umero de puntos dobles y supongamos que alguno de ellos no des-conecta a D. Entonces D puede ser realizado con grado 2n. Adem�as, su realizaci�onse puede hacer sin cortar a la recta del in�nto y como peque~na perturbaci�on de unacurva cuyo contorno es una circunferencia.
Demostraci�on: Para un diagrama conexo y orientable la existencia de un v�erticeque no desconecta al diagrama equivale a la existencia de dos c��rculos cp y cp+1de profundidades consecutivas p y p + 1 unidos por al menos dos enlaces en elesquema de desingularizaci�on de la Proposici�on 2.4.1. Es f�acil observar que, en
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estas condiciones, el proceso all�� realizado para disponer los c��rculos y los enlacesse puede llevar a cabo de manera que los dos enlaces que unen a cp y cp+1 seanprolongaciones de un di�ametro de cp+1. (Una forma de hacer �esto es considerar losdos enlaces como si fueran uno s�olo que une dos puntos interiores de cp y despu�esa~nadir cp+1 su�cientemente peque~no, y todo lo que haya en su interior).En estas condiciones, en el paso de la Proposici�on 2.4.1 a la Proposici�on 2.4.2, envez de introducir dos elipses diferentes para los dos enlaces podemos introducir unas�ola, lo cual nos ahorra dos unidades de grado en el polinomio f a perturbar en elTeorema 2.4.3. �Esto no impide la obtenci�on del polinomio g para la perturbaci�on,porque hab��a en �el dos rectas (sn+1 y sn+2) cuya �unica �nalidad era, de hecho,elevar el grado de g. 2

Para el caso no orientable, descompondremos el diagrama en partes, cada una delas cuales no contiene v�ertices que lo desconectan. �Esto se har�a gracias al siguienteLema:
Lema 2.5.3 Sea D un diagrama conexo y orientable con s�olo puntos dobles y seaP un punto doble de D tal que una de las desingularizaciones en P desconecta a D.Sean D1 y D2 los dos subdiagramas que se obtienen despu�es de la desingularizaci�on.Supongamos que D1 y D2 pueden realizarse algebraicamente con grados d1 y d2y que, si son orientables, su realizaci�on puede hacerse como peque~na perturbaci�onde una curva cuyo contorno exterior es una circunferencia. Entonces, D puederealizarse algebraicamente con grado d1 + d2.
Demostraci�on: En primer lugar, al menos uno de los dos diagramas D1 y D2 hade ser orientable, puesto que dos diagramas no orientables se cortar��an necesaria-mente. Supongamos que D1 es orientable y que, por tanto, se puede realizar congrado d1 como peque~na perturbaci�on de una curva con contorno circular. En estascondiciones, el contorno de D1 sigue siendo convexo, excepto quiz�as en un peque~noentorno de cada punto singular. Por tanto, para realizar D nos bastar�a llevar larealizaci�on de D1, su�cientemente reducida, hasta que las partes de D1 y D2 unidaspor el enlace resultante de la desingularizaci�on sean tangentes y D1 y D2 no secorten en ning�un otro punto. Esto produce la curva de grado d1+d2 que buscamos.2

Con el Lema 2.5.3, ser�a f�acil (cf. 2.5.6) reducir la rebaja del grado para los dia-gramas con un v�ertice que no los desconecta a la de los diagramas en los que ning�unv�ertice los desconecta. Para este caso particular la rebaja se hace por separado paradiagramas pares e impares, en los Lemas 2.5.4 y 2.5.5.
Lema 2.5.4 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, no orientable, par y con s�olopuntos dobles. Sea n el n�umero de puntos dobles y supongamos que ninguno de ellosdesconecta a D. Entonces, D puede ser realizado con grado 2n.
Demostraci�on: Consideremos el esquema de desingularizaci�on de D por una funci�onde profundidad descrito en la Proposici�on 2.4.4. Si dicho esquema tiene alg�un c��rculoadem�as del m�as exterior, entonces dicho c��rculo ha de estar unido por dos enlacesal que lo contiene inmediatamente (si s�olo estuviera unido por un enlace, el v�erticecorrespondiente a dicho enlace desconectar��a al diagrama). Por tanto, en este caso
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podemos usar el mismo procedimiento del Lema 2.5.2 para rebajar el grado de laconstrucci�on en dos unidades.En caso contrario, lo que tenemos como esquema de desingularizaci�on es una�unica c��rcunferencia con enlaces que unen pares de puntos de ella (bien a trav�esdel in�nito o a trav�es del interior). Adem�as, podemos suponer que los enlacesson segmentos de recta, bien por el interior o por el in�nito y que los exterioresest�an contenidos en rectas que pasan por el origen. Los dos puntos unidos porcada enlace interior no son consecutivos en la circunferencia, porque si lo fueranel correspondiente v�ertice desconectar��a el diagrama. Sea e el n�umero de enlacesexteriores e i el de interiores (de forma que e+ i = n). En la parte (a) de la Figura2.27 se tiene e = 3 e i = 4.

Figura 2.27: Rebaja del grado utilizando hip�erbolas, en el caso orientable-par.
Consideremos las e rectas l1; . . . ; le que contienen a los enlaces exteriores y laship�erbolas h1; . . . ; he donde hi es tangente dos veces al c��rculo unidad y tiene a li yli+1 por as��ntotas. Si no hubiera enlaces interiores, el diagrama D ser��a equivalenteal producto de las e hip�erbolas, (v�ease la parte (b) de la Figura 2.27) y habremosterminado. Si hay enlaces interiores, en cualquier caso �estos unir�an hip�erbolas difer-entes o dos ramas diferentes de la misma hip�erbola (si no fuera as�� el correspondientev�ertice desconectar��a a D), como en la parte (b) de la Figura 2.27. Por la elecci�onde las hip�erbolas, los enlaces interiores siempre se pueden disponer como segmen-tos de recta, aunque para ello puede ser necesario mover sus extremos. Adem�as,podemos suponer que sus extremos est�an en posici�on general, es decir, que no haytres alineados. Podr��amos ahora introducir una elipse a lo largo de cada enlace ydespu�es perturbar el producto de las hip�erbolas y las elipses como de costumbre, sino fuera porque los e puntos de tangencia de las hip�erbolas est�an alineados, en larecta del in�nito. Por esta raz�on vamos a hacer la pertrbaci�on en dos etapas.Llamemos fe al producto de las hip�erbolas y perturb�emoslo por medio del poli-nomio ge = z2(x2 + y2 + z2)e�1. Obs�ervese que ge contiene dos veces como factora la recta del in�nito y, por tanto, tiene un punto doble en cada uno de los puntosde contacto de la hip�erbolas, que son tangencias en el in�nito. Recordemos, de laSecci�on 2.3 que al perturbar una doble tangencia por un polinomio que tenga unpunto singular en la misma (como es ge), s�olo hay dos posibles disipaciones, unaque produce un punto doble ordinario, sin cambio en la topolog��a de la curva, yotra que produce un punto doble con dos ramas complejas conjugadas (es decir, unpunto aislado de la curva real). Adem�as, el hecho de que se produzca una u otra
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depende �unicamente de la distribuci�on de los signos de fe y ge. Como la distribuci�onde signos de ge y fe es la misma en el entorno de cada punto de tangencia de laship�erbolas, una perturbaci�on f" = fe + "ge produce el mismo tipo de disipaci�on entodos ellos. Por tanto, una elecci�on adecuada del signo de " hace que los puntosde tangencia se conviertan en puntos dobles ordinarios, sin ning�un cambio en latopolog��a de la curva. Sea C" la curva que se obtiene de esta manera.Si, despu�es de la peque~na perturbaci�on del producto fe de las hip�erbolas, intro-ducimos una elipse a lo largo de cada enlace de forma que sea tangente a la curva C"en los dos extremos del enlace, el producto de f" y las elipses podr�a ser perturbadocon los mismos m�etodos del Teorema 2.4.3. 2
Lema 2.5.5 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, impar y con s�olo puntos dobles.Sea n el n�umero de puntos dobles y supongamos que ninguno de ellos desconecta aD. Entonces, D puede ser realizado con grado 2n� 1.
Demostraci�on: Consideremos el ciclo Euleriano del Lema 2.4.7, utilizado en laProposici�on 2.4.8 para la construcci�on de la curva que realiza a un diagrama impar.Si D tiene alg�un v�ertice fuera de dicho ciclo (es decir en la parte orientable de laconstrucci�on) entonces el mismo tipo de argumentos que hemos usado en el casoorientable (cf. 2.5.2) nos sirve para rebajar el grado. En caso contrario, la desin-gularizaci�on a lo largo del ciclo produce un esquema como el de la Figura 2.28(a),donde la circunferencia m�as exterior (con cada par de puntos opuestos identi�ca-dos) representa a la recta del in�nito del plano proyectivo, la cual forma parte deldiagrama. Cada uno de los dem�as �ovalos est�a unido a la recta del in�nito por almenos dos enlaces, puesto que si no alg�un v�ertice desconectar��a al diagrama. �Ovalosdiferentes no est�an unidos entre s��.

Figura 2.28: Rebaja del grado en el caso impar.
Si s�olo hubiera un �ovalo, con s�olo dos enlaces, entonces el diagrama quedar��arealizado por el producto de la recta del in�nito con una c�onica que la corta dosveces (una hip�erbola), como en la Figura 2.28(b).Si hay m�as enlaces y/o �ovalos los �ovalos adicionales pueden ser siempre a~nadidosde forma que sean tangentes a la recta del in�nito (o quiz�as a la hip�erbola) en ellugar donde uno de sus enlaces incid��a, y el resto de los enlaces ser colocados enforma de segmentos de recta (como en la Figura 2.28(b) ). En estas condiciones,las mismas t�ecnicas de la construcci�on general del caso impar parmiten rebajar elgrado en dos unidades. 2
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Corolario 2.5.6 Sea D un diagrama Euleriano, conexo, no orientable y con s�olopuntos dobles. Sea n el n�umero de puntos dobles.
(i) Si D es par, entonces posee alg�un v�ertice que no lo desconecta y puede serrealizado con grado 2n.
(ii) Si D es impar y posee alg�un v�ertice que no lo desconecta, entonces puede serrealizado con grado 2n� 1.

Demostraci�on: Primero obtendremos la realizaci�on con el grado que se pide, supo-niendo que el diagrama tiene un v�ertice que no lo desconecta, y despu�es veremosque todo diagrama par lo tiene. Para conseguir la rebaja en el grado de la construc-ci�on, procederemos por inducci�on sobre el n�umero de v�ertices que desconectan aldiagrama. El caso de que ning�un v�ertice lo desconecte ha sido tratado en los Lemas2.5.5 y 2.5.4.Si P es un v�ertice que desconecta a D, sean D1 y D2 los dos diagramas que seobtienen al desingularizar P de forma que se desconecte D. Uno de ellos (digamosD1) ha de ser no orientable (contener a alguna pseudorrecta contenida en D) yel otro (D2) ha de ser orientable, porque dos diagramas no orientables siemprese cortan. Adem�as, D1 tiene la misma paridad que D, por ser D2 par. Sean n1y n2 sus n�umeros de v�ertices respectivos, n1 + n2 = n � 1. Alguno de los dosdiagramas D1 y D2 tiene un v�ertice que no lo desconecta. Por tanto, pueden serrealizados con grados d1 y d2, donde d1 + d2 = 2n1 + 2n2 + 2 = 2n en el caso par yd1 + d2 = 2n1 + 2n2 + 1 = 2n � 1 en el impar (usando la hip�otesis inductiva paraD1 y el Lema 2.5.2 para D2. Por �ultimo, el Lema 2.5.3 nos dice como realizar Dcon grado d1 + d2, que es el que buscamos.El hecho de que todo diagrama no orientable par contiene puntos que no lodesconectan se sigue de las consideraciones anteriores: desconectando D en todoslos v�ertices que lo desconectan y eliminando las componentes orientables, podremosobtener un diagrama que sigue siendo conexo, no orientable y par y que no poseev�ertices que lo desconecten. Como todo diagrama no orientable y par posee al menosun v�ertice, dicho diagrama (y, por tanto, tambi�en D) posee al menos un v�ertice queno lo desconecta. 2

2.5.2 El caso de que todos los v�ertices desconectan al diagrama
La condici�on de que todos los v�ertices desconecten a un diagrama es necesaria paraque un diagrama par con s�olo puntos dobles no pueda ser realizado con grado menorque 2n + 2k, y uno impar con grado menor que 2n + 2k � 1 (cf. el Lema 2.5.2 yel Corolario 2.5.6). Sin embargo, no es una condici�on su�ciente. Por ejemplo,el producto de dos elipses que se corten en cuatro puntos puede ser perturbadopara producir una curva algebraica con tres puntos singulares, cada uno de loscuales la desconecta. En este apartado veremos qu�e condici�on adicional es necesarioconsiderar.Sea D un diagrama Euleriano con s�olo puntos dobles, todos los cuales lo des-conectan. Sea n el n�umero de puntos dobles y k el de componentes conexas. Enparticular, sabemos que D no puede ser no orientable y par. Sea D0 el diagrama sinpuntos dobles que se obtiene de desingularizar cada v�ertice de D en la forma en que
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lo desconecte. La estructura de las componentes conexas de D0 es la de un bosque(grafo cada una de cuyas componentes conexas es un �arbol). �Esto es as�� porquecada componente que sea un �ovalo tiene una cara exterior (no orientable) y unainterior (orientable) y podemos considerar las componentes de su interior como sus\descendientes" en el grafo. En el caso impar, el bosque es conexo (i.e., un �arbol)y tiene como ra��z a la �unica pseudorrecta de D0. En el caso par, cada componenteconexa tiene como ra��z a un �ovalo maximal, �esto es, no contenido en el interior dening�un otro. Por simplicidad, en el caso par supondremos la existencia de una ra��zcom�un, �cticia, para todos los �arboles del bosque, la cual no tiene ning�un signi�cadogeom�etrico. �Esto convierte al bosque en un �arbol. Obs�ervese que en esta estructurade �arbol no interviene para nada el hecho de que dos componentes est�en unidas porun enlace o no.Para esta clase de diagramas, hay una manera m�as sencilla que la de la Secci�on2.4 de realizarlos como curvas algebraicas de grado 2n + 2k en el caso par y 2n +2k � 1 en el caso impar. Basta numerar las componentes conexas de D0 (que sonexactamente n+k, puesto que cada desingularizaci�on de un v�ertice de D ha a~nadidouna componente conexa) en un orden compatible con el �arbol, es decir, de formaque la componente i-�esima no est�e dentro de ninguna que la precede en n�umero.Una vez hecho �esto, cada componente puede ser a~nadida al digrama D como unaelipse (quiz�a tangente a alguna de las ya colocadas, si hay un enlace que las conecta)o como un punto de aislado. Es decir, cada componente ser�a a~nadida con grado dos(excepto la primera del caso impar, que se tomar�a como una recta) y por tanto elgrado total resultante ser�a 2n+ 2k (2n+ 2k � 1 en el caso impar).La rebaja del grado se har�a con el siguiente Lema:
Lema 2.5.7 En las condiciones anteriores, si n + k � 3 y las tres �ultimas com-ponentes a a~nadir no est�an mutuamente anidadas, entonces se pueden a~nadir a lavez aumentando el grado en 4 en vez de 6, excepto si est�an las tres enlazadas a lapseudorrecta del caso impar.
Demostraci�on: Las hojas del �arbol son o bien puntos aislados, o bien �ovalos sincomponentes en su interior.Si las tres componentes est�an conectadas entre s�� por enlaces, al ser reenlazadastienen la estructura del ejemplo de la izquierda de la Figura 2.29. Una curva as��puede ser conseguida con grado cuatro como perturbaci�on de dos elipses tangentesy, despu�es, trasladada a la cara adecuada del diagrama formado por el resto de lascomponentes o a ser tangente a la componente adecuada.

Figura 2.29: Curvas de grado 4 utilizadas en la demostraci�on del Lema 2.5.7.
Si dos de ellas est�an conectadas y la tercera no, al reenlazarlas obtenemos un\ocho" y un punto aislado o, quiz�as, un ocho y un �ovalo. La curva de la derecha dela Figura 2.29, de ecuaci�on z2y2 = z2x2+x4, es un ocho con un punto aislado en el



2.5. OPTIMALIDAD DE LA CONSTRUCCI �ON 115
in�nito. El punto aislado puede moverse a cualquier posici�on del plano proyectivo,excepto los del eje X, mediente una transformaci�on proyectiva que deje invariantea dicho eje y el ocho se puede hacer tan pr�oximo al eje como se quiera, escalando lavariable y. Si fuera necesario, la curva se puede perturbar para que el punto aisladose convierta en un �ovalo. Por tanto, en el caso de que ninguna de las dos partes(�ovalo o punto aislado y ocho) deba ser enlazada a las dem�as componentes es f�acila~nadirlas en el lugar apropiado. Tambi�en es f�acil conseguir que el ocho sea tangentea la componente apropiada, en el caso de que s�olo �el deba ser enlazado.En el caso de que los dos deban ser enlazados, no podemos conseguir f�acilmenteque ambos sean tangentes a la componente apropiada, pero s�� podemos conseguirque el ocho sea tangente y el �ovalo corte en dos puntos a la componente que quera-mos. Perturbando la curva algebraica as�� obtenida, podemos conseguir que uno delos dos puntos de intersecci�on del �ovalo se disipe y una de las dos disipaciones haceque la topolog��a resulte la que queremos. La perturbaci�on puede hacerse de formasimilar a las descritas en 2.4.3 y 2.4.9 y no entraremos a detallarlas.Supongamos por �ultimo que las tres componentes a a~nadir no est�an enlazadasentre s��. Sean P , Q y R los puntos de las dem�as componentes a los cuales debemosenlazarlas (o puntos arbitrarios en la cara adecuada, para las que no necesiten serenlazadas). Con la �unica excepci�on del caso en que el diagrama sea orientable y lastres componentes est�en enlazadas a la pseudorrecta, podemos suponer que P , Q y Rno est�an alineados. Consideremos dos c�onicas diferentes que se cortan exactamenteen P , Q y R (uno de los cortes deber�a ser tangencial) y sumemos sus cuadrados.�Esto produce un polinomio cuya curva algebraica consta exactamente de los trespuntos P , Q y R, lo cual termina la construcci�on si las tres componentes a a~nadirson puntos aislados.Si no fuera as��, perturbando ligeramente el polinomio es f�acil conseguir que uno,dos o los tres puntos se conviertan en peque~nos �ovalos. Cada �ovalo correspondientea una componente no enlazada estar�a ya colocado en su lugar. Cada �ovalo corres-pondiente a una componente enlazada cortar�a dos veces a la componente a la quedeber��a ser tangente. Perturbando de nuevo, igual que en el caso de un ocho y un�ovalo, obtendremos la curva que queremos. 2

Como Corolario de �esto obtenemos:
Teorema 2.5.8 Sea D un diagrama Euleriano, con s�olo puntos dobles y tal quetodos sus puntos dobles lo desconectan. Sea D0 el diagrama que se obtiene de Ddesingularizando cada v�ertice de D en la manera en que se desconecte. Entonces,
(i) Si el �arbol de componentes conexas de D0 tiene a lo m�as dos hojas, entoncesD no se puede realizar con grado menor que 2n + 2k (2n + 2k � 1, si D esimpar).
(ii) Si el �arbol de componentes conexas de D0 tiene al menos tres hojas, entoncesD se puede realizar con grado 2n+ 2k � 2 (2n+ 2k � 3, si D es impar).

Demostraci�on: (i) Las hojas del �arbol corresponden a los �ovalos vac��os y a los puntosaislados. Cualquier pseudorrecta que pase por un punto interior de cada �ovalo vac��oy por todos los puntos aislados corta a cada componente conexa de D0 al menosdos veces (excepto a la pseudorrecta del caso impar, a la cual corta al menos una
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vez), contadas con multipplicidad (los cortes con puntos aislados cuentan dos veces).Como el n�umero de componentes conexas de D0 es exactamente n + k, si el �arbolde componentes conexas de D0 tiene a lo m�as dos hojas, existen dos puntos talesque cualquier pseudorrecta que pase por ellos corta a D0 en al menos dos puntos.Sea entonces C una realizaci�on algebraica de D0 y sea C0 una perturbaci�on(topol�ogica) de C que produce el tipo topol�ogico de D0. Por las consideracionesanteriores existe una recta que corta a C0 en al menos 2n+2k puntos, contados conmultiplicidad. Si la recta se coge su�cientemente gen�erica (lo cual se puede hacerporque podemos mover ligeramente los dos puntos que la de�nen, que son o bienpuntos aislados o bien puntos de una cierta cara) su n�umero de cortes con C0 igualaal de cortes con C.(ii) El caso par (y, por tanto, orientable) se sigue directamente del Lema 2.5.7.El caso impar tambi�en, si es posible elegir la numeraci�on de las componentes de D0de forma que la �ultima de ellas no est�e enlazada a la pseudorrecta. Si �esto no esposible, quiere decir que todos los �ovalos de D0 est�an enlazados a la pseudorrecta.En �este caso el n�umero de hojas del �arbol coincide con el n�umero de �ovalos y con elde puntos singulares. Adem�as, s�olo necesitamos preocuparnos en realizar con grado5 aqu�ellos diagramas para los que dicho n�umero sea tres, porque si es mayor cada�ovalo adicional puede ser a~nadido como una elipse, aumentando en dos el grado.Cualquier diagrama en estas condiciones es equivalente a uno de los dos de la Figura2.13 de la Secci�on 2.3.1 (p�agina 91), los cuales fueron realizados all�� con grado 5. 2

Por �ultimo, a partir del Teorema 2.5.8 es f�acil obtener el siguiente Corolario,anunciado en la introducci�on. El inter�es de este reenunciado es que signi�ca que los�unicos diagramas Eulerianos con puntos dobles a los cuales no se les puede rebajarel grado de la construcci�on del Teorema 2.4.11 son aqu�ellos a los que `es evidente'que no se les puede rebajar.
Corolario 2.5.9 Sea D un diagrama Euleriano en el plano proyectivo con s�olopuntos dobles. Sea k su n�umero de componentes conexas y n su n�umero de puntossingulares. Entonces, son equivalentes:
(i) D no es topol�ogicamente equivalente a ninguna curva algebraica de gradomenor que 2n+ 2k si es par �o 2n+ 2k � 1 si es impar.
(ii) existen dos puntos del plano proyectivo tales que cualquier pseudorrecta quepasa por ellos corta al diagrama al menos 2n + 2k veces (2n + 2k � 1 si esimpar), contadas con multiplicidad.
Una vez que sabemos exactamente para qu�e diagramas el grado de la construc-ci�on del Teorema 2.4.11 es �optimo, parece natural pensar que ser��a posible decidirexactamente cu�ales necesitar�an grado 2n+2k� 2 (2n+2k� 3 para el caso impar),cu�ales 2n+2k� 4 y as�� sucesivamente, para rebajar el grado de realizaci�on de cadadiagrama tanto como sea posible.Sin embargo, la soluci�on completa de este problema (decidir qu�e grado es nece-sario y su�ciente para realizar cada diagrama Euleriano con s�olo puntos dobles)est�a fuera de nuestro alcance incluso para diagramas sin puntos singulares, porque�este caso es exactamente una reformulaci�on del problema XVI de Hilbert (decidirexactamente qu�e diagramas no singulares se pueden realizar con un cierto grado).
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En particular, nuestro resultado \la �unica obstrucci�on a que el grado pueda serrebajado puede encontrarse contando cortes con una cierta recta" va a dejar de sercierto, aunque no sabemos a partir de qu�e grado.Por tanto, dado que una soluci�on total es inviable y en una soluci�on parcialser��a dif��cil decidir d�onde pararse, no hemos intentado ni siquiera delimitar el casode grado inmediatamente inferior al m�aximo. N�otese, de todas formas, que en\muchos casos" los m�etodos exhibidos en esta Secci�on permitir��an rebajar el gradom�as de lo que lo hemos hecho.
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