Capitulo 2

Construccion de curvas
algebraicas planas reales
proyectivas con topologia dada

Como hemos visto en el capitulo anterior, las curvas algebraicas (planas, reales,
tanto afines como proyectivas) proporcionan un ejemplo fundamental de diagramas.
El objeto de este capitulo es estudiar, dado un cierto diagrama D en el plano real
proyectivo (por ejemplo, a través de un codigo como los estudiados en el Capitulo 1)
la forma de encontrar una curva algebraica C' con su mismo tipo topolégico. Diremos
en este caso que ' realiza algebraicamente al diagrama D. Ademds queremos que
la obtencion del polinomio sea lo mas algoritmicamente sencilla posible y tener un
control sobre la complejidad del polinomio obtenido (en particular, sobre su grado)
en funcién de la complejidad topolégica del diagrama.

Este problema esta relacionado con dos problemas que han generado un amplio
interés en los dltimos tiempos en el drea de la Geometria Algebraica Real: por una
parte el problema de la determinacién algoritmica de la topologia de una curva
algebraica real, ya mencionado en el parrafo 1.4.1 del Capitulo 1 y que se puede
considerar inverso del que ahora nos ocupa. Por otra el llamado problema XVI de
Hilbert que, entendido de manera amplia, pregunta cudles son las posibles config-
uraciones topolégicas de curvas proyectivas no singulares de grado dado. Véanse
las referencias [Gudkov, Itenberg, Risler, Viro, Wilson] para mds informacién sobre
este problema.

En la investigacién del Problema XVI de Hilbert hay dos partes metodolégica-
mente diferentes. Por un lado se demuestran ciertas restricciones tedricas (prohibi-
ciones) a la forma en que las componentes de la curva estdn dispuestos y, por otra,
se buscan métodos de construcciéon para las curvas no prohibidas. Cuando todos
los tipos topolégicos no prohibidos para un cierto grado han sido construidos el
problema estard cerrado. Respecto al método de construcciéon de la curva, hasta
comienzos de los afios 80 todas las curvas fueron construidas por métodos de pertur-
bacién del tipo de los que veremos en la Seccién 2.3. Con estos métodos el problema
fue resuelto hasta grado 6 (hasta grado 5 el problema es relativamente sencillo y el
grado 6 fue cerrado en los afios 60 por Gudkov). En el afio 84, Viro [Viro] presenté
un nuevo método de construccién, radicalmente diferente y con una gran compo-
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74 CAPITULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS CON TOPOLOGIA DADA

nente de Geometria Combinatoria, gracias al cual cerrd el problema para grado 7.
El grado 8 sigue atin abierto.

Volviendo a la realizabilidad de un diagrama como curva algebraica, lo primero
que aparece como obvio es que no todo diagrama puede ser realizado. Debido a que
toda semirrama analitica real tiene una prolongacién también real, una condicién
necesaria para la realizabilidad de un diagrama es que todos sus vértices tengan va-
lencia par. Esta condicién define un tipo de diagramas al que llamaremos Fulerianos
en la Seccién 2.1 y que tiene otras propiedades interesantes.

El que un diagrama sea Fuleriano es condicién, ademds de necesaria, suficiente
para que sea realizable. La suficiencia, sin embargo, no se puede calificar de obvia.
Por ejemplo, su generalizaciéon natural a variedades algebraicas de dimensién superi-
or no es cierta (véase [Bochnak-C-R] o [Akbulut-King]). Hemos de mencionar que las
demostraciones clasicas de éste y similares resultados usan aproximacion polinémica
de funciones C'*° y son, por tanto, absolutamente no-constructivas. Nuestros resul-
tados proporcionan una demostracién constructiva (y con acotacién del grado de la
curva algebraica) de este hecho.

Ahora bien, nuestros métodos de construccion, en su estado actual, sélo se adap-
tan de forma satisfactoria a diagramas con sélo puntos dobles, es decir, a diagramas
FEulerianos cuyos puntos singulares son todos de multiplicidad 0 6 2. (Nota: llamare-
mos puntos singulares de un diagrama Fuleriano a aquéllos en los que el diagrama
no es localmente liso, es decir, a los vértices de valencia diferente de 2. Llamamos
multiplicidad de un punto singular a la mitad de su valencia). FEl caso de puntos
de multiplicidad mayor que 2 estd ain en fase de estudio y no se incluye en es-
ta memoria. El resultado provisional es que podemos realizar cualquier diagrama
orientable (i.e. que no corte a una cierta pseudorrecta) con un grado del orden de
45" m;+ 2k, donde m; son las multiplicidades de los puntos singulares y k el nimero
de componentes conexas. Lo que si veremos es que este grado es del orden del doble
del que es necesario, al menos, para algunos ejemplos (ver la Proposicién 2.5.1, que
se anuncia en esta introduccién como Proposicién 2.0.2).

La organizacién de este capitulo es la siguiente:

La Seccién 2.1 describe algunas propiedades particulares de los diagramas Fu-
lerianos en el plano proyectivo, los dnicos realizables como curvas algebraicas. FEn
particular, se introduce la division en diagramas orientables y no orientables y, para
estos ultimos, en pares e impares.

Las Secciones 2.2 y 2.3 presentan, respectivamente, las dos técnicas esnciales
en las que se basardn nuestras construcciones. La primera es puramente topold-
gico/combinatoria y trata de cémo “desingularizar” un diagrama de forma que
después pueda ser “reconstruido por piezas”. La segunda es mas algebraica y tra-
ta del estudio de como cambia la topologia de una curva algebraica €'y cuando
modificamos ligeramente sus coeficientes. En particular se estudiardn las perturba-
ciones del tipo f+ eg, que serdn las que usaremos en nuestras construcciones. Para
terminar la Seccién 2.3 se incluye un primer método general de construcciéon de
curvas algebraicas con sélo puntos dobles. Aunque produce peor grado que el que
se mostrara en la Seccién siguiente, merece la pena incluirlo porque es mas sencillo
(en particular, serfa mas facil de implementar en el ordenador) y porque parte de
la construccién se usard de nuevo en segundo método.

La Seccién 2.4 presenta nuestros principales resultados de construccién, en los
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que se obtiene una curva algebraica que realiza un diagrama con sélo puntos dobles
con un grado que es genéricamente éptimo como funcién del nimero de puntos
dobles y componentes conexas (Teorema 2.4.11).

Teorema 2.0.1 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo con solo pun-
tos dobles. Sean k y n los nimeros de componentes conexas y puntos dobles de D,
respectivamente. Entonces D tiene el tipo topologico de una cierta curva algebraica
de grado menor o igual que 2n + 2k.

Nuestros resultados de la Seccidén 2.4 son mas precisos que ésto. Para empezar,
los diagramas pares sélo pueden ser realizados con grado par y los diagramas impares
s6lo pueden ser realizados con grado impar (cf. de nuevo la Seccién 2.1). Nuestros
resultados se enunciaran (y, sobre todo, se demostraran) por separado para el caso
par v el caso impar. En éste iltimo caso el grado necesario queda rebajado a
2n 4+ 2k — 1. En segundo lugar se da mas informacién sobre la curva algebraica que
realiza el diagrama. Se demuestra que dicha curva puede ser tomada de la forma
f+¢eg, donde ¢ es un nimero real (suficientemente pequefio), g es un producto de
rectas y f un producto de cénicas (y una cibica, en el caso impar). Las rectas,
cénicas y cibica correspondientes pueden ser obtenidas del diagrama por métodos
combinatorios, que tienen que ver con las desingularizaciones de la Seccién 2.2. Esto
se ve en los resultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9.

En la dltima Seccién veremos, en primer lugar, que el grado obtenido en la
construccién anterior no es mejorable, en el sentido de que hay diagramas con n
puntos dobles y k componentes conexas (para todo n y todo k) que no admiten ser
realizados con grado menor. Tales diagramas son relativamente faciles de encontrar
y, ademads, se pueden generalizar a puntos de multiplicidad superior, obteniéndose
(cf la Proposicién 2.5.1):

Proposiciéon 2.0.2 Sean k, n y m;, con i = 1,...,n numeros enteros tales que
k>0, n2>0ym; > 2 Fntonces, existe un cierto diagrama Fuleriano D en el
plano proyectivo con k componentes conexas y n puntos singulares de multiplicidades
respectivas mq, . .., My, que no puede ser del mismo tipo topologico que ninguna curva
algebraica de grado menor que 2(3 (m; — 1) + k).

Por supuesto, una gran mayoria de diagramas son realizables con grado menor
que 2n + 2k. Los Teoremas de Bezout y de Harnack nos dan cotas, ambas al-
canzables, que permiten encontrar diagramas realizables con grado, esencialmente
V2n + 2k. Sin embargo, podemos entender la cota 2(3 (m; — 1) + k) como una
cota inferior genérica al grado necesario para realizar todos los diagramas con n
puntos dobles y £ componentes conexas. En este sentido podemos decir que nuestra
construccién de la Seccién 2.4 tiene grado genéricamente éptimo.

Por dltimo, de nuevo para el caso de puntos dobles, seremos capaces de carac-
terizar exactamente qué diagramas necesitan el grado maximo para ser realizados.
Esto supone sélo una pequeila rebaja del grado necesario para realizar el resto de
los diagramas, sin ninguna importancia practica, pero tiene cierta relevancia teédrica
puesto que, en cierto modo, nos dice que sélo necesitan grado 2n+2k (6 2n+2k—1)
para ser realizados aquéllos diagramas que, de forma evidente, lo necesitan (como
el que aparecerd en la Figura 2.26, pagina 108). El resultado es el siguiente (cf.
2.5.9).
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Teorema 2.0.3 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo con solo pun-
tos dobles. Sea k su nimero de componentes conexas y n su numero de puntos
stngulares. Entonces, son equivalentes:

(i) D no es topologicamente equivalente a ninguna curva algebraica de grado
menor que 2n + 2k si es par ¢ 2n + 2k — 1 si es impar.

(ii) existen dos puntos del plano proyectivo tales que cualquier pseudorrecta que
pasa por ellos corta al diagrama al menos 2n + 2k veces (2n 4+ 2k — 1 si es
impar), contadas con multiplicidad.

También en este caso obtenemos informaciéon mas precisa. El Teorema 2.5.8 nos
dice concretamente qué diagramas satisfacen la condicién (i¢). La expresién “con-
tadas con multiplicidad” hace referencia a que si la pseudorrecta corta al diagrama
en un punto doble 0 en un punto aislado el corte ha de contarse como si fueran dos.

2.1 Curvas algebraicas y diagramas Eulerianos en el
plano proyectivo

A lo largo de todo el capitulo utilizaremos el término curvae algebraica para referirnos
a una curva algebraica plana proyectiva real entendida como el conjunto de ceros
de un cierto polinomio homogéneo f € R[z,y, z] en tres variables y con coeficientes
reales. Llamaremos grado de una curva algebraica C' al minimo grado de un poli-
nomio f cuyo conjunto de ceros es C.

Para curvas algebraicas sin puntos aislados (o, mas precisamente, cuyos pun-
tos aislados estan en la misma componente algebraica que un nimero infinito de
puntos de la curva) el polinomio f que define la curva estd determinado de man-
era univoca salvo multiplicacién por una constante no nula si le exigimos que no
tenga “factores redundantes” (es decir, factores sin ceros reales o cuyos ceros reales
ya estan contenidos en los de algin otro factor de f). Esto es asf porque en este
caso el ideal definido por la curva es principal. Para curvas algebraicas con puntos
algebraicamente aislados (es decir, puntos aislados no contenidos en ninguna com-
ponente algebraica irreducible con un nimero infinito de puntos) no hay una forma
univoca de elegir el polinomio f. Sin embargo, la paridad del grado del polinomio si
que estd bien definida, si exigimos al polinomio f que no tenga factores miltiples.
Siempre trabajaremos con polinomios sin componentes miltiples.

En muchas ocasiones abusaremos de la notaciéon y daremos nuestros polinomios
con sélo dos variables z e y y no homogéneas. Esto significa que hemos especializado
la tercera variable z en el valor 1 y no produce ambigiiedad, salvo en el caso en que
el polinomio sea un multiplo de z (es decir, que la curva algebraica contenga a la
recta del infinito). Si ésto ocurriera (de hecho ocurrird para algunos polinomios en
la Seccién 2.4) haremos mencién explicita de ello. Del mismo modo, también con un
cierto abuso, supondremos siempre que tenemos un cierto sistema de coordenadas
afin en el plano proyectivo. Esto significa que podemos decir cosas tales como
que una curva (o un diagrama) corta a la recta del infinito (o, para abreviar, “al
infinito”) o que una cierta cénica es una circunferencia, o que es una hipérbola.

Como ya hemos mencionado en la introduccién, una curva algebraica es siempre
un diagrama con valencia par en todos sus vértices. ks bien sabido que, para un
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grafo conexo, la propiedad de que todos sus vértices tengan valencia par es condicién
necesaria y suficiente para que el grafo posea un ciclo Euleriano, es decir, un ciclo que
recorre todas sus aristas de forma continua sin pasar dos veces por ninguna de ellas
y terminando en el mismo punto donde comenzd. Por esta razén un grafo se dice
Euleriano si es conexo y todos sus vértices tienen valencia par. Por conveniencia,
nosotros vamos a alterar ligeramente la definicién y no pondremos la condiciéon de
conexion.

Definicion 2.1.1 Diremos que un cierto diagrama D es Euleriano si sus vértices
tienen todos valencia par. Llamaremos multiplicidad de cada vértice P a la mitad
de la valencia de P. Llamaremos puntos singulares de un diagrama Fuleriano a los
vértices de multiplicidad mayor que uno. Si el diagrama no posee puntos singulares
diremos que es regular y si solo posee puntos singulares de multiplicidad 2 diremos
que es un diagrama con sélo puntos dobles. Llamaremos puntos aislados a los
vértices de multiplicidad 0.

Es decir, un diagrama Euleriano es aquél para el cual cada una de sus compo-
nentes conexas posee un ciclo Euleriano. Notese que hay una cierta relaciéon en-
tre multiplicidad topolégica y multiplicadad algebraica: dada una curva algebraica
definida por un polinomio f y un punto P de la misma, su multiplicidad algebraica
es siempre mayor o igual que su multiplicidad topolégica. Los puntos aislados son un
poco particulares a éste respecto, puesto que su multiplicidad algebraica es siempre,
como poco, igual a dos.

2.1.1 Paridad y orientabilidad de diagramas

Por razones técnicas, la demostracion de nuestros principales resultados en la Sec-
cién 2.4 se hard por separado para distintos grupos de diagramas, dependiendo de su
orientabilidad v su paridad. Este apartado estd dedicado a definir estos conceptos.

Consideremos una cierta curva cerrada simple [ en el plano proyectivo, homeo-
morfa a una circunferencia. Entonces, [ puede no dividir al plano proyectivo o
dividirlo en dos partes. En el primer caso el complementario RIP?\/ de [ es homeo-
morfo al plano afin y diremos que [ es una pseudorrecta. Fn el segundo, una de las
dos componentes conexas de IRIP? \ [ es homeomorfa al plano afin y la otra a una
banda de Mo6bius sin su borde. Diremos que en este caso [ es un dvalo y llamaremos
parte interior a la componente homeomorfa al plano afin y parte exterior a la otra.
También es bien sabido que una pseudorrecta es isotépica a una recta y un évalo lo
es a una circunferencia.

Como ya hemos mencionado, la paridad del grado de los posibles polinomios
que definen una cierta curva algebraica esta bien definida (aunque no el grado en si)
sin mds que exigir que el polinomio no tenga factores miltiples. En realidad, esta
paridad es un invariante topoldgico del diagrama subyacente a la curva, dado por el
nimero de cortes con una pseudorrecta transversal al diagrama. Dos diagramas se
dirdn transversales, si el nimero de puntos de interseccién es finito y en un pequeno
entorno de cada uno de ellos cada una de las curvas separa a la otra. En cortes de
dos diagramas con puntos singulares, para que un corte sea transversal se exigird,
ademds, que se produzca en un punto que es no-singular para ambos.
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Definicion 2.1.2 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo. Diremos
que D es par si cualquier pseudorrecta transversal a D lo corta en un numero par
de puntos y que es impar si cualquier pseudorrecta transversal a D lo corta en un
numero impar de puntos.

Por ejemplo, los 6valos son pares y las pseudorrectas son impares. En diagramas
no conexos, los diagramas pares tienen todas sus componentes pares y los diagramas
impares tienen una componente impar y el resto pares.

Para que la definicién de paridad tenga sentido es necesario probar que la pari-
dad del nimero de cortes con una pseudorrecta transversal es independiente de la
eleccion de ésta, lo cual se hace en la Proposicién 2.1.4. Ademas, la Proposicion
da otras caracterizaciones equivalentes de los diagramas pares. Obsérvese también
que de la definicién se deduce ficilmente que una curva algebraica, entendida co-
mo diagrama, es par si y sélo si el polinomio que la define es de grado par (basta
considerar como pseudorrecta transversal una recta en posicién general).

Lema 2.1.3 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo y sea C' un évalo
que lo corta transversalmente. Fntonces, C' y D tienen un nmimero par de puntos
de corte.

Demostracion: Un 6valo es isotdpico a una pequeiia circunferencia situada comple-
tamente en una de las caras del diagrama y que, por tanto, no lo corta. Ademds, la
isotopia puede hacerse en un niumero finito de pasos en los cuales el Unico cambio,
a efectos topoldgicos, es que una parte del évalo atraviesa un cierto vértice o una
arista (como en la Figura 2.1). Cualquiera de los dos procesos cambia el nimero de
cortes del 6valo con el diagrama en un nimero par, lo cual demuestra el Lema. O
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Figura 2.1: El évalo atraviesa una arista o un vértice de D.

Proposicion 2.1.4 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo. Fn-
tonces, son equivalentes:

(i) Eriste una cierta pseudorrecta de RIP? y transversal a D que lo corta en un
numero par de puntos.

(ii) Cualquier camino cerrado (en particular, cualquier pseudorrecta) de RIP? y
transversal a D lo corta en un niumero par de puntos.

(iii) Las caras de D se pueden dividir en dos clases de forma que dos caras que
comparten una arista estan en distinta clase. Podemos decir que el diagrama
es “coloreable” con dos colores o que podemos “ajedrezarlo”.
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(iv) El pseudografo dual de D es bipartito. (El pseudografo dual se construye
tomando como vértices las caras del diagrama y uniéndo dos de ellos por
cada arista que las dos caras compartan. Siempre existe, es unico y se puede
sumergir en la misma superficie que el diagrama, produciendo un “diagrama
dual”. Sin embargo, su inmersion es unica si y solo si el diagrama es celular).

Demostracion:

Laequivalencia entre (7i7) y (iv) es inmediata (en realidad, (iv) es una reescritura
de (#i¢) en términos del pseudografo dual). También son obvias las implicaciones

Para demostrar (¢) = (u4), supongamos en primer lugar que el camino cerrado
¢ a considerar no se corta a si mismo. Entonces, ¢ es una pseudorrecta o un 6valo.
El Lema anterior resuelve el caso de un 6valo y el de una pseudorrecta lo podemos
resolver con el mismo argumento: sea [ una pseudorrecta que corte a D en un
nimero par de puntos, siendo todos los cortes de [ y ¢ con D transversales. Igual
que en la demostracién del Lema existe una isotopia que transforma ¢ en [ por
medio de un nimero finito de pasos elementales en los cuales no cambia la paridad
del nimero de cortes, lo cual termina la demostracién. Si el camino ¢ se corta a si
mismo, sabemos al menos que no lo hace en puntos de D (si no no seria transversal).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ sélo se corta a si mismo en un
nimero finito de puntos, perturbandolo ligeramente, si es necesario, fuera de un
cierto entorno de D. Una vez hecho ésto, podemos “desingularizar” ¢, lo cual lo
convierte en un numero finito de caminos cerrados que no se cortan a si mismos.
Véase el comienzo de la Seccién 2.2 para una explicacion de lo que entendemos por
desingularizacién. La desingularizacion se hace afectando sélo a un cierto entorno
de cada punto de autointerseccién de ¢ y, por tanto, el nimero de cortes de ¢ con
D es el mismo que el de cortes de D con todos los caminos cerrados que resultan de
la desingularizacion, que es par.

Para demostrar (i7) = (i24) elijamos una cierta cara Fy de D a la que tomaremos
como base y digamos que una cierta cara F de D estd en el mismo grupo que Fy
si y solo si un camino transversal que vaya de Fp a F' corta a D en un nimero par
de puntos. La paridad del nimero de cortes es independiente del camino elegido
gracias al Lema y a la propiedad (i7), ya que dados dos caminos ¢ y ¢2 que vayan
de Fy a F' la composicion 0102_1 es un camino cerrado. Por tanto, la 2-coloracién de
las caras esta bien definida. Es obvio que verifica la propiedad (7i?). O

Aparte de la paridad, otra distincién esencial entre un évalo y una pseudorrecta
es que el 6valo posee una cara que es no-orientable o, equivalentemente, que posee
un entorno orientable. A los diagramas que posean ésta propiedad los llamaremos
orientables.

Definicion 2.1.5 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo. Diremos
que D es orientable si posee un entorno orientable.

Lema 2.1.6 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo. Son equiva-
lentes:

(i) El diagrama posee un cierto entorno orientable.

(it) El diagrama posee una cierta cara no-orientable.
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(i1i) El diagrama no contiene ninguna pseudorrecta.

(iv) Eriste una pseudorrecta que no corta al diagrama.

Demostracion: La demostracion se basa en un sélo hecho fundamental: que un
abierto conexo del plano proyectivo es orientable si y sélo si no contiene ningu-
na pseudorrecta, y que en este caso, ademads, es una celda. En particular, ésto
demuestra (i¢) < (iv). Para las demas implicaciones:

(1) < (iv) Si existe una pseudorrecta [ que no corta al diagrama D, entonces
IRIP?\ [ es un entorno orientable del mismo (el complementario de una pseudorrecta
es homeomorfo al complementario de una recta, i.e., al plano afin). Reciprocamente,
si D posee un entorno U orientable, que podemos suponer abierto, IRIP% \ U es un
compacto no orientable y, por tanto, contiene una pseudorrecta.

(1) & (727) Si el diagrama contiene una pseudorrecta, entonces no puede tener
un entorno orientable. Si el diagrama no contiene ninguna pseudorrecta, entonces
no hay ninguna obstruccién a que una orientacién local en uno de sus puntos se
propague a un cierto entorno del diagrama. a

2.2 Desingularizacion de diagramas Eulerianos

Dado un cierto diagrama Euleriano D y uno de sus puntos singulares P, de multipli-
cidad m, una desingularizacion de D en P consistird en tomar un pequeiio entorno
abierto U de P y sustituir D N U por la unién disjunta de m segmentos, a las que
llamaremos ‘ramas’. Esta operacién aparece en [G.Corbalan] y [G.C.-Santos] con
el nombre de ‘flip’. Es posible establecer una correspondencia biyectiva entre las
maneras posibles de desingularizar un punto de multiplicidad m y las formas de
distribuir paréntesis en una expresién de longitud m + 1, as{ que el nimero de d-
iferentes desingularizaciones posibles para un vértice de multiplicidad m es el bien
conocido nimero de Catalan [Aigner].

1 2m
Cm+1—m—+1( m)

Siempre que hagamos una desingularizacién de un punto singular en un dia-
grama, marcaremos el lugar donde se ha hecho la desingularizacién con lo que
llamaremos enlaces. En el caso mas sencillo de un punto de multiplicidad 2 el enlace
serd simplemente una linea que une las dos ramas obtenidas en el entorno U de P
después de la singularizacién. En el caso mas general, el enlace serd un arbol con
un vértice en cada una de las m 4 1 caras obtenidas en U por la desingularizacion,
de forma que cada arista del drbol corte a una de las ramas. En otras palabras,
el enlace no serd otra cosa que el grafo dual de Dp N U. Para ser consecuentes
con la definicién dada para multiplicidad 2, las “hojas” de dicho drbol deben ser
“recortadas” hasta su punto de interseccién con el diagrama.

En algunas ocasiones nos interesard no desingularizar el punto P totalmente,
sino sdlo separar entre si grupos de aristas que inciden en él, manteniendo cada
grupo unido a un punto singular. Llamaremos a ésto una desingularizacion parcial
de D en el punto P. En la Figura 2.2 se muestran dos ejemplos de desingularizacién.
En ella y en todas las Figuras de este capitulo los enlaces de una desingularizacion
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se representaran con trazo gris. La tnica condicién que exigiremos a una desingu-
larizacion parcial es que todos los grupos de aristas que permanecen unidos consten
de un ndmero par de ellas. Esto nos asegura que el diagrama resultante sigue siendo
Euleriano.

Figura 2.2: Desingularizacién total y parcial de un punto P.

Cuando trabajemos con desingularizaciones de diagramas usaremos normal-
mente la siguiente notacién y nomenclatura. Llamaremos nicleo de la desingu-
larizacion (y denotaremos D°) al diagrama resultante de la misma, sin los enlaces
correspondientes, y esquema de la desingularizacion (denotado D*) a la unién del
diagrama D con los enlaces que marcan la desingularizacién. Normalmente, tanto
D* como DV serén considerados médulo equivalencia topolégica.

El nicleo D de una desingularizacién total en todos los vértices de un cierto
diagrama euleriano D es un diagrama regular cuyas componentes conexas seran, por
tanto, évalos, pseudorrectas o puntos aislados. Un diagrama en estas condiciones
es facil de realizar por una curva algebraica (como producto de circulos, rectas y
circulos degenerados en un punto). Este serd nuestro punto de partida para la reali-
zacién algebraica de diagramas. Si queremos, después de realizar algebraicamente el
nicleo desingularizado DY, ser capaces de obtener a partir de él una curva que realice
al diagrama D nos serd necesario conocer qué partes de DY provienen de cada punto
singular de D, esto es, conocer los enlaces de la desigularizacién. Nuestra técnica
de construccion de una curva algebraica que realice a un cierto diagrama FEuleriano
D tendra los siguientes pasos:

e En primer lugar obtendremos de forma combinatoria un esquema de desingu-
larizacion D* de D. Eligiendo de forma adecuada el esquema de desingulari-
zacion, tanto las componentes conexas regulares como los enlaces se podran
colocar en una disposicién geométrica sencilla, sin alterar su tipo topolédgico
(como en la Figura 2.3).

o Gracias a esta disposicién sencilla nos serd facil realizar el nicleo D% con una
curva algebraica Cy de polinomio fy e insertar curvas algebraicas Cy,...,C, de
polinomios fi,..., f, alo largo de los enlaces, de forma que una perturbacién
adecuada del producto fy--- f, produzca una curva con el tipo topoldgico del
diagrama D. Véase la Figura 2.4.

En la Seccién 2.3 estudiaremos las técnicas de perturbacién de curvas algebraicas
que posibilitaran el dltimo paso. En ésta secciéon vamos a estudiar dos maneras
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-G~

Figura 2.3: Obtencién de un esquema de desingularizacién.

0 -~

Figura 2.4: Inserciéon y perturbacién de curvas algebraicas en el esquema de desin-
gularizacién.

de obtener desingularizaciones que nos seran utiles. La primera se basard en la
utilizacién de ciclos Fulerianos y la segunda en lo que llamaremos funciones de

profundidad.

2.2.1 Desingularizacién por ciclos Eulerianos

Sea D un diagrama FEuleriano y conexo. Entonces, como sabemos, D posee un
ciclo Euleriano. Sea £ = (v1e1v2€z...€xv1) un ciclo Euleriano de D, donde e; y
v; (1 =1,...,k) son los vértices y aristas de D, en el orden en que aparecen en el
ciclo. Sean (e;_1,€¢;) y (ej_1,€;) (1,7 € {1,...,k}) dos pares de aristas consecutivas
del ciclo que atraviesan un mismo vértice v; = v; (donde ey se toma como ey, si i
o j es igual a 1). Diremos que los pares de aristas consituyen una autointerseccion
propiamente dicha del ciclo £ (o que se cortan propiamente) si e;_1 y €; separan a
las aristas e;_1 y e; en el orden ciclico de las aristas alrededor del vértice v;. Si el
ciclo Euleriano no posee autointersecciones propiamente dichas, diremos que no se
corta a si mismo.

Por ejemplo, en el diagrama de la parte (a) de la Figura 2.5 el ciclo Euleriano
AaBcCbAdBeC f no se corta propiamente (parte (b) de la Figura). En cambio el
ciclo AbCcBaAdBeC f si se corta propiamente, puesto que los pares de aristas (f,b)
y (a,d), consecutivas en el ciclo y con vértice comin A, se separan entre si. Es claro
que un ciclo Euleriano que no se corta a s{ mismo induce una desingularizacion del
diagrama D con nicleo conexo y en la cual las ramas que quedan unidas entre si en
cada punto desingularizado son precisamente aquéllas que corresponden a aristas
consecutivas del ciclo, como se ve en la parte (b) de la Figura 2.5 para el mencionado
ciclo Euleriano AaBcCbAdBeC' f, que no se corta a si mismo.

Lema 2.2.1 Todo diagrama Fuleriano conexo posee un ciclo Fuleriano que no se
corta pripiamente a st mismo.
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Figura 2.5: Un ciclo Euleriano que no se corta propiamente.

Demostracion: Sea D un diagrama conexo Fuleriano. Demostraremos que para
todo ciclo Fuleriano que se corta a si mismo existe otro con un nimero menor de
autointersecciones propias, lo cual implica el enunciado.

Sea I = (viejvzey...exv1) un ciclo Euleriano que se corta a si mismo y sean
(ei—1,€;) y (ej—1.€;) (6,5 € {1,...,k}) dos pares de aristas que constituyen una
autointerseccion propia en un vértice v. Sin pérdida de generalidad supongamos que
i = 1y reescribamos el ciclo como I = (vejde;_jve;yerv), donde § = (vgeg...vj_1)
v v = (vj41€j41...v%). Entonces el ciclo E' = (ve;_16 ejve;vexv) posee menos
autointersecciones propiamente dichas que F, por las siguientes razones:

e Ll corte propiamente dicho (eg,e1) y (e;-1,€;) desaparece.

e Fl cambio de E a E' no crea ni destruye cortes propiamente dichos que no se
produzcan en el vértice v.

e Para todo par de aristas (e;_1,¢;) de E' que atraviesa el vértice v, diferente
de los pares (eg,e;_1) y (e1,€;), si el par (e;_1,€;) corta propiamente a uno
(respectivamente a ambos) de los pares (eg,e;_1) y (e1,€;), entonces el par
(ei—1,€;) (o (er,e;_1)) de E cortaba a uno (respectivamente a ambos) de los
pares (eg,e1) v (€;—1,€;). El reciproco a ésto no es cierto. Por tanto, en el
cambio de F a E’ puede desaparecer mas de una autointerseccién propia. O

Sea entonces D un diagrama Fuleriano conexo y sea D™ una desingularizacién
total de D obtenida por medio de un ciclo Euleriano que no se corta propiamente.
Es claro que, en estas condiciones, el niicleo D° de la desingularizacién es cone-
X0 y no posee puntos singulares. Por tanto, DV es una pseudorrecta o un évalo.
Supongamos ademdas que todos los puntos singulares de D eran dobles. Entonces,
los enlaces del esquema de desingularizacién son, simplemente, curvas que unen
dos puntos diferentes de DY sin cortarse entre si. La siguiente Proposicién nos
dice que el esquema de desingularizacién D* puede disponerse, sin cambiar su tipo
topolégico, en una cierta manera que llamaremos estdndar. En la figura 2.7 se ven
dos ejemplos de esquemas de desingularizacién de diagramas (respectivamente par
e impar) en su forma estdndar. La definicién del tipo topolégico de un esquema de
desingularizacién es la que cabe esperar. Dos esquemas D7 y D3 tienen el mismo
tipo topologico si hay un homeomorfismo global del plano proyectivo en si mismo
que envia el uno sobre el otro, enviando enlaces a enlaces y nicleo a nicleo.
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Proposicién 2.2.2 Sea D un diagrama Fuleriano y conexo con solo puntos dobles.
Entonces, cualquier esquema de desingularizacion de D con niucleo conexo tiene el
mismo tipo topologico que un cierto esquema D* (al que llamaremos estandar) cuyo
niicleo D° es la recta {y = 0} o la circunferencia unidad (dependiendo de la paridad
de D) y tal que:

(i) si D es par, cada enlace de D* es o bien un segmento de recta que une dos
puntos opuestos de la circunferencia unidad a través del infinito o bien un
arco de circunferencia con sus dos extremos en la circunferencia unidad y que
incide perpendicularmente sobre ella (ya sea por el interior o por el exterior).

(ii) si D es impar, cada enlace de D* es o bien una semicircunferencia o un arco
de una hipérbola simétrica respecto a a recta {y = 0} y que une dos puntos de
ella.

Demostracion:

Claramente el proceso de desingularizacién no afecta a la paridad del diagrama,
puesto que se puede hacer de forma que no afecte a la interseccion del diagrama con
una cierta pseudorrecta. Por tanto, el diagrama desingularizado D° resultante (el
nicleo del esquema de desingularizacién) serd un 6valo si el diagrama D era par y
una pseudorrecta si D era impar. Esto implica que un cierto homeomorfismo global
del plano proyectivo lo transforma en la circunferencia unidad o en la recta {y = 0},
respectivamente.

En segundo lugar, es ficil ver que otro homeomorfismo global del plano proyec-
tivo puede mover los enlaces de forma que cada uno de ellos corte a la recta del
infinito a lo sumo una vez. En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad
que todos los enlaces cortan al infinito solo de manera transversal y que, en total,
tienen un numero de cortes con la linea del infinito minimo entre todos los posi-
bles para esquemas de desingularizacién con el mismo tipo topoldgico que D*. En
estas condiciones, si alguno de los enlaces atravesara a la recta del infinito en dos
puntos diferentes a y b, una cierta isotopfa de IRIP? puede hacer que el arco ab del
enlace atraviese por completo la recta del infinito, lo cual harad decrecer el nimero
de cortes. Esto contradice la hipétesis.

P
(a) (b) © @

p 0 P 0 P 0 P 0

©) () © (h)

Figura 2.6: Posibles disposiciones de un enlace “estandar”.

En estas condiciones, dados dos puntos P y @ de la circunferencia unidad (en
el caso par) o de la recta {y = 0} (en el caso impar), sélo hay cuatro posibles
disposiciones, salvo equivalencia topolégica, para el enlace que los une. Estas cuatro
posibilidades se muestran en la parte superior de la Figura 2.6 para el caso par y
en la inferior para el caso impar.
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Veamos, por separado para el caso par y el impar, cémo mover los enlaces de
forma que estén como se pide en el enunciado.

En el caso par, en primer lugar consigamos que cada par de puntos unido por
un enlace a través del infinito esté formado por puntos opuestos de la circunferencia
(moviendo algunos otros puntos y enlaces si es necesario). Después, sustituyamos
cada uno de los enlaces restantes por el correspondiente arco de circunferencia o seg-
mento perpendicular al circulo unidad. Estos arcos o segmentos estan univocamente
determinados por sus dos extremos y la sustitucion de los enlaces originales por ellos
no cambia el tipo topolégico. Ademds, autdématicamente se tendrd que ningin par
de enlaces se cortan entre si. Véase un ejemplo en la Figura 2.7[a].

Una pequena observacién: si no hay ningin enlace a través del infinito posible-
mente sea necesario mover los puntos extremos de los enlaces para que en los que se
hacen por el exterior de la circunferencia, el nuevo enlace se corresponda de hecho
con el que queremos, que puede ser o bien el (c) o el (d) de la Figura 2.6. Si hay
algiin enlace por el infinito esta precaucién es innecesaria. Sélo uno de los dos tipos
serd compatible con el hecho de que los enlaces no se cortan unos a otros.

(b)
(a)

Figura 2.7: Esquemas de desingularizacién por ciclo Fuleriano en su forma estandar.

En el caso impar, primero sustituiremos los enlaces de los tipos (g) v (h) por
semicircunferencias y luego cada uno de los de los tipos (e) y (f) por arcos de
hipérbola, de uno en uno y comenzando por los mas interiores. Eligiendo las rectas
asintéticas de estos enlaces cada vez mas alejadas de la horizontal conseguiremos
que no se corten entre si ni a ninguno de los enlaces semicirculares que colocamos
primero (como en la Figura 2.7(b). a

2.2.2 Desingularizacién por funciones de profundidad

El segundo método de desingularizacién de diagramas, que serd el que finalmente
nos permita obtener realizaciones con grado genéricamente éptimo de diagramas
con sélo puntos dobles, estd basado en la idea de profundidad de las caras de un
diagrama. Esta idea serd una generalizacion de lo siguiente: si D es un diagrama
Euleriano y orientable, podemos asignar a su tnica cara no orientable Fy profundi-
dad 0 y a cualquier otra cara F' profundidad igual al minimo nimero de veces que
hay que atravesar el diagrama para llegar de Fy a F' (véase la Figura 2.8).

Vamos a generalizar esta nocién de profundidad de la forma siguiente.

Definicion 2.2.3 Sea D un diagrama Fuleriano y par en el plano proyectivo. Una
funciéon de profundidad sobre D serd la asignacion de un entero no negativo pg
a cada cara I de D (al que llamaremos la profundidad de F') con la propiedad
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Figura 2.8: Profundidad en un diagrama orientable.

de que dos caras Fy y Fy que inciden en una arista comun tengan profundidades
consecutivas.

Es claro que una funcién de profundidad divide a las caras del diagrama D en
dos clases de equivalencia (de profundidades par e impar) que coinciden con las dos
clases de equivalencia en la 2-coloracién que aparece en el Lema 2.1.4. Es por esta
razon que la nociéon de profundidad solo va a poder ser aplicada directamente a
los diagramas pares. Para la construccién de diagramas impares en la Seccién 2.4
utilizaremos también la idea de profundidad pero de una manera un poco particular.

Reciprocamente, para todo diagrama par existe una funcién de profundidad
“trivial” que asigna profundidad 0 a las caras de un color y 1 a las del otro color
segin la 2-coloracién mencionada. Otra forma un poco més general de conseguir
funciones de profundidad es asignar profundidad 0 a un cierto subconjunto de las
caras del diagrama de un color y “extender” la funcién de profundidad de forma
que exprese el minimo nimero de cortes con el diagrama necesarios para llegar a
una cara de profundidad 0.

Nos interesard ahora estudiar desingularizaciones de diagramas pares que sean
compatibles con una funciéon de profundidad dada.

Definicion 2.2.4 Sea D un diagrama par y Fuleriano en el plano proyectivo, cuyas
caras estdn dotadas de una cierta funcion de profundidad. Consideremos una desin-
gularizacion total de D con esquema de desingularizacion D* y nicleo D°. Diremos
que la desingularizacion realizada es compatible con la funcién de profundidad si
las caras del diagrama que se unen en cada desingularizacion tienen asignada la
misma profundidad.

Vamos a ver esta definicién desde otro punto de vista. Las caras diferentes de
D que pasan a quedar unidas en el diagrama desingularizado D°, siguen estando
separadas en el esquema de desingularizacién por su correspondiente enlace. Esto
significa que las caras del diagrama original D estdn en correspondencia biunivoca
con las del esquema de desingularizacion D*, considerado como un diagrama del
cual forman parte los enlaces. Por otra parte, las caras de D* que estdn dnicamente
separadas por enlaces se corresponden con la misma cara en el diagrama desingu-
larizado D°. Por tanto, decir que la desingularizacién es compatible con la funcién
de profundidad definida en D es tanto como decir que las caras de D* que estan
dinicamente separadas por enlaces tienen la misma profundidad asignada en D o que
la funcién de profundidad de D se hereda en PV de forma coherente.
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La Figura 2.9 muestra una desingularizaciéon del diagrama de la Figura 2.8 com-
patible con su funcién de profundidad. La figura nos sugiere ya el hecho de que
un esquema de desingularizacién compatible con una funcién de profundidad puede
colocarse de forma que los 6valos de su nicleo sean elipses y sus enlaces sean seg-
mentos de recta. Fste hecho no va a ser cierto para cualquier diagrama y cualquier
funcién de profundidad, pero conseguir desingularizaciones para las cuales si lo sea
serd fundamental para nuestros propésitos.

Figura 2.9: Una desingularizacién compatible con la funcién de profundidad de la
Figura 2.8.

Proposiciéon 2.2.5 Sea D un diagrama Fuleriano par con una cierta funcion de
profundidad asignada a sus caras. Entonces, existe una desingularizacion total D°
de D compatible con la funcion de profundidad.

Demostracion: En general, la forma de obtener la desingularizacién compatible no
es unica. Mostraremos aqui una forma particular de hacerlo, comenzando por las
caras mas profundas.

Es claro que nuestro problema es local, en el sentido de que afecta a la desingula-
rizacion de cada vértice por separado. Podemos suponer, por tanto, que inicamente
queremos desingularizar un cierto vértice V. Sea p la maxima profundidad de las
caras que inciden en V' y higase una desingularizaciéon parcial de V uniendo entre
si las caras de profundidad p. El resultado es que el vértice V' da lugar a varios
vértices Vq,... en cada uno de los cuales incide una séla cara de profundidad p.
Es importante observar que cada uno de los vértices tiene valencia par (es decir,
el diagrama sigue siendo Euleriano) y que la funcién de profundidad sigue estando
bien definida.

Una vez hecho ésto, desingularizaremos cada nuevo vértice uniendo las caras de
profundidad p — 1. Esto da lugar a algunas ramas no singulares que separan caras
de profundidad py p+ 1, y a nuevos vértices V/,... que siguen siendo de valencia
par y tales que la maxima profundidad a su alrededor es p — 1. Recursivamente
desingularizaremos dichos vértices uniéndo las caras de profundidad p — 2. O

2.3 El método de perturbar ligeramente una curva sin-
gular

Cuando uno quiere encontrar una curva algebraica con unas ciertas propiedades
topolégicas y estd interesado en mantener un control sobre el grado de la curva, el
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método mas utilizado es el de buscar otra curva “facil” de construir (por ejemplo,
un producto de cénicas u otras curvas sencillas) y después perturbarla ligeramente
(cambiar ligeramente los coeficientes del polinomio que la define) de forma que (a)
los tinicos cambios en su topologia se produzcan en los lugares donde la curva o-
riginal posea un punto singular y (b) dichos cambios conduzcan a la curva que se
desea obtener. Este método, también llamado “de variaciéon continua de los coefi-
cientes”, es el que utiliz6, por ejemplo, Harnack [Harnack] para demostrar que su
cota sobre el nimero de componentes conexas de una curva algebraica era alcanzada
para cualquier grado y ha sido utilizado también profusamente en la investigacion
del llamado Problema XVI de Hilbert, ya mencionado en la introduccion de este
Capitulo.

2.3.1 Disipacién de algunos puntos singulares

Para describir el método de perturbacién de curvas, comencemos por algunas defini-
ciones.

Definicion 2.3.1 Sean f y g dos polinomios que definen sendas curvas algebraicas
(reales planas proyectivas) Cy y Cy del mismo grado. Una perturbacion de f por g
serd un polinomio de la forma [+ ¢cg, con e € R xg. Diremos que una propiedad es
cierta para pequetlas perturbaciones de f por g si existe un gg tal que la propiedad es
cierta para cualquier perturbacion de f por g con |e| < eg. En ocasiones, por abuso
del lenguaje, diremos que la curva algebraica definida por f+eg es una perturbacion
de la curva Cy por la curva Cly.

Es bien sabido (véase, por ejemplo, [Gudkov] o [Viro]) que la topologia de una
curva C. obtenida por pequeiia perturbaciéon de €' coincide con la de C' fuera de
un cierto entorno de cada punto singular de C'. Los cambios que se producen en
el entorno del punto singular se conocen como disipacion del mismo y las posibles
formas en que un punto singular puede disiparse dependen del tipo de punto singu-
lar, pero son un ntimero finito para cada tipo. Aqui la palabra “perturbacién” tiene
un significado méds amplio que el de nuestras perturbaciones de la forma f + eg.
Una perturbacién es, simplemente, una curva definida por un polinomio muy cer-
cano al polinomio f que define a la curva ', en la topologia natural del espacio de
polinomios de un cierto grado.

Vamos a ver las posibles disipaciones de algunos puntos singulares para pertur-
baciones de la forma f + eg. En la discusién aparecerd un invariante de un punto
singular que Gudkov [Gudkov] llama su “clase”. Si tomamos coordenadas afines
con centro en un punto singular P de una curva ('; de forma que uno de los ejes de
coordenadas (digamos, el eje Y) no sea tangente a la curva en el origen, la clase de
P se define como el nimero de intersecciéon en P de f con la derivada parcial fy en
la direccién Y. De otra manera, la clase de un punto singular es igual a g+ m — 1
(cf. [Benedetti-Risler, Lema D.3.4]) donde m es la multiplicidad del punto singular
y i es su nimero de Milnor. El nimero de Milnor es un invariante mds habitual
de un punto singular y coincide con el nimero de interseccion de las dos derivadas
de f, es decir, con la multiplicidad del punto P como punto critico de la aplicacién

(fx,fy):C? = C? (cf. [Fulton]).
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Gudkov demuestra dos resultados sobre las posibles disipaciones de un punto
singular P. Sea U un entorno suficientemente pequeiio de P. Fl Lema de isotopia
[Gudkov, pag. 8] dice que si la curva perturbada posee un punto singular en U
de la misma clase que el punto singular P de la curva no perturbada, entonces
las dos curvas son isotépicas en U (es decir, no se produce disipacién alguna). El
Lema sobre la clase de un punto [Gudkov, pag. 7] dice que la suma de las clases de
los puntos singulares de la curva perturbada (en el entorno U) mas el nimero de
tangencias de la curva perturbada en una cierta direccién suficientemente alejada
de las tangentes del punto singular de la curva no perturbada no puede superar a
la clase de dicho punto singular. Por supuesto, ambos Lemas son sélo validos para
perturbaciones suficientemente pequeilas.

A estos dos resultados nosotros afnadimos dos observaciones particulares para
el caso de perturbaciones del tipo f + ¢g. Supondremos siempre que f no tiene
componentes dobles (esto es, tiene un nimero finito de puntos singulares) y que g no
tiene componentes comunes con f (esto es, tiene un nimero finito de intersecciones
con f).

La primera observacion es que, en estas condiciones, dos perturbaciones f+¢1g
v [+ e2g de f por g, para distintos valores €1 y €5 del pardmetro no se cortan mas
que en puntos comunes de f vy g¢. Esto implica que en una disipacién de este tipo
no puede producirse la aparicién de nuevos évalos (lo cual si ocurre, por ejemplo,
en la perturbacién y? — (22 — £2)(22 — 2¢2) de y? — z*). Esto es asi porque un tal
6valo deberia colapsarse en P para ¢ tendiendo a cero. Si el évalo no contiene a
P es imposible que se colapse sin autointersecarse para diferentes valores de € y si
contiene a P entonces es imposible que esté contenido en la regién donde f y eg
tengan diferente signo, lo cual debe también ocurrir.

La segunda observacién implica que la disipacién de un punto singular no puede
hacer aparecer nuevos puntos singulares sino sélo conservar el que ya existia y,
ademds, sin moverlo. Esto se deduce del siguiente Lema.

Lema 2.3.2 Sean f y g dos polinomios homogéneos reales del mismo grado en tres
variables. entonces, para todo ¢ € R excepto posiblemente una cantidad finita de
ellos, los tinicos puntos singulares de f + g en RIP? son los puntos singulares
comunes de f y g.

Demostracion: Consideremos primero los puntos en los que ¢ se anula. Si f no se
anula en ellos, tampoco f+¢eg. Aquéllos en los que f se anula y es singular, sélo son
singulares de f+¢eg, para ¢ # 0, si también son puntos singulares de g. Aquéllos en
los que f se anula, pero es no-singular, son una cantidad finita. Cada uno de ellos
sélo puede ser singular de f 4 g para, a lo mas, un valor de ¢ (aquél que anula los
términos de primer grado de f + g en un sistema afin de coordenadas centrado en
él).

En el abierto de R? en el que g no se anula, los puntos singulares de f 4 ¢ son
a su vez puntos criticos de la funcién racional —g/f : R? — IR con valor critico
e. El Lema de Sard nos asegura que el conjunto de valores criticos es discreto y,
puesto que es claramente semialgebraico, finito. Cubriendo IRIP? por tres cartas
afines obtenemos nuestra afirmacion. a

Disipacién de un punto doble ordinario: Un punto doble ordinario (o
no degenerado) es un punto singular P de orden dos con dos ramas analiticas (que
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supondremos reales) con tangentes diferentes. Es la singularidad més sencilla posi-
ble. Su nimero de Milnor vale 1 y su clase vale 2. Por tanto, si se conserva como
punto singular en f+ &g lo hard como punto doble ordinario y la topologia no cam-
bia (por el Lema de isotopia). Esto ocurre si y solo si P es un punto singular de g.
En caso contrario, el efecto topolédgico de la disipacién es uno de los dos mostrados
en la Figura 2.10, con desaparicién del punto singular. El signo de g en un entorno
de P nos dice cudl de las dos disipaciones se produce. (En particular, cambiando ¢
por —g la disipacién producida cambia).

\/

Figura 2.10: Disipaciéon de un punto doble ordinario.

Disipacion de un punto ordinario no doble: Un punto singular de orden
r se dice ordinario (o no degenerado) si tiene r ramas analiticas (que nosotros
supondremos reales) con tangentes diferentes. Es la singularidad de orden r mas
sencilla posible. Su nimero de Milnor vale (r — 1)? y su clase vale (r — 1)r. Puede
dar lugar a varias disipaciones, de las cuales nos interesan dos casos.

Si P es también punto singular de ¢ de orden al menos r (no necesariamente
ordinario) entonces P sigue siendo punto singular ordinario de orden r en f 4 ¢g,
para ¢ pequeiio. El Lema de isotopia implica que la topologia no cambia.

Si g no pasa por P, entonces el punto singular desaparece. Como ya sabemos,
no pueden aparecer nuevos évalos. Por tanto, la topologia de la curva perturbada
se obtiene simplemente uniendo las 2r semirramas de la curva alrededor de P de
dos en dos, de forma que no se corten unas a otras. Esto se puede hacer a priori
de muchas maneras (es lo que llamdbamos una “desingularizacién” en la Seccién
2.2) pero en el caso que ahora nos ocupa la disipacién sélo puede unir semirramas
consecutivas, porque la curva, en un pequeno entorno de P, ha de quedar en una de
las regiones f > 06 f < 0 (puesto que el signo de ¢ es localmente constante). Por
tanto, las dos disipaciones posibles son las de la Figura 2.11 y de nuevo el signo de
eg nos dice cudl se produce.

NN
AR S&

Figura 2.11: Disipaciéon de un punto multiple ordinario.

Disipacion de un punto de tangencia: Llamaremos punto de tangencia a
un punto singular P con dos ramas analiticas reales tangentes entre si. Su nimero
de Milnor p puede tomar cualquier valor impar a partir de 3 y su clase vale p+1. En
perturbaciones mas generales que las nuestras, las posibles disipaciones dependen del
nimero de Milnor (por ejemplo, pueden aparecer (—1)/2 6valos, lo cual concuerda
con el Lema sobre la clase de los puntos, antes mencionado). Sin embargo, para
perturbciones de la forma f + eg ésto no es asi. Si el punto P no es un punto
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singular de g, entonces las dos disipaciones posibles son las que ya conocemos para
un punto doble ordinario.

Si P es un punto doble ordinario de g, entonces también lo es de f + g, para ¢
pequefio. Las dnicas disipaciones compatibles con la no apariciéon de 6valos, no apa-
ricién de nuevos puntos singulares y el hecho de que la curva tiende continuamente
a la curva no perturbada (al hacer tender ¢ a cero) sin pasar dos veces por ningin
punto, son las tres de la Figura 2.12. En las dos primeras el punto P es un pun-
to singular doble ordinario con dos ramas complejas conjugadas. Sin embargo, la
primera posibilidad no puede ocurrir porque el nimero de intersecciones reales de
la curva con una cierta recta en un entorno de P no puede aumentar tras la pertur-
bacién. La doble tangencia tiene dos intersecciones con una recta vertical que pase
por Py en la primera posibilidad de la Figura el nimero de intersecciones con una
tal recta es, al menos, cuatro. Por tanto, las dos disipaciones que se producen son
la segunda y la tercera de la Figura 2.12, de nuevo dependiendo del signo de eg.

-

-

v
—_ T
e T
\
Figura 2.12: Disipacion de un punto de tangencia por uno doble ordinario.

Veamos dos ejemplos de perturbaciéon de una curva algebraica, que serdn uti-
lizados en una demostracién al final de la Seccién 2.5.2. Supongamos que queremos
encontrar dos curvas algebraicas de grado cinco que realicen, respectivamente, a los
dos diagramas de la Figura 2.13. Este grado es el minimo posible puesto que una
curva algebraica de grado menor o igual a 3 tiene, a lo més, dos puntos singulares
y una de grado 4 es par.

0T

Figura 2.13: Dos diagramas que queremos realizar con grado 5.

Para ello consideremos, respectivamente, los dos productos de una recta y dos
elipses de la Figura 2.14. Se deja al lector la comprobacién de que una perturbacion
que mantenga los tres puntos dobles ordinarios marcados con A, B y (' y haga
desaparecer al D y al F en una de las dos maneras de las Figuras 2.10 y 2.11 sirve
a nuestros propodsitos. Por tanto, nos basta con encontrar una curva g de grado
cinco que tenga un punto doble en A, B y C, que no pase por D y F y que tenga
el “signo adecuado” en D y F. Para ello, tomaremos g como un producto de dos
cénicas que pasen por A, B y C' pero no pasen por DD y F y una recta que haga
cambiar el signo del producto de las cénicas en D y en F siy sblo si es necesario.
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C E
B A

Figura 2.14: Curvas algebraicas que, perturbadas, realizan a las de la Figura 2.13.

2.3.2 Un primer método de realizacién de diagramas

Como primera aplicaciéon de lo expuesto en el apartado anterior, vamos a ver en
este apartado algunos ejemplos sencillos de técnicas de perturbacién de curvas al-
gebraicas que daran pié a un primer método de realizacién de diagramas con sélo
puntos dobles, que aparece descrito en [Santos2].

Proposicién 2.3.3 Sea C' una circunferencia y sea | una recta que pasa por su
centro. Sea (' una de las dos mitades en que | divide a C'. FEntonces, existe una
curva algebraica C. definida por un polinomio f. de grado 4 tal que:

(i) C. es tan cercana a Cy como se quiera (es decir, estd contenida en un entorno
abierto de Cy arbitrario).

(ii) C. tiene el tipo topologico de una lemniscata (i.e. un ‘8°) y un unico punto
singular que es doble no-degenerado.

(iii) C. es tangente a la recta | en dos puntos y no la corta en ningun otro punto.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos que [ es el eje {y = 0}, C' es
la circunferencia unidad {22 +y? = 0} y (4 su mitad superior {z? +5? = 0,y < 0}.
Sea a > 0 una constante positiva y pequeiia. Consideremos la curva C definida
por
fo(z,y) = (2 + y* — 2az — 1)(2® + y* + 2az — 1).

Cy es el producto de dos circunferencias con centros en (a,0) y (—a,0) y que se
cortan en los puntos (0,—1) y (0,1) (como en la Figura 2.15[a]). Si perturbamos f
en la forma

Je(@,y) = folz,y) +e(y — 1 =(2® + y* — 1)? — da®2® + ¢(y — 1)%,

con e > 0, la curvaresultante C, tiene un unico punto singular en (0, 1) que, adem3s,
es no-degenerado y de orden 2, para cualquier valor (no nulo) de e. Ademas, C; ha
de estar contenida (salvo por el punto singular) en la regién donde f; es negativo,
0 sea en las dos pequefias ‘medias lunas’ entre las dos circunferencias de que se
compone (. Gracias a lo expuesto en la Seccidén 2.3, para € pequenio y positivo la
curva C. es como se muestra en la Figura 2.15[b].

Ademds, en este caso, todas las curvas (. con ¢ > 0 son isotépicas entre si,
gracias al ‘lema de isotopia’ utilizado en la seccién 2.3 (pag. 88). Si el parametro a
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AY A AY
ole. > >

-a|a é )I Ka a/ a|a
(@) f, (b) f, (c) e=(@+a )4

Figura 2.15: Tlustracién de la Proposicién 2.3.3.

se escoge suficientemente pequeno, las dos medias lunas sun a su vez suficientemente
pequetnias y . es tan cercana a la circunferencia unidad C' como se quiera. Lo dnico
que necesitamos es encontrar un valor de ¢ para el cual . sea tangente al eje [ en
sendos puntos de ambos lados y no lo corte en ningin otro punto (como en la
Figura 2.15[c]). Esto se consigue haciendo que f.(z,0) tenga dos raices dobles, lo
cual ocurre para ¢ = (a® 4 a*)/4. a

Proposicion 2.3.4 Sean C' y | dos circunferencias que se cortan perpendicular-
mente en dos puntos. Sea Cy uno de los dos arcos de circunferencia en que l divide
a C. Entonces, existe una curva algebraica C. definida por un polinomio f. de grado
4 tal que:

(i) C. es tan cercana a Cy como se quiera (es decir, estd contenida en un entorno
abierto de Cy arbitrario).

(it) C. tiene el tipo topologico de una lemniscata (i.e. un ‘8°) y un unico punto
singular que es doble no-degenerado.

(iti) C. es tangente a la circunferencia | en dos puntos y no la corta en ningin
otro punio.

Mediante una transformacién afin podemos de nuevo suponer que ' es la cir-
cunferencia unidad, que [ tiene su centro en el eje {x = 0} y que C es la parte
superior de la circunferencia unidad, como en alguno de los dos dibujos de la Figura
2.16. La ecuacién de [ es entonces [(X,Y) = 2% + y* — 2yc + y?, donde (0,¢) es su
centro, y v/¢2 — 1 su radio.

Y Ay
X
X c
- q
(a) c>1 (b) c<-1

Figura 2.16: Tlustracién de la Proposicién 2.3.4.

La situacion es parecida a la de la Proposiciéon anterior y podemos utilizar las
mismas curvas (. que usamos alli, salvo que ahora queremos que C. sea tangente
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a la circunferencia /. Fijando de nuevo el parametro a suficientemente pequeiio en
la ecuacién de f., es facil comprobar que tomando

e=(a*+at)c—1)/(c+2+a*+1).

la curva ' es tangente a la circunferencia ! en sus dos extremos y no lo corta en
ningin otro punto. Satisface, por tanto, todas las exigencias de la Proposicién. 0O

Recordemos que en la Seccién 2.2 habfamos conseguido colocar un cierto es-
quema de desingularizaciéon de un diagrama Fuleriano, conexo y con sélo puntos
dobles D en una forma especialmente sencilla a la que llamabamos estandar (cf. la
Proposicién 2.2.2 en la pagina 84). Gracias a las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4 que
acabamos de demostrar seremos capaces de incluir, a lo largo de cada uno de los
enlaces de un esquema de desingularizacién estindar, una curva lemniscata de grado
4, de forma que perturbando el producto de todas ellas y la circunferencia unidad
(caso par) o la recta {y = 0} (caso impar) recuperemos la topologia del diagrama

D.

Proposiciéon 2.3.5 Sea D un diagrama Fuleriano conexo con n puntos dobles en
el plano proyectivo y sea D* un esquema de desingularizacion de D por un ciclo
FPuleriano puesto en la forma “estdndar” descrita en la Proposicion 2.2.2. Entonces,
para cada uno de los n enlaces de D* podemos construir una curva algebraica [;,
1=1,...,n de grado 4 con el tipo topologico de una lemniscata y en las condiciones
que siguen:

i) l; es tangente al nicleo (circunferencia unidad o recta {y = 0}) de D* en sus
dos extremos.

ii) l; es tan cercano al correspondiente enlace como se quiera. En particular,
dos lemniscatas l; y l; diferentes no se cortan.

iii) el punto singular de l; es doble no-degenerado.

Demostracion:

Para los enlaces que son arcos de circunferencia (es decir, los de los tipos (b), (¢),
(d), (g) y (h) de la Figura 2.6), remitimos al lector directamente a las Proposiciones
2.3.3 (para el caso impar) y 2.3.4 (para el caso par). Las condiciones requeridas
a las curvas [; son exactamente las mismas que all{ se requerian para la curva C..
Para los otros dos tipos el procedimiento de obtencidén es parecido, y se detalla a
continuacion.

Para los enlaces de tipo (a) del caso par, sin pérdida de generalidad supongamos
que P y @ son los puntos de la circunferencia unidad en el eje X y que por tanto
el enlace que los une es la parte del eje X exterior a la circunferencia. En estas
condiciones la curva algebraica definida por (1 + y*/a?)? — 2? + y*2?/a?, para un
cierto parametro a > 0 suficientemente pequeiio satisface las condiciones. Notese
que, aunque damos el polinomio de la curva en dos variables x e y, la curva debe
considerarse en el plano proyectivo, para lo cual basta homogeneizarla con una
tercera variable z. En este sentido, la curva anterior posee su punto singular doble
no degenerado en el infinito (en el punto de coordenadas proyectivas (1,0,0).

Para los enlaces de tipos (e) y (f) del caso impar, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que la hipérbola de la que forma parte el enlace es la de ecuacion
2?2 —y* — 1 = 0. Intercambiando las variables # y z (siendo z la variable de
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homogeneizacién) la hipérbola se convirte en la circunferencia unidad, con lo que
este caso se reduce al de los tipos (¢) v (d), va estudiado en la Proposicion 2.3.3. O

Sea D un cierto diagrama Fuleriano conexo con n puntos dobles, sea D* un
esquema de desingularizacién estandar de D y sea 'y la curva algebraica definida
por el producto f de las n lemniscatas obtenidas en la Proposicién 2.3.5 y la cir-
cunferencia unidad (caso par) o la recta {y = 0} (caso impar). El grado de f es
dn 41 6 4n 4 2 segin la paridad de D. El dltimo paso de nuestra construccién serd
encontrar una cierta curva algebraica 'y, con polinomio g del mismo grado que f
con la cual perturbar a f de forma que el tipo topolégico de f 4 g coincida con el
del diagrama D.

Claramente, el cambio que necesitamos provocar en la topologia de 'y es que
cada tangencia de las lemniscatas con la circunferencia unidad o el eje X sea disipada
de la forma mostrada en la Figura 2.4. Si tomamos ¢ > 0, la condicién necesaria para
que la perturbacion se dé en ese sentido es que g no se anule en el punto de tangencia
y su signo coincida con el que tiene f dentro de la lemniscata. Del mismo modo
—v de acuerdo con lo dicho al estudiar las perturbaciones de puntos sencillos—
las condiciones necesarias para que la topologia de la curva perturbada (para una
perturbacién suficientemente pequena) no cambie fuera de los mencionados puntos
de tangencia son que g sea del mismo grado que f y posea un punto singular en
cada uno de los n puntos singulares dobles no-degenerados de las n lemniscatas.
Veamos cémo obtener g en esas condiciones.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las coordenadas X de los 2n puntos
de tangencia son diferentes. Esto ocurre autométicamente en el caso impar y es ficil
de conseguir en el caso par, girando todo el esquema de desingularizaciéon un cierto
angulo si es necesario. Sean z1 < ... < &g, los valores de dichas coordenadas y sea
€1,...,€2, la sucesion de signos que deseamos que g tome en los distintos puntos
de tangencia. Para cada intervalo (#;,2;41) en el que el signo cambia consideremos
la recta vertical X = m—# El producto ¢; de dichas rectas (que son a lo sumo
2n + 1) tiene el signo adecuado en cada punto de tangencia. Para conseguir que
g tenga un punto singular en cada uno de los n puntos singulares no-degenerados
P; = (a;,b;), ¢ = 1,...,n de las lemniscatas multipliquemos ¢; por el producto

ge = [T (X —a;)* + (Y — bi)z). La curva resultante ¢ = ¢1¢2 cumple todas las

condiciones que necesitamos y tiene grado a lo sumo 4n+ 1. Para que tenga el mismo
grado que f, sin perder ninguna de dichas condiciones, podemos multiplicarla por
una cierta potencia de la recta del infinito.

En conclusién:

Teorema 2.3.6 Sea D un diagrama Fuleriano conexo en el plano proyectivo con
solo puntos singulares dobles. Sea n el nimero de tales puntos. Sea d = 4n + 1 si
D esimpar y d = 4n + 2 st D es par. FEntonces, existe un polinomio f de grado
d, producto de n lemniscatas y la circunferencia unidad o la recta {y = 0} (como
en la Proposicion 2.2.2) y existe un polinomio g también de grado d, producto de n
conicas con un solo punto real y d — 2n rectas, tales que la curva algebraica definida
por una perturbacion f. = f+eqg de [ por g con ¢ positivo y suficientemente pequerio
tiene el mismo tipo topologico que D. |
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2.4 Realizacién algebraica con grado genéricamente
optimo de diagramas Eulerianos con sélo puntos

dobles

En esta seccién presentamos otro método de construccion de curvas algebraicas en
el plano proyectivo con tipo topolégico dado a priori. El método estd basado en los
mismos principios que el presentado en la seccién anterior: primero construiremos
una cierta curva algebraica cuyo polinomio f se obtiene multiplicando los de ciertas
curvas sencillas (casi siempre conicas) y después perturbaremos f en la forma f+eg,
para un g adecuado, de forma que la curva perturbada tenga el tipo topolégico que
deseamos.

Nuestro objetivo ahora es rebajar el grado de la construccién de 4n + 2 (que es
el obtenido en la seccién anterior) a 2n + 2, para una curva conexa con n puntos
dobles. Esto proporcionard grado 2n + 2k para una curva no conexa (donde k
es el nimero de componentes conexas), lo cual es genéricamente éptimo como se
mostrard en la Seccién 2.5. La idea esencial para ello es conseguir que los enlaces
del esquema de desingularizacion sean todos segmentos de recta, de forma que en
vez de introducir una lemniscata a lo largo de cada uno de ellos como paso previo a
la perturbacién algebraica, podamos introducir una elipse suficientemente estrecha
(ver Figura 2.17).

Esto no serd siempre posible para una desingularizacién por medio de un ciclo
Euleriano. Por ejemplo, en el caso de un diagrama orientable y par, los enlaces
de los tipos (c¢) y (d) de la Figura 2.6 (pagina 84) no pueden, obviamente, ser
colocados como segmentos de recta. Ademas, si la cara no orientable del diagrama
no es incidente sobre un cierto vértice V', en cualquier desingularizacién por ciclo
FEuleriano habrd enlaces de los tipos (¢) y (d) (que separan la cara no orientable del
enlace proveniente de V).

Por estas razones, las desingularizaciones que haremos estardn basadas en la
nocién de profundidad de las caras de un diagrama, introducida en la Secciéon 2.2,
en vez de en la de ciclo Euleriano. Ademas, deberemos tratar de forma diferente
los diagramas orientables, los no-orientables pares y los no-orientables impares. En
principio supondremos el diagrama conexo. El Lema 2.4.10 al final de la Seccién
justificard que cada componente conexa sea tratada por separado.

f\

Figura 2.17: Insercién de una elipse y perturbacion.

2.4.1 El caso orientable

Sea D un diagrama orientable, conexo, con sélo puntos dobles. Dejaremos a un
lado el caso en que D sea un punto aislado, que es trivialmente realizable como la
“curva” definida por el polinomio z? + y* de grado dos.
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Sea Fy la cara no orientable de D y consideremos en las caras de D la funcién
de profundidad que a cada cara F le asigna el minimo nimero de cortes con D de
un camino que vaya de Fy a F. Esta es la funcién de profundidad mas “natural”
para un diagrama orientable y ya fue mencionada en la Seccién 2.2 (véase la Figura
2.8 de la péagina 86).

Se trata ahora de desingularizar D de forma compatible con la funcién de profun-
didad. En algunos vértices de D las dos desingularizaciones posibles son compatibles
con la misma, mientras que en otros sélo una lo es (ver la Figura 2.18). En el primer
caso eligiremos hacer la desingularizacién que conecta las dos caras mas profundas
alrededor del vértice (es decir, las dos caras de profundidad p+ 1 para el vértice de
la izquierda en la Figura 2.18). La ventaja de hacer ésto es que de esta manera el
esquema de desingularizacion resultante tendrda una forma especialmente sencilla,
a saber: solo habra enlaces que unan évalos de diferente profundidad o bien un
évalo a si mismo por su cara interior (tipos (a) y (b) de la Figura 2.19). Nunca se
producirdn enlaces entre dos 6valos de la misma profundidad ni de un évalo a si
mismo por su cara exterior (tipos (¢) y (d) de la Figura 2.19). Esto nos permitiré
demostrar el siguiente Lema:

p+1 p'l

Figura 2.18: Posibles funciones de profundidad en torno a un punto doble.

Proposiciéon 2.4.1 Sea D un diagrama Fuleriano, conexvo, orientable y con sélo
puntos dobles. Consideremos la desingularizacion compatible con la funcion de pro-
fundidad “natural” de D en la que se unen, en los vértices en que sea posible elegir,
las dos caras de mayor profundidad. Entonces, el esquema de desingularizacion re-
sultante tiene el mismo tipo topologico que un cierto esquema de desingularizacion
D* con las siguientes propieddes:

(i) El nicleo del esquema de desingularizacion estd formado por circunferencias
que no se cortan, una de las cuales contiene a todas las demds en su cara
interior.

(it) Los enlaces son segmentos de recta que unen dos circunferencias anidadas o
bien dos puntos de una misma circunferencia por la cara interior de ésta.

emds, los puntos de contacto de los enlaces con la circunferencia mds exterior
Ad ! tos d tacto de | [ [ t
pueden ser elegidos de forma arbitraria, siempre que se mantenga el orden circular
de los mismos.

Demostracion: Recordemos en primer lugar que, en una desingularizacién compati-
ble con una funcién de profundidad, las regiones del esquema de desingularizacion
que quedan separadas inicamente por un enlace corresponden a caras del diagrama
original D que tenfan la misma profundidad. Ademds, en nuestro caso, la funcién de
profundidad que de esta manera se “hereda” sobre el diagrama desingularizado D°
coincide de hecho con la funcién de profundidad “natural” del diagrama, es decir,
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O
O

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.19: Posibles enlaces en una desingularizacién por funcién de profundidad.

con el nimero minimo de évalos del diagrama que es necesario atravesar para llegar
a la cara no orientable.

Dado un cierto 6valo del diagrama desingularizado, llamaremos profundidad del
6valo a la profundidad de su cara interior. Dado que nuestra desingularizacién se ha
hecho uniendo siempre las dos caras de mayor profundidad posible, la observacion
del parrafo anterior implica que dado un cierto enlace del esquema de desingu-
larizacion situado en una cara de profundidad p, al menos uno de los 6valos en
sus dos extremos es también de profundidad p: si los dos fueran de profundidad
p+ 1 la desingularizacion del correspondiente vértice habria unido las dos caras de
profundidad menor, p. Por tanto, ningin enlace conecta un évalo consigo mismo
a través de su cara exterior ni conecta dos évalos no anidados. También como
consecuencia se tiene que sélo puede haber un 6valo de profundidad 1, puesto que
si hubiera dos el esquema de desingularizacién resultaria disconexo.

Con ésto hemos probado las afirmaciones (¢) y (i¢) del enunciado, salvo por el
hecho de que los évalos puedan ser transformados en circunferencias y los enlaces
en segmentos. Esto se demostrard por induccién sobre la maxima profundidad
de una cara del diagrama, suponiendo ademas que los puntos de contacto de la
circunferencia de profundidad 1 con los enlaces nos han sido fijados a priori, como
se exige en la dltima parte del enunciado.

Si la maxima profundidad de las caras de D es 1, entonces el diagrama desingu-
larizado consta tan sélo del évalo de profundidad 1, y los enlaces son segmentos de
recta que unen dos puntos del évalo a través de la cara interior. En estas condiciones
es posible, mediante una isotopia global del plano proyectivo, convertir el 6valo en
una circunferencia. Esto se puede hacer incluso si la imagen en la circunferencia de
cada punto de contacto del 6valo con un enlace nos ha sido fijada. Una vez hecho,
mediante otra isotopia del interior de la circunferencia, podemos facilmente conver-
tir los enlaces (que originalmente son lineas arbitrarias que unen dos puntos de la
circunferencia sin cortarse las unas a las otras) en segmentos de recta, sin mover
sus extremos.

En el caso general de maxima profundidad igual a p, la hipStesis inductiva para
los diagramas con méaxima profundidad p — 1 nos permite suponer que los dvalos
de profundidad 1 estdn “vacios”, es decir, que no hay 6valos de profundidad mayor
que 1 y que los de profundidad 1 no tienen enlaces interiores. Esto es asf porque
para un cierto évalo €' de profundidad 1 de nuestro esquema de desingularizacion,
el 6valo ', junto con todo lo que haya en su interior, constituye en si mismo el
esquema de desingularizaciéon de un cierto diagrama en las mismas condiciones que
las de nuestro enunciado y con profundidad maxima menor o igual que p— 1. Si
somos capaces de colocar ', junto con todos los demdas évalos de profundidad 1,
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en las condiciones del enunciado, entonces lo que haya en el interior de €' se podra
colocar también aplicando induccién.

Noétese que el hecho de que haya uno o mas enlaces que unen C' con la circun-
ferencia exterior implicard unas ciertas restricciones a la colocaciéon de los puntos
de contacto de los enlaces interiores de ', pero estas restricciones no suponen nin-
gin obstaculo a la aplicacién inductiva del Lema, gracias a la condicién final en el
enunciado.

Para colocar cada uno de los 6valos de profundidad 1 en forma de circunferencia
y con sus enlaces en forma de segmentos, colapsaremos primero cada uno de ellos a
un punto (como en la parte izquierda de la Figura 2.20) y después “agrandaremos”
cada punto para convertirlo en una pequeiia circunferencia, como en la parte de la
derecha. Sélo serd necesario que este agrandamiento sea suficientemente pequefio
para que las circunferencias que resultan no se corten unas a otras ni a la circun-

ferencia exterior.
il
O

o
¢ 2
b N

Figura 2.20: Colocacién del esquema de desingularizacién en forma de circulos.

Lo tnico que nos queda por ver es que realmente es posible colocar los “évalos
colapsados” de forma que uniendo cada uno de ellos con los puntos correspondientes
de la circunferencia (que se suponen elegidos a priori) mediante segmentos de recta,
los segmentos de recta resultantes no se corten unos a otros ni a los segmentos que
resultan de autoenlaces de la circunferencia exterior.

Para ésto nos bastard afiadir los puntos (con sus correspondientes enlaces) uno a
uno teniendo la precaucién de que en cada paso las regiones en que queda dividido el
interior de la circunferencia sean estrelladas. (Una region se dice estrellada si existe
un punto dentro de ella desde el cual toda la frontera de la region es “visible”. El
conjunto de puntos que ven a todo el borde forman el “nicleo” de la regién). Si
nuestras regiones son estrelladas, podemos afiadir cada punto adicional en el nicleo
de la correspondiente region. Esto, ademds de asegurarnos que desde ese punto
podremos trazar los segmentos a los puntos que queramos de la circunferencia, nos
asegura que las subregiones que se producen son, a su vez, estrelladas . O

Como corolario de este resultado podemos ya inferir una forma de realizar el
diagrama original D. Se trataria simplemente de, una vez obtenido un esquema
de desingularizacién en las condiciones del enunciado, sustituir cada enlace por
una elipse suficientemente estrecha y perturbar el producto de todas las elipses y
circunferencias. Esto harfa que el grado necesario para cada enlace sea 2 en vez de 4
como en la construccién de la Seccién anterior, pero no nos ayudaria mucho porque
en el peor de los casos el diagrama desingularizado tendrd n + 1 circunferencias
y por tanto el grado total vuelve a ser 4n + 2. Sin embargo, podemos hacer las
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cosas un poco mejor si, para cada ovalo interior, uno de los enlaces con el évalo
inmediatamente mas exterior lo realizamos sustituyendo el 6valo por una elipse,
en vez de anadir una elipse. Esto se muestra en la Figura 2.21, y se detalla en la
demostraciéon del siguiente resultado.

Figura 2.21: Colocacién de elipses a lo largo de los enlaces.

Proposicién 2.4.2 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, orientable y con sélo
puntos dobles. Sea n el nimero de puntos dobles. Entonces, D puede ser realizado
como una desingularizacion parcial de un cierto diagrama D' que es la unién de n+1
conicas no degeneradas (concretamente, circunferencias o elipses) en las siguientes
condiciones:

e Los conicas solo se tocan unas a otras tangencialmente, y en a lo sumo 2n
puntos en total (de ellos, n no deberdan ser desingularizados).

o FEl contorno exterior de D' estd formado por una sola de las cénicas, que pode-
mos suponer la circunferencia unidad. Los puntos de tangencia de ésta con
todas las demas pueden ser fijados arbitrariamente en la circunferencia unidad
al principio de la construccion, siempre que se respete su orden circular.

Demostracion: La demostracion estd basada en el proceso detallado en la de-
mostracién de la Proposicién 2.4.1 y se hace por tanto por induccién sobre la mdxima
profundidad p de las caras de D. Para el caso p = 1 no hay nada que anadir al
Lema, salvo, claro estd, que después de realizar los enlaces como segmentos de recta
cada uno de ellos es sustituido por una elipse suficientemente estrecha y tangente a
la circunferencia exterior en los dos puntos extremos del enlace.

Para el caso p > 1 el unico cambio es que en el iltimo paso (el agrandamiento
de los “6valos colapsados”), en vez de sustituir cada punto por una pequefa circun-
ferencia lo sustistiremos por una elipse a lo largo de uno de los enlaces que unen el
punto a la circunferencia exterior. La elipse se tomard suficientemente estrecha, tan-
gente a la circunferencia exterior en el extremo del enlace y conteniendo al punto del
otro extremo del enlace (de forma que todos los demas enlaces del punto la corten).
Después sustituiremos cada enlace restante por una elipse suficientemente estrecha,
tangente a la circunferencia exterior y a la elipse que acabamos de introducir. 0O

Teorema 2.4.3 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, orientable, con solo puntos
dobles. Sea n el nimero de puntos dobles. Entonces D puede ser realizado como
una pequena perturbacion f + g, donde [ es un producto de n + 1 conicas no
degeneradas, como las de la Proposicion 2.4.2 y g es un producto de 2n + 2 rectas.
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Demostracion: La forma de recuperar el tipo topoldgico del diagrama D a partir de
la unién de conicas de la Proposicién 2.4.2 es conservar n de los puntos de tangencia
como puntos singulares y disipar los demdas de manera que las dos cénicas que se
tocan en él queden ‘unidas’. Mas concretamente, los puntos a disipar son uno de
los dos de cada elipse introducida a lo largo de un enlace, los cuales son, a lo sumo,
n.

De acuerdo con lo estudiado en la Secciéon 2.3 las condiciones para que la pertur-
bacién f + eg (con ¢ suficientemente pequeno y positivo) produzca las disipaciones
que necesitamos son:

e Para los » puntos de tangencia a conservar, que g tenga un punto singular
no-degenerado en cada uno de ellos y “el signo adecuado” en un entorno.

e Para los a lo sumo n puntos de tangencia a desingularizar, que g no pase por
ellos y tenga “el signo adecuado” en ellos.

Sea f el producto de las n + 1 cénicas de la Proposicién 2.4.2. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que los 2n puntos de tangencia de las n + 1 cénicas
no contienen tres puntos alineados. También supondremos que n > 1 (el cason =0
es trival y en el caso n = 1 sélo hay dos posibilidades, ambas de facil tratamiento).

Sean Py,..., P, los puntos de tangencia que queremos conservar como puntos
singulares de f+4 cg y sean Q1,...,Q; (I < n)los que queremos desingularizar. Sea
r; para ¢ = 1,...,n — 1 la recta que pasa por P; y P11,y sea r, la que pasa por

P, v P;. Entonces, el producto de estas n rectas tiene un punto singular doble no
degenerado en cada uno de los » puntos P;. Llamemos g1 al producto de estas n
rectas.

Nuestro problema ahora se reduce a encontrar otras n + 2 rectas cuyo producto
g2 tenga un signo prefijado en cada uno de los puntos P; y Q; (el adecuado para con-
seguir que la perturbacién f+ eg1g2 con € positivo produzca la disipacién adecuada,
de entre las dos posibles en cada punto P; o @Q;).

Para conseguirlo, consideramos en primer lugar las rectas s; que pasan por F;
y Q; para i = 1,...,0 y rectas arbitrarias que pasan por F; y no pasan por ningin
otro punto de tangencia de las cénicas para ¢ = [+ 1,...,n. Consideremos otras
dos rectas arbitrarias $,4+1 ¥ Sp+2. Iistas dos dltimas no juegan ningin papel en la
construccién, salvo el de dar al producto g1 [] s; el grado de f.

Como los puntos P; y J; estdn en posicién general, mover ligeramente una de
las rectas s; sdlo afecta al signo de [[s; en P; y @;, pero no al resto de los puntos.
La Figura 2.22 muestra que las cuatro posibles distribuciones de signos para P; y
(); pueden conseguirse moviendo la recta s;, independientemente del signo que el
producto de las demds tome en dichos puntos.

Por tanto, moviendo ligeramente de una forma adecuada cada una de las rectas
s; obtendremos otras n 4 2 rectas si,...,s) , cuyo producto g, tiene el signo que
deseamos en cada uno de los puntos P; y ();. De esta forma, conseguiremos que la
perturbacién f+¢eg de f por g = g1g2 con € > 0 produzca en f las disipaciones que
deseamos. a

2.4.2 El caso no orientable, par

Para un diagrama orientable, par no hay una forma tan “natural” como en el caso
de los diagramas impares de definir una funcién de profundidad, puesto que no
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@ P oe
Pi ¢
Pi si o . :
Y > Ql
Pi

Figura 2.22: Obtencién del signo adecuado en P; y J;, moviendo s;.

hay una cara especial a partir de la cual extender la funcién de profundidad. En
este caso, la funcién de profundidad aparecerd de una manera un tanto indirecta,
pasando primero por una desingularizacién por medio de un ciclo Euleriano, como
las de la seccion 2.1.

Proposicion 2.4.4 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, no-orientable, par y
con solo puntos dobles. Fntonces, existe una funcion de profundidad en D y una
desingularizacion compatible con ella para la cual el esquema de desingularizacion
resultante tiene el mismo tipo topolégico que un cierto esquema de desingularizacion
D* con las siguientes propieddes:

(i) El nicleo del esquema de desingularizacion estd formado por circunferencias
que no se cortan, una de las cuales contiene a todas las demds en su cara
interior.

(ii) Los enlaces son segmentos de recta que unen dos circunferencias anidadas o
bien dos puntos de una misma circunferencia por la cara interior de ésta o bien
dos puntos opuestos de la circunferencia mds exterior, a través del infinito.

Demostracion: Consideremos en primer lugar una desingularizacién de D por ciclo
Euleriano, como las de la Seccién 2.1 y coloquemos el esquema de desingularizacion
en la forma estandar, alli definida. La parte (a) de la Figura 2.23 muestra un ejemplo
del resultado de este proceso. Utilizaremos la desingularizaciéon por ciclo Euleriano
para asignar profundidades a las caras del diagrama, de la siguiente manera.

(a) (b

Figura 2.23: Esquema de desingularizacién por profundidad para el caso par, no
orientable.

A las caras que atraviesen el infinito en el esquema de desingularizacién estiandar
les asignaremos profundidad 0. A las demads, les asignaremos la profundidad que
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expresa el nimero de cortes necesarios para llegar desde ellas a una de profundidad
0. Esta asignacién de profundidades es la que se muestra en la Figura 2.23(a). Su
propiedad fundamental es que si en el diagrama D sélo desingularizamos los vértices
correspondientes a enlaces del esquema de desingularizacion que atraviesan el infini-
to y lo hacemos de forma que se unan las dos caras de profundidad cero (es decir,
de la misma forma en que estan desingularizados en la desingularizacién Euleriana)
obtendremos un diagrama D’ que sigue siendo conexo (porque el ciclo Euleriano no
se ha roto), es orientable y tal que todos los enlaces de esta desingularizacién, par-
cial, atraviesan el infinito (y se corresponden, de hecho, con los enlaces de tipo (a)
del esquema de desingularizacién por ciclo Euleriano). Ademas, las profundidades
asignadas a las caras de D’ por el método anterior coinciden con las profundidades
naturales de las caras de D’.

A este diagrama conexo y orientable podemos aplicarle el proceso de la Proposi-
cién 2.4.1, obteniendo un esquema de desingularizaciéon que verifica las condiciones
(i) v (27) del enunciado. Por ejemplo, para el esquema (a) de la Figura 2.23 lo que
se obtiene es el esquema (b) de la misma Figura. a

Proposiciéon 2.4.5 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, no-orientable, par y
con solo puntos dobles. Sea n el nimero de puntos dobles. Entonces, D puede ser
realizado como una desingularizacion parcial de un cierto diagrama D' que es la
union de n 4+ 1 conicas no degeneradas (concretamente, circunferencias, elipses e
hipérbolas) de forma que las conicas solo se tocan unas a otras tangencialmente, y
en a lo sumo 2n puntos en total (de ellos, n no deberdn ser desingularizados).

Demostracion: La construccion es exactamente la misma que la de la Proposicién
2.4.2, salvo para los enlaces que atraviesan el infinito. Para estos dltimos intro-
duciremos una hipérbola tangente al circulo unidad en los dos punts extremos del
enlace y suficientemente estrecha. Esto produce un producto de n + 1 cénicas (el
circulo unidad més una por cada enlace) en las condiciones que queremos. O

Corolario 2.4.6 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, no-orientable, par y con
solo puntos dobles. Sea n el nimero de puntos dobles. FEntonces D puede ser
realizado como una pequena perturbacion f + cg, donde [ es un producto de n + 1
conicas no degeneradas, como las de la Proposicion 2.4.5 y g es un producto de
2n + 2 rectas.

Demostracion: Sea [ el producto de las n + 1 cénicas obtenidas en la Proposicién
2.4.5, las cuales tienen n puntos de tangencia que queremos conservar y [ < n
puntos de tangencia que queremos disipar para recuperar el tipo topoldgico de D.
Es decir, f tiene exactamente las mismas condiciones descritas en la demostracién
del Teorema 2.4.3 y una repeticion practicamente literal de lo alli expuesto valdria
aqui. |

2.4.3 El caso no orientable, impar

El caso impar requiere una modificacién un poco més grande de nuestro método
para el caso orientable. Para empezar, ya los enunciados de 2.4.3 y 2.4.6 no pueden
valernos, puesto que necesitamos obligatoriamente un polinomio f de grado impar
para realizar una curva impar. Ademds, sabemos que la existenca de una funcién
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de profundidad en un diagrama Euleriano es equivalente a que el mismo sea par,
con lo cual tampoco podemos utilizar una funcién de profundidad, estrictamente
hablando, para la desingularizacién. La base del método sera encontrar un ciclo (no
FEuleriano) en el diagrama con unas buenas propiedades, enunciadas en el siguiente
Lema.

Lema 2.4.7 Sea D un diagrama Fuleriano, impar, conexo, con solo puntos dobles.
Entonces existe un ciclo C' de aristas de D en las siguientes condiciones:

(i) No pasa mds de una vez por ningin vértice.
(i) Es impar.

(i11) En cada vértice por el que pasa, el ciclo entra y sale por aristas consecutivas
(podriamos decir que el ciclo no “corta propiamente” al resto del diagrama).

Demostracion: En primer lugar observemos que un ciclo FEuleriano que no se corte
propiamente (como los mencionados en la Seccién 2.1, paginas 76 y siguientes) ya
cumple las condiciones (7¢) y (¢¢). Sea C un ciclo que verifica (i) y (¢i?) y que no
verifica (7). Demostraremos que, entonces, existe otro ciclo ¢’ de longitud menor
que también verifica (¢7) y (4i7). Por tanto, un ciclo de longitud minima entre todos
los que las verifican (i7) y (¢¢) necesariamente verifica también (7). De hecho, el
proceso que sigue nos permite, comenzando con un ciclo cualquiera que verifique
(i1) y (#11) (por ejemplo, uno Euleriano que no se corte propiamente) encontrar uno
que verifique también (7).

Sea P un vértice por el cual el ciclo C' pasa dos veces. Sean a, b, ¢ y d las cuatro
semiaristas que inciden en P, en ese orden. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que el ciclo comienza en @ y termina en d. Afirmamos que en esas condiciones b
aparece delante de ¢ en el ciclo o, dicho de otra forma, que las dos pasadas de C' por
el vértice P son “antiparalelas” (como en la Figura 2.24(a)) en vez de “paralelas”,
como las de la Figura 2.24(b)). La razén de ésto es que desingularizando los vértices
por los que pasa el ciclo €' de forma que el ciclo no se disconecte obtenemos una
pseudorrecta (por la condicién (¢7)). El sentido de recorrido del ciclo induce una
orientacion global en el complementario de ésta pseudorrecta, lo cual sélo es posible
en el caso antiparalelo.

a b

4 @ ¢

Figura 2.24: Significado de ‘antiparalelo’ y ‘paralelo’ en la demostracién del Lema
2.4.7.

Entonces, podemos dividir el ciclo C' en dos subciclos disjuntos: uno que comien-
zaen a'y acaba en by otro que comienza en ¢ y acaba en d. Puesto que ' era impar,
uno de los dos subciclos es también impar. Dicho subciclo satisface las condiciones
(it) v (¢2) del Lema y es de longitud menor que C'. a
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Con la ayuda de un ciclo en estas condiciones podemos obtener lo siguiente:

Proposicién 2.4.8 Sea D un diagrama Fuleriano, conexro, impar y con solo puntos
dobles. Sea n el numero de puntos dobles. Fntonces, D puede ser realizado como
una desingularizacion parcial de un cierto diagrama D' que es la unién de n cdnicas
no degeneradas (concretamente, circunferencias, elipses y pardbolas) y una recta
(la del infinito) de forma que las conicas y la recta solo se tocan unas a otras
tangencialmente, y en a lo sumo 2n puntos en total (de ellos, n no deberdn ser
desingularizados).

Demostracion: Sea C un ciclo de aristas de D como el del Lema 2.4.7. Asignemos a
todas las caras adyacentes al ciclo profundidad 0 y asignemos como profundidad a
cada una de las demds el minimo nimero de cortes con el diagrama necesarios para
llegar a una cara de profundidad 0. Esto no produce una funcién de profundidad
como las definidas en la Seccién 2.2.2, puesto que hay caras adyacentes —por ejemplo,
las adyacentes al ciclo C'— que tienen la misma profundidad.

Sin embargo, si desingularizamos los vértices por los que pasa C' de forma que
el ciclo no se desconecte, obtendremos como resultado un diagrama Fuleriano no
conexo una de cuyas componentes es una pseudorrecta (la que proviene del ciclo C
que ya es una pseudorrecta en si) y una o varias componentes conexas orientables.
Esta desingularizacién es compatible con la asignacién de profundidades, en el sen-
tido de que todas las caras de profundidad 0 (las adyacentes al ciclo) quedan unidas,
formando la cara exterior de las componentes orientables. Las caras interiores de
las componentes orientables quedan asignadas con su profundidad “natural”. Ade-
més, los enlaces que aparecen en el diagrama de desingularizacién van todos de la
pseudorrecta a una de las componentes orientables, puesto que los tnicos vértices
que hemos desingularizado son aquéllos por los que pasaba el ciclo C'y € pasaba
una sola vez por cada uno de ellos.

Gracias a una isotopia global del plano proyectivo podemos suponer que la pseu-
dorrecta que proviene del ciclo C' es de hecho la recta del infinito. Una vez hecho ésto,
el resto de la construccién es muy similar al de la Proposicién 2.4.2. Supongamos
en principio que las componentes conexas orientables son, simplemente, évalos (sin
ninguna estructura interior). Colapsémoslos a puntos y coloquémoslos en el plano
afin de forma que los enlaces que los unen a la recta del infinito puedan ser realizados
como segmentos de recta (que, vistos en el plano afin, seran semirrectas). Esto puede
hacerse usando las mismas ideas de “regiones estrelladas” de la Proposicién 2.4.2.
Como hicimos alli, “engordemos” uno de los enlaces de cada componente conexa,
hasta convertirlo en una parabola, y afiadamos nuevas parabolas que lo unan a la
recta del infinito, una a lo largo de cada uno de los demds enlaces. Esto termina la
construccién, para este caso particular. En el caso general de que las componentes
orientables tengan “estructura’”, las desingularizaremos como en la Proposicién 2.4.1
y las realizaremos como en la Proposicién 2.4.2, de forma que su contorno (que alli
tomdbamos como una circunferencia) coincida con la parabola que colocamos en el
primer enlace de la componente, y de forma que los puntos de tangencia de ésta
pardbola con las elipses interiores estén situados de la forma adecuada respecto
a los enlaces exteriores (lo cual puede hacerse gracias a la tltima condicién de la
Proposicién 2.4.2). Esto termina la construccion. O
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A priori podria pensarse que a partir del resultado 2.4.8 es ficil obtener un Coro-
lario andlogo al Teorema 2.4.3 o al Corolario 2.4.6. Sin embargo, en la demostracién
de estos dos ultimos habia una condicién que aqui no se verifica. Hablamos de la
condicién de que los puntos de tangencia entre diferentes cénicas podian elegirse sin
que haya tres puntos no alineados. En el caso impar ésto no va a ocurrir, puesto
que todos los puntos de tangencia con la recta del infinito (que, en el peor caso, son
n) estan alineados. Esta condicién es realmente necesaria para nuestros métodos,
como veremos por medio de un ejemplo.

Considérese el diagrama de la derecha de la Figura 2.25 y supongamos que
queremos obtenerlo como una pequenia perturbacién de la curva de la izquierda,
que es el producto de tres elipses y una recta. Esto es imposible, si queremos que
la perturbacion sea del tipo f + €g.

-

Figura 2.25: Perturbacién imposible de producir en la forma f + g.

En efecto, para que una perturbacién del tipo f+ g produzca el tipo topolédgico
de la derecha es necesario que g tenga un punto singular en cada uno de los tres
puntos de tangencia a lo largo de la recta y que tenga un cambio de signo en
cada uno de los dos segmentos de la recta entre puntos de tangencia. Esto implica
que g tenga, al menos, grado 8, puesto que tiene 8 intersecciones (contadas con
multiplicidad) con la recta. No queremos decir con ésto que el diagrama de la
derecha sea especialmente dificil de realizar. De hecho, puede ser realizado con
grado 5 como producto de una recta y una lemniscata. Lo que queremos decir es
que no puede ser obtenido de esta manera precisa y que, por tanto, la Proposicién
2.4.8 no puede proporcionar un método de construccién tan directo como el que
teniamos en el caso par.

Es por ésto por lo que en la construccién de la curva para el caso impar vamos
a hacer un pequeno truco preliminar, consistente en perturbar primero el producto
de la recta con una de las elipses.

Corolario 2.4.9 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, impar y con sdlo puntos
dobles. Sea n el niimero de puntos dobles. Fntonces D puede ser realizado como una
pequeria perturbacion f+eg, donde [ es un producto de n—1 conicas no degeneradas
y una cubica con un punto doble ordinario y g es un producto de 2n + 1 rectas.

Demostracion: Sean Cq,...,C, las n cénicas de la Proposicién 2.4.5 y llamemos
[ a la recta del infinito. Supongamos que €, es una de las cénicas tangentes a
[. Consideremos el producto C,l y perturbémoslo ligeramente de forma que no
cambie su topg)logl'a, pero el punto de tangencia se convierta en un punto doble no

degenerado. Esta perturbacion, a la que denotaremos por ¢

T, serd la cibica que
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aparece en el enunciado. Movamos ligeramente el resto de las cénicas Cy,...,Cph_1
para que vuelvan a ser tangentes a C!, de la misma forma que lo eran a C), o a
[. Esto puede siempre hacerse de forma que entre los nuevos puntos de tangencia
no haya tres alineados, ni dos alineados con el punto doble de la cénica. Sea f el
producto de las n — 1 cénicas y la cubica.

El resultado es que f tiene n— 1 puntos de tangencia Py,..., F,_1 que deseamos
conservar y [ (I < n) puntos de tangencia (1, ...,Q; que deseamos eliminar. Para
que ésto ocurra con una perturbacién del tipo f + g es suficiente que g tenga un
punto doble ordinario en cada uno de los P; y que tenga el signo adecuado en sus
alrededores y en los ¢);. Un producto g de 2n 4 1 rectas con estas caracteristicas
puede obtenerse de la misma manera que lo hicimos en la demostracién del Corolario
2.4.3. Notese que alli aparecian dos rectas s,4+1 vV Sp42 que no jugaban ningtin papel
salvo el de aumentar el grado de g. Esto significa que no tendremos ningin problema
en conseguir que el grado de g sea 2n 4+ 1 en vez de 2n + 2. 0O

2.4.4 El caso no conexo

En todo lo anterior hemos supuesto que el diagrama D era conexo. Terminamos
esta seccion viendo que, en realidad, la generalizacién a diagramas no conexos es
muy sencilla.

Lema 2.4.10 Sea D un diagrama Fuleriano con solo puntos dobles y Dq,..., Dy
sus componentes conexas. Sean Cy,...,Cy curvas algebraicas que realizan a cada
una de ellas, definidas por polinomios f1,..., fr. Supongamos, ademds, que para las
componentes orientables la correspondiente curva algebraica no corta a una cierta
recta. Entonces, D se puede realizar algebraicamente como un producto fi... f[,
donde cada f! es una transformacion proyectiva del correspondiente f;.

Demostracion: En primer lugar, observemos que a lo sumo una de la componentes
conexas de D es no-orientable. Supongamos que es D; (o que no hay ninguna)
y realicémosla por (7. Elijamos un sistema de coordenadas afines en el plano
proyectivo. El hecho de que el resto de las curvas C5 ...y no corten a una cierta
recta significa que, mediante una transformacién proyectiva, podemos hacer que
no corten a la recta del infinito. Una vez hecho ésto, bastard ir trasladandolas,
suficientemente reducidas y quiza invertidas a la cara de 'y en la que deben estar
para obtener el tipo topoldgico adecuado. o

Teorema 2.4.11 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, orientable, con solo pun-
tos dobles. Sea n el numero de puntos doblesy k el de componentes conexas. FEn-
tonces D puede ser realizado como una pequena perturbacion f + g, donde:

e 51D es par, f es un producto de n + k conicas no degeneradas y g es un
producto de 2n + 2k rectas.

e 51D esimpar, f es un producto de n + k — 2 conicas no degeneradas y una
cttbica con un punto doble ordinario y g es un producto de 2n + 2k — 1 rectas.

Demostracion: La demostracién es inmediata a la luz del Lema 2.4.10 y de los
resultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9:
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Sean f;, parat = 1,...,k los polinomios a perturbar para realizar la componente
1-ésima, obtenidos a partir de los resultados 2.4.3, 2.4.6 y 2.4.9, segin la paridad y
la orientabilidad de la componente. Como en el Lema 2.4.10 hagamos una transfor-
macién proyectiva a cada uno de ellos que lo sitiie en el lugar adecuado, convirtiendo
cada polinomio f; en un cierto polinomio f/. Ademas, podemos conseguir que entre
los puntos de tangencia entra las cénicas (y quiza la cibica) que forman parte de los
f! no haya tres alineados, ni dos alineados con el punto singular de la cibica. Sea f
el producto de los f/. En estas condiciones, del mismo modo que en los resultados
2.4.3,2.4.6 y 2.4.9, es facil obtener un producto de rectas g del mismo grado que f
que produzca las disipaciones adecuadas en cada uno de los puntos singulares de g.
O

2.5 En qué casos exactamente la construccién anterior
es de grado 6ptimo

La primera pregunta que surge a la luz del método de realizacién de curvas alge-
braicas de la Seccién 2.4 es cémo de bueno es el grado obtenido. Nétese que, para
curvas no singulares, los grados se traducen en 2k é 2k — 1, siendo k el nimero de
componentes conexas. Esta cota es trivial porque toda curva algebraica proyectiva
no singular es topolégicamente equivalente a un cierto producto de k cénicas (o de
k — 1 cénicas y una recta, si es impar). Sin embargo, también es genéricamente
Optima, puesto que si todos los 6valos de la curva estdn anidados uno dentro de
otro, una recta que corte al mas interior de ellos cortard a la curva en 2k puntos
(2k — 1 para el caso impar).

Para curvas singulares, ocurre algo semejante. La Figura 2.26 muestra un dia-
grama Fuleriano conexo con 3 puntos dobles que no puede ser realizado algebraica-
mente con grado menor que 8. El ejemplo es facil de generalizar a cualquier nimero
de puntos dobles y a diagramas no conexos o con puntos de multiplicidad mayor
que dos.

Figura 2.26: Un diagrama que no puede ser realizado con grado menor que 8.

Proposiciéon 2.5.1 Sean k, n y m;, con i = 1,...,n numeros enteros tales que
k>0,n2>0ym; > 2. Fntonces, podemos construir un cierto diagrama Fuleriano y
orientable D en el plano proyectivo con k componentes conexas y n puntos singulares
de multiplicidades respectivas mq, . .., m, que posee una cara de profundidad Y (m;—
1)+ k respecto a la cara no orientable. Por tanto, D no puede ser del mismo tipo
topoldgico que ninguna curva algebraica de grado menor que 2(3 (m; — 1) + k).



2.5. OPTIMALIDAD DE LA CONSTRUCCION 109

Demostracion: En primer lugar, podemos restringirnos al caso conexo. Si somos
capaces de construir un diagrama conexo que posee una cara de profundidad > (m;—
1)+ 1, bastard anadir k£ — 1 évalos anidados en dicha cara para conseguir una cara
de profundidad >"(m; — 1) + k. En el caso conexo procederemos por induccién.
Sea Dy un diagrama FEuleriano, conexo y orientable con n — 1 puntos singulares
de multiplicidades m1,...,my,—1 que posee una cara de profundidad Z?:_ll(mi —
1) 4+ 1 respecto a la cara no orientable. Entonces el diagrama que resulta de pegar
en un punto de dicha cara m, — 1 pequeiias circunferencias tangentes tendra n
puntos singulares de multiplicidades my,...,m, y posee una cara de profundidad
Yo (m; — 1)+ 1 respecto a la cara no orientable.

La dltima afirmacién de la Proposicién es trivial. Sea ' una curva algebraica
que realiza al diagrama D. Sea P un punto de la cara no orientable y sea ¢) un
punto de la cara de profundidad > (m; — 1) + k. Sea r una recta que pasa por
ambos y supongamos, sin pérdida de generalidad, que r no pasa por ningin punto
singular de C'. Entonces, cada uno de los dos intervalos de recta [P, Q] de la recta
r corta a C' en al menos } (m; — 1) 4+ k puntos. Por tanto, ' tiene grado al menos

23> (m; — 1) + k). O

Volvamos ahora al caso de diagramas con sélo puntos dobles. Nuestro propésito
es estudiar exactamente qué diagramas necesitan el grado maximo (2n + 2k para
los diagramas pares y 2n + 2k — 1 para los impares) para ser realizados. El dia-
grama mostrado en la Figura 2.26, asi como los obtenidos en la demostracién de
la Proposicién 2.5.1, tienen una peculiaridad que vamos a relacionar con el hecho
de que necesiten tan alto grado para ser realizados. A saber, que para cualquiera
de sus vértices existe una desingularizacién del mismo que desconecta al diagrama.
Cuando un vértice de un diagrama tenga dicha propiedad diremos que tal vértice
desconecta al diagrama.

2.5.1 Diagramas con algin vértice que no los desconecta

Nuestro objetivo en esta Seccién es ver que si un diagrama FEuleriano con sélo
puntos dobles posee un vértice que no lo desconecta, entonces puede ser realizado
como curva algebraica con grado estrictamente menor al obtenido en el Teorema
2.4.11, es decir, con grado menor o igual que 2n+2k—2 para el caso pary 2n+2k—3
para el caso impar. Gracias al Lema 2.4.10 bastard estudiar el caso conexo y ver
que un diagrama Euleriano, conexo y con sélo puntos dobles con algin vértice que
no lo desconecta puede ser realizado con grado 2n si es par y 2n — 1 si es impar.
Comencemos por el caso orientable.

Lema 2.5.2 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, orientable y con solo puntos
dobles. Sea n el nimero de puntos dobles y supongamos que alguno de ellos no des-
conecta a D. Entonces D puede ser realizado con grado 2n. Ademds, su realizacion
se puede hacer sin cortar a la recta del infinto y como pequena perturbacion de una
curva cuyo contorno es una circunferencia.

Demostracion: Para un diagrama conexo y orientable la existencia de un vértice
que no desconecta al diagrama equivale a la existencia de dos circulos ¢, y cp41
de profundidades consecutivas p y p + 1 unidos por al menos dos enlaces en el
esquema de desingularizaciéon de la Proposicién 2.4.1. Es facil observar que, en
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estas condiciones, el proceso alli realizado para disponer los circulos y los enlaces
se puede llevar a cabo de manera que los dos enlaces que unen a ¢, y cp41 sean
prolongaciones de un didmetro de ¢y41. (Una forma de hacer ésto es considerar los
dos enlaces como si fueran uno sélo que une dos puntos interiores de ¢, y después
afiadir ¢,4; suficientemente pequetio, y todo lo que haya en su interior).

En estas condiciones, en el paso de la Proposicién 2.4.1 a la Proposicion 2.4.2, en
vez de introducir dos elipses diferentes para los dos enlaces podemos introducir una
s6la, lo cual nos ahorra dos unidades de grado en el polinomio f a perturbar en el
Teorema 2.4.3. Esto no impide la obtencién del polinomio g para la perturbacién,
porque habia en él dos rectas (s,4+1 ¥ Sn42) cuya unica finalidad era, de hecho,
elevar el grado de g. a

Para el caso no orientable, descompondremos el diagrama en partes, cada una de
las cuales no contiene vértices que lo desconectan. Esto se hard gracias al siguiente
Lema:

Lema 2.5.3 Sea D un diagrama conexo y orientable con solo puntos dobles y sea
P un punto doble de D tal que una de las desingularizaciones en P desconecta a D.
Sean D1 y Dy los dos subdiagramas que se obtienen después de la desingularizacion.
Supongamos que Dy y Dy pueden realizarse algebraicamente con grados dy y do
y que, si son orientables, su realizacion puede hacerse como pequena perturbacion
de una curva cuyo contorno exterior es una circunferencia. FEntonces, D puede
realizarse algebraicamente con grado dy + ds.

Demostracion: En primer lugar, al menos uno de los dos diagramas Dy y Dy ha
de ser orientable, puesto que dos diagramas no orientables se cortarian necesaria-
mente. Supongamos que Dy es orientable y que, por tanto, se puede realizar con
grado dy como pequeiia perturbaciéon de una curva con contorno circular. En estas
condiciones, el contorno de Dy sigue siendo convexo, excepto quizas en un pequefio
entorno de cada punto singular. Por tanto, para realizar D nos bastara llevar la
realizacién de Dy, suficientemente reducida, hasta que las partes de Dy y Dy unidas
por el enlace resultante de la desingularizacion sean tangentes v Dy y Dy no se
corten en ningtn otro punto. Esto produce la curva de grado dy + dy que buscamos.
O

Con el Lema 2.5.3, sera facil (cf. 2.5.6) reducir la rebaja del grado para los dia-
gramas con un vértice que no los desconecta a la de los diagramas en los que ningin
vértice los desconecta. Para este caso particular la rebaja se hace por separado para
diagramas pares e impares, en los Lemas 2.5.4 y 2.5.5.

Lema 2.5.4 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, no orientable, par y con solo
puntos dobles. Sea n el niimero de puntos dobles y supongamos que ninguno de ellos
desconecta a D. Entonces, D puede ser realizado con grado 2n.

Demostracion: Consideremos el esquema de desingularizacién de D por una funcién
de profundidad descrito en la Proposiciéon 2.4.4. Si dicho esquema tiene algin circulo
ademas del mas exterior, entonces dicho circulo ha de estar unido por dos enlaces
al que lo contiene inmediatamente (si s6lo estuviera unido por un enlace, el vértice
correspondiente a dicho enlace desconectaria al diagrama). Por tanto, en este caso
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podemos usar el mismo procedimiento del Lema 2.5.2 para rebajar el grado de la
construccién en dos unidades.

En caso contrario, lo que tenemos como esquema de desingularizacion es una
unica circunferencia con enlaces que unen pares de puntos de ella (bien a través
del infinito o a través del interior). Ademds, podemos suponer que los enlaces
son segmentos de recta, bien por el interior o por el infinito y que los exteriores
estan contenidos en rectas que pasan por el origen. Los dos puntos unidos por
cada enlace interior no son consecutivos en la circunferencia, porque si lo fueran
el correspondiente vértice desconectaria el diagrama. Sea e el nimero de enlaces
exteriores e 7 el de interiores (de forma que e+ = n). En la parte (a) de la Figura
2.27 se tiene e = 3 e v = 4.

(a)

(b)

Figura 2.27: Rebaja del grado utilizando hipérbolas, en el caso orientable-par.

Consideremos las e rectas ly,...,l. que contienen a los enlaces exteriores y las
hipérbolas hq,...,h. donde h; es tangente dos veces al circulo unidad y tiene a [; y
;41 por asintotas. Si no hubiera enlaces interiores, el diagrama D serfa equivalente
al producto de las e hipérbolas, (véase la parte (b) de la Figura 2.27) y habremos
terminado. Si hay enlaces interiores, en cualquier caso éstos unirdn hipérbolas difer-
entes o dos ramas diferentes de la misma hipérbola (si no fuera asi el correspondiente
vértice desconectarfa a D), como en la parte (b) de la Figura 2.27. Por la eleccién
de las hipérbolas, los enlaces interiores siempre se pueden disponer como segmen-
tos de recta, aunque para ello puede ser necesario mover sus extremos. Ademas,
podemos suponer que sus extremos estan en posicién general, es decir, que no hay
tres alineados. Podriamos ahora introducir una elipse a lo largo de cada enlace y
después perturbar el producto de las hipérbolas y las elipses como de costumbre, si
no fuera porque los e puntos de tangencia de las hipérbolas estian alineados, en la
recta del infinito. Por esta razén vamos a hacer la pertrbacién en dos etapas.

Llamemos f. al producto de las hipérbolas y perturbémoslo por medio del poli-
nomio g, = z%(2? + y% + 22)°~L. Obsérvese que g. contiene dos veces como factor
a la recta del infinito y, por tanto, tiene un punto doble en cada uno de los puntos
de contacto de la hipérbolas, que son tangencias en el infinito. Recordemos, de la
Seccién 2.3 que al perturbar una doble tangencia por un polinomio que tenga un
punto singular en la misma (como es ¢.), slo hay dos posibles disipaciones, una
que produce un punto doble ordinario, sin cambio en la topologia de la curva, y
otra que produce un punto doble con dos ramas complejas conjugadas (es decir, un
punto aislado de la curva real). Ademads, el hecho de que se produzca una u otra
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depende tnicamente de la distribucién de los signos de f. v g.. Como la distribucién
de signos de g. vy f. es la misma en el entorno de cada punto de tangencia de las
hipérbolas, una perturbacién f. = f. + g, produce el mismo tipo de disipacién en
todos ellos. Por tanto, una eleccién adecuada del signo de ¢ hace que los puntos
de tangencia se conviertan en puntos dobles ordinarios, sin ningin cambio en la
topologfa de la curva. Sea C. la curva que se obtiene de esta manera.

Si, después de la pequena perturbacion del producto f. de las hipérbolas, intro-
ducimos una elipse a lo largo de cada enlace de forma que sea tangente a la curva C.
en los dos extremos del enlace, el producto de f. y las elipses podrd ser perturbado
con los mismos métodos del Teorema 2.4.3. a

Lema 2.5.5 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, impar y con solo puntos dobles.
Sea n el nimero de puntos dobles y supongamos que ninguno de ellos desconecta a
D. Entonces, D puede ser realizado con grado 2n — 1.

Demostracion: Consideremos el ciclo Euleriano del Lema 2.4.7, utilizado en la
Proposicién 2.4.8 para la construccién de la curva que realiza a un diagrama impar.
Si D tiene algin vértice fuera de dicho ciclo (es decir en la parte orientable de la
construccién) entonces el mismo tipo de argumentos que hemos usado en el caso
orientable (cf. 2.5.2) nos sirve para rebajar el grado. En caso contrario, la desin-
gularizacién a lo largo del ciclo produce un esquema como el de la Figura 2.28(a),
donde la circunferencia mas exterior (con cada par de puntos opuestos identifica-
dos) representa a la recta del infinito del plano proyectivo, la cual forma parte del
diagrama. Cada uno de los deméds 6valos estd unido a la recta del infinito por al
menos dos enlaces, puesto que si no algin vértice desconectaria al diagrama. Ovalos
diferentes no estan unidos entre si.

(@) ®)

Figura 2.28: Rebaja del grado en el caso impar.

Si s6lo hubiera un évalo, con sélo dos enlaces, entonces el diagrama quedaria
realizado por el producto de la recta del infinito con una cénica que la corta dos
veces (una hipérbola), como en la Figura 2.28(b).

Si hay mds enlaces y/o évalos los 6valos adicionales pueden ser siempre afiadidos
de forma que sean tangentes a la recta del infinito (o quizas a la hipérbola) en el
lugar donde uno de sus enlaces incidia, y el resto de los enlaces ser colocados en
forma de segmentos de recta (como en la Figura 2.28(b) ). En estas condiciones,
las mismas técnicas de la construccién general del caso impar parmiten rebajar el
grado en dos unidades. a
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Corolario 2.5.6 Sea D un diagrama Fuleriano, conexo, no orientable y con sdlo
puntos dobles. Sea n el nimero de puntos dobles.

(i) St D es par, entonces posee algin vértice que no lo desconecta y puede ser
realizado con grado 2n.

1) ST D es impar osee algun vértice que no lo desconecta, entonces puede ser
par y p g q s P
realizado con grado 2n — 1.

Demostracion: Primero obtendremos la realizacion con el grado que se pide, supo-
niendo que el diagrama tiene un vértice que no lo desconecta, y después veremos
que todo diagrama par lo tiene. Para conseguir la rebaja en el grado de la construc-
cién, procederemos por induccién sobre el nimero de vértices que desconectan al
diagrama. El caso de que ningin vértice lo desconecte ha sido tratado en los Lemas
2.5.5y 2.54.

Si P es un vértice que desconecta a D, sean Dy y Dy los dos diagramas que se
obtienen al desingularizar P de forma que se desconecte D. Uno de ellos (digamos
D1) ha de ser no orientable (contener a alguna pseudorrecta contenida en D) y
el otro (D;) ha de ser orientable, porque dos diagramas no orientables siempre
se cortan. Ademads, D; tiene la misma paridad que D, por ser Dy par. Sean ny
y ng sus numeros de vértices respectivos, ny + no = n — 1. Alguno de los dos
diagramas Dy y Dy tiene un vértice que no lo desconecta. Por tanto, pueden ser
realizados con grados dy y ds, donde dy + dy = 2n1 + 2n3 + 2 = 2n en el caso par y
di +dy =2n1 4 2n2+ 1 = 2n — 1 en el impar (usando la hipétesis inductiva para
D1 y el Lema 2.5.2 para Dy. Por dltimo, el Lema 2.5.3 nos dice como realizar D
con grado dy 4+ dz, que es el que buscamos.

El hecho de que todo diagrama no orientable par contiene puntos que no lo
desconectan se sigue de las consideraciones anteriores: desconectando D en todos
los vértices que lo desconectan y eliminando las componentes orientables, podremos
obtener un diagrama que sigue siendo conexo, no orientable y par y que no posee
vértices que lo desconecten. Como todo diagrama no orientable y par posee al menos
un vértice, dicho diagrama (y, por tanto, también D) posee al menos un vértice que
no lo desconecta. O

2.5.2 El caso de que todos los vértices desconectan al diagrama

La condicién de que todos los vértices desconecten a un diagrama es necesaria para
que un diagrama par con sélo puntos dobles no pueda ser realizado con grado menor
que 2n + 2k, y uno impar con grado menor que 2n 4+ 2k — 1 (cf. el Lema 2.5.2 y
el Corolario 2.5.6). Sin embargo, no es una condicién suficiente. Por ejemplo,
el producto de dos elipses que se corten en cuatro puntos puede ser perturbado
para producir una curva algebraica con tres puntos singulares, cada uno de los
cuales la desconecta. En este apartado veremos qué condicién adicional es necesario
considerar.

Sea D un diagrama FEuleriano con sélo puntos dobles, todos los cuales lo des-
conectan. Sea n el nimero de puntos dobles y k£ el de componentes conexas. Fn
particular, sabemos que D no puede ser no orientable y par. Sea Dy el diagrama sin
puntos dobles que se obtiene de desingularizar cada vértice de D en la forma en que
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lo desconecte. La estructura de las componentes conexas de Dy es la de un bosque
(grafo cada una de cuyas componentes conexas es un arbol). Esto es asf porque
cada componente que sea un 6valo tiene una cara exterior (no orientable) y una
interior (orientable) y podemos considerar las componentes de su interior como sus
“descendientes” en el grafo. En el caso impar, el bosque es conexo (i.e., un arbol)
y tiene como raiz a la tnica pseudorrecta de Dg. En el caso par, cada componente
conexa tiene como raiz a un 6valo maximal, ésto es, no contenido en el interior de
ningin otro. Por simplicidad, en el caso par supondremos la existencia de una raiz
comin, ficticia, para todos los arboles del bosque, la cual no tiene ningiin significado
geométrico. Esto convierte al bosque en un drbol. Obsérvese que en esta estructura
de arbol no interviene para nada el hecho de que dos componentes estén unidas por
un enlace o no.

Para esta clase de diagramas, hay una manera mds sencilla que la de la Seccién
2.4 de realizarlos como curvas algebraicas de grado 2n + 2k en el caso par y 2n +
2k — 1 en el caso impar. Basta numerar las componentes conexas de Dy (que son
exactamente n+ k, puesto que cada desingularizacion de un vértice de D ha aiadido
una componente conexa) en un orden compatible con el arbol, es decir, de forma
que la componente i-ésima no esté dentro de ninguna que la precede en nimero.
Una vez hecho ésto, cada componente puede ser anadida al digrama D como una
elipse (quiza tangente a alguna de las ya colocadas, si hay un enlace que las conecta)
o como un punto de aislado. Es decir, cada componente serd afiadida con grado dos
(excepto la primera del caso impar, que se tomara como una recta) y por tanto el
grado total resultante serd 2n 4+ 2k (2n + 2k — 1 en el caso impar).

La rebaja del grado se hard con el siguiente Lema:

Lema 2.5.7 FEn las condiciones anteriores, st n + k > 3 y las tres ultimas com-
ponentes a anadir no estdn mutuamente anidadas, entonces se pueden anadir a la
vez aumentando el grado en 4 en vez de 6, excepto si estin las tres enlazadas a la
pseudorrecta del caso impar.

Demostracion: Las hojas del arbol son o bien puntos aislados, o bien 6valos sin
componentes en su interior.

Silas tres componentes estan conectadas entre si por enlaces, al ser reenlazadas
tienen la estructura del ejemplo de la izquierda de la Figura 2.29. Una curva asi
puede ser conseguida con grado cuatro como perturbaciéon de dos elipses tangentes
y, después, trasladada a la cara adecuada del diagrama formado por el resto de las
componentes o a ser tangente a la componente adecuada.

PR

Figura 2.29: Curvas de grado 4 utilizadas en la demostracién del Lema 2.5.7.

Si dos de ellas estan conectadas y la tercera no, al reenlazarlas obtenemos un
“ocho” y un punto aislado o, quizas, un ocho y un 6valo. La curva de la derecha de
la Figura 2.29, de ecuacién 2%y? = 2222 + 2, es un ocho con un punto aislado en el
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infinito. El punto aislado puede moverse a cualquier posicién del plano proyectivo,
excepto los del eje X, mediente una transformaciéon proyectiva que deje invariante
a dicho eje y el ocho se puede hacer tan préximo al eje como se quiera, escalando la
variable y. Si fuera necesario, la curva se puede perturbar para que el punto aislado
se convierta en un 6valo. Por tanto, en el caso de que ninguna de las dos partes
(6valo o punto aislado y ocho) deba ser enlazada a las demas componentes es facil
afiadirlas en el lugar apropiado. También es ficil conseguir que el ocho sea tangente
a la componente apropiada, en el caso de que sélo él deba ser enlazado.

En el caso de que los dos deban ser enlazados, no podemos conseguir facilmente
que ambos sean tangentes a la componente apropiada, pero si podemos conseguir
que el ocho sea tangente y el dvalo corte en dos puntos a la componente que quera-
mos. Perturbando la curva algebraica as{ obtenida, podemos conseguir que uno de
los dos puntos de interseccion del 6valo se disipe y una de las dos disipaciones hace
que la topologia resulte la que queremos. La perturbacién puede hacerse de forma
similar a las descritas en 2.4.3 y 2.4.9 y no entraremos a detallarlas.

Supongamos por tltimo que las tres componentes a afiadir no estin enlazadas
entre si. Sean P, ) v R los puntos de las demds componentes a los cuales debemos
enlazarlas (o puntos arbitrarios en la cara adecuada, para las que no necesiten ser
enlazadas). Con la dnica excepcién del caso en que el diagrama sea orientable y las
tres componentes estén enlazadas a la pseudorrecta, podemos suponer que P, Q) y R
no estan alineados. Consideremos dos cénicas diferentes que se cortan exactamente
en P, Q y R (uno de los cortes deberd ser tangencial) y sumemos sus cuadrados.
Esto produce un polinomio cuya curva algebraica consta exactamente de los tres
puntos P, ) v R, lo cual termina la construccion si las tres componentes a afiadir
son puntos aislados.

Si no fuera asi, perturbando ligeramente el polinomio es facil conseguir que uno,
dos o los tres puntos se conviertan en pequenos 6valos. Cada évalo correspondiente
a una componente no enlazada estard ya colocado en su lugar. Cada 6valo corres-
pondiente a una componente enlazada cortard dos veces a la componente a la que
deberia ser tangente. Perturbando de nuevo, igual que en el caso de un ocho y un
ovalo, obtendremos la curva que queremos. a

Como Corolario de ésto obtenemos:

Teorema 2.5.8 Sea D un diagrama Fuleriano, con solo puntos dobles y tal que
todos sus puntos dobles lo desconectan. Sea Dy el diagrama que se obtiene de D
desingularizando cada vértice de D en la manera en que se desconecte. Entonces,

(i) Si el drbol de componentes conexas de Dy tiene a lo mds dos hojas, entonces
D no se puede realizar con grado menor que 2n + 2k (2n+ 2k — 1, si D es
impar).

(i1) Si el drbol de componentes conexas de Dy tiene al menos tres hojas, entonces
D se puede realizar con grado 2n + 2k — 2 (2n + 2k — 3, si D es impar).

Demostracion: (i) Las hojas del arbol corresponden a los évalos vacios y a los puntos
aislados. Cualquier pseudorrecta que pase por un punto interior de cada 6valo vacio
v por todos los puntos aislados corta a cada componente conexa de Dg al menos
dos veces (excepto a la pseudorrecta del caso impar, a la cual corta al menos una
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vez), contadas con multipplicidad (los cortes con puntos aislados cuentan dos veces).
Como el nimero de componentes conexas de Dy es exactamente n + k, si el arbol
de componentes conexas de Dy tiene a lo mas dos hojas, existen dos puntos tales
que cualquier pseudorrecta que pase por ellos corta a Dy en al menos dos puntos.

Sea entonces C' una realizacién algebraica de Dy y sea Cy una perturbacién
(topoldgica) de C' que produce el tipo topoldgico de Dy. Por las consideraciones
anteriores existe una recta que corta a Cy en al menos 2n 4 2k puntos, contados con
multiplicidad. Si la recta se coge suficientemente genérica (lo cual se puede hacer
porque podemos mover ligeramente los dos puntos que la definen, que son o bien
puntos aislados o bien puntos de una cierta cara) su nimero de cortes con Cy iguala
al de cortes con C'.

(it) El caso par (y, por tanto, orientable) se sigue directamente del Lema 2.5.7.
El caso impar también, si es posible elegir la numeracién de las componentes de Dg
de forma que la dltima de ellas no esté enlazada a la pseudorrecta. Si ésto no es
posible, quiere decir que todos los 6valos de Dy estan enlazados a la pseudorrecta.
En éste caso el nimero de hojas del arbol coincide con el nimero de 6valos y con el
de puntos singulares. Ademads, sélo necesitamos preocuparnos en realizar con grado
5 aquéllos diagramas para los que dicho nimero sea tres, porque si es mayor cada
ovalo adicional puede ser afiadido como una elipse, aumentando en dos el grado.
Cualquier diagrama en estas condiciones es equivalente a uno de los dos de la Figura
2.13 de la Seccién 2.3.1 (pagina 91), los cuales fueron realizados alli con grado 5. O

Por dltimo, a partir del Teorema 2.5.8 es ficil obtener el siguiente Corolario,
anunciado en la introduccion. El interés de este reenunciado es que significa que los
dnicos diagramas Eulerianos con puntos dobles a los cuales no se les puede rebajar
el grado de la construccién del Teorema 2.4.11 son aquéllos a los que ‘es evidente’
que no se les puede rebajar.

Corolario 2.5.9 Sea D un diagrama Fuleriano en el plano proyectivo con sélo
puntos dobles. Sea k su nimero de componentes conexas y n su nimero de puntos
stngulares. Entonces, son equivalentes:

(i) D no es topologicamente equivalente a ninguna curva algebraica de grado
menor que 2n + 2k si es par ¢ 2n + 2k — 1 si es impar.

(ii) existen dos puntos del plano proyectivo tales que cualquier pseudorrecta que
pasa por ellos corta al diagrama al menos 2n + 2k veces (2n 4+ 2k — 1 si es
impar), contadas con multiplicidad.

Una vez que sabemos exactamente para qué diagramas el grado de la construc-
ciéon del Teorema 2.4.11 es 6ptimo, parece natural pensar que seria posible decidir
exactamente cudles necesitaran grado 2n + 2k — 2 (2n + 2k — 3 para el caso impar),
cudles 2n + 2k — 4 y asi sucesivamente, para rebajar el grado de realizacién de cada
diagrama tanto como sea posible.

Sin embargo, la solucién completa de este problema (decidir qué grado es nece-
sario y suficiente para realizar cada diagrama FEuleriano con sélo puntos dobles)
estd fuera de nuestro alcance incluso para diagramas sin puntos singulares, porque
éste caso es exactamente una reformulacién del problema XVI de Hilbert (decidir
exactamente qué diagramas no singulares se pueden realizar con un cierto grado).
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En particular, nuestro resultado “la dnica obstruccién a que el grado pueda ser
rebajado puede encontrarse contando cortes con una cierta recta” va a dejar de ser
cierto, aunque no sabemos a partir de qué grado.

Por tanto, dado que una solucién total es inviable y en una solucién parcial
seria dificil decidir dénde pararse, no hemos intentado ni siquiera delimitar el caso
de grado inmediatamente inferior al maximo. Notese, de todas formas, que en
“muchos casos” los métodos exhibidos en esta Secciéon permitirian rebajar el grado
mas de lo que lo hemos hecho.
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