
Cap��tulo 1
Codi�caci�on
topol�ogico/combinatoria de
diagramas planos

Este primer Cap��tulo de la memoria est�a dedicado al estudio de c�omo codi�cartoda la informaci�on topol�ogico/combinatoria de lo que denominamos diagramas.Un diagrama ser�a esencialmente la inmersi�on de un grafo en una cierta super�ciecompacta (o en el plano af��n). En consecuencia, la noci�on de diagrama engloba alas dos que ocupar�an el resto de la memoria, que son las curvas algebraicas planasreales y los diagramas de Voronoi o de Delaunay.
La herramienta fundamental para la codi�caci�on ser�an las listas de aristas quese de�nir�an en la Secci�on 1.2. Probaremos que dichas listas codi�can toda la infor-maci�on de un entorno del diagrama. La demostraci�on se basa en la existencia deciertos entornos del diagrama (los entornos regulares) la cual a su vez est�a basadaen el hecho de que los diagramas sean triangulables. En otras palabras: aunqueno exigimos a los diagramas ninguna propiedad geom�etrica espec���ca, puede de-mostrarse que su estructrura coincide siempre con la de alg�un diagrama que est�eformado por uni�on �nita de segmentos rectil��neos en una super�cie poliedral. �Estonos permitir�a trabajar en la categor��a PL y, de hecho, es lo que hace que la topolog��ade los objetos se pueda caracterizar por m�etodos combinatorios.
Las listas de aristas que utilizamos guardan una cierta relaci�on con las estruc-turas de datos que habitualmente se usan para codi�car la inmersi�on de un grafoen el plano. Estas estructuras constan de una lista de las aristas del grafo dando,para cada arista e, una cierta informaci�on que nos dice qu�e otras aristas la siguenen sentido horario y/o antihorario en cada uno de sus extremos. Hemos de citar eneste sentido a [Baumgart], [Guibas-Stol�], [Muller-Prep.] y [Preparata-Sha.]. En al-gunos casos se a~nade alguna informaci�on adicional (por ejemplo, sobre las caras deldiagrama) que, aunque es redundante, hace la estructura de datos m�as operativa.Si la super�cie no es orientable (lo cual se admite en [Guibas-Stol�]), se requiere uncuidado especial ya que los sentidos \horario" y \antihorario" no tienen signi�cadoglobal. La diferencia esencial entre ese punto de vista y el nuestro es que lo quea nosotros nos interesa no es tanto la efectividad de la estructura de datos pararealizar sobre ella algoritmos geom�etricos de manera r�apida, sino la posibilidad de
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2 CAP�ITULO 1. CODIFICACI �ON DE DIAGRAMAS PLANOS
decidir si las inmersiones representadas por dos de estas estructuras son equivalenteso no.Por otra parte, nuestro principal objetivo al emprender este estudio era su apli-caci�on al caso de curva algebraicas, lo cual nos obliga a una cierta generalidad.Por ejemplo, en todas las referencias mencionadas arriba, el diagrama D se suponeconexo y sus caras simplemente conexas. Para curvas algebraicas, tenemos que ad-mitir la posibilidad de trabajar en el caso no conexo. Una vez que admitimos �esto,nuestros resultados resultan ser v�alidos para un caso bastante m�as general que elque contar��a s�olo con los diagramas producidos por curvas algebraicas.Debemos mencionar que nuestras listas tienen un referente lejano tambi�en enlas que aparecen en la tesis de Antonio Gonz�alez-Corbal�an (cf. [G.Corbal�an] o[G.Corbal�an-Recio]), aunque aqu�� la similitud es m�as en la �losof��a del planteamien-to que en el aspecto de la soluci�on.

La organizaci�on del Cap��tulo es como sigue:La Secci�on 1.1 est�a dedicada a de�nir con precisi�on lo que entendemos pordiagramas y por equivalencia de los mismos y a introducir la herramienta t�ecnicaen la que se basa nuestro m�etodo, que son los ya mencionados entornos regulares.En la siguiente introducimos las listas de aristas, como forma de codi�car elentorno regular de un diagrama. En la de�nici�on de la lista de aristas de un dia-grama se hacen varias elecciones arbitrarias, por lo cual un mismo diagrama puedeproducir diversas listas diferentes (aunque la longitud de la lista s�� queda �jada porel diagrama). Para solventar �esto de�niremos una lista can�onica de entre todaslas posibles, en la Secci�on 1.2.2. La forma de de�nir esta lista can�onica (como lam�as peque~na posible respecto a un cierto orden lexicogr�a�co) no encierra ning�unmisterio. Lo que s�� resulta notable es que la obtenci�on de la lista can�onica puedarealizarse de una manera muy r�apida (en tiempo cuadr�atico respecto a la longitudde la lista) habida cuenta de que el n�umero de listas posibles para un diagrama esexponencial. Terminamos la Secci�on mostrando que la lista de aristas es su�cientepara caracterizar, m�odulo equivalencia, aqu�ellos diagramas cuyas caras sean todasceldas.En la Secci�on 1.3 abordamos la forma de codi�car completamente el diagrama,a~nadiendo informaci�on a la lista. M�as bien, lo que se hace es dividir la lista en\componentes conexas" que se corresponden con las del diagrama y disponer �estasen una estructura de grafo que representa c�omo las componentes del diagramavan unidas a sus caras. Con un poco de informaci�on adicional �esto caracterizar�ael diagrama. De nuevo nos interesaremos en encontrar una forma can�onica deorganizar toda esta informaci�on (a la que llamamos el c�odigo el diagrama). Elproblema resulta ahora m�as complicado porque conlleva en particular decidir si losgrafos de componentes de dos diagramas son isomorfos y cualquier grafo bipartitopuede aparecer como tal. Puesto que el problema de isomor�smo de grafos no tienesoluci�on conocida en tiempo polinomial, el nuestro tampoco puede esperar tenerla.Sin embargo, en los casos m�as interesantes (cuando la super�cie sea una esfera,el plano af��n o el plano proyectivo) el grafo de componentes ser�a un �arbol. En estecaso s�� que podemos dar un c�odigo can�onico en el mismo tiempo asint�otico quenecesit�abamos para la lista can�onica (cf. 1.3.2).El cap��tulo termina con una secci�on dedicada a describir una implementaci�onde nuestro algoritmo, aplicado a curvas algebraicas planas reales a�nes. La imple-
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mentaci�on se ha realizado como extensi�on de un programa que calcula la topolog��ade una curva algebraica por medio de una descomposici�on cil��ndrica del plano, pro-ducido por Hoon Hong, del RISC-Linz. Est�a escrita en C utilizando la librer��aSACLIB y en ella ha colaborado Mark J. Encarnaci�on, del mismo instituto. En unap�endice se dan las funciones utilizadas por el algoritmo de codi�caci�on.
1.1 Diagramas. Primeras propiedades.
1.1.1 De�niciones
A lo largo de este Cap��tulo S ser�a una super�cie compacta, i.e. un espacio topol�ogicocompacto y Hausdor� localmente homeomorfo al plano IR2 en todos sus puntos.En ocasiones trabajaremos con el propio plano IR2 o con super�cies con borde, i.e.espacios topol�ogicos compactos y Hausdor� que en todos sus puntos son localmentehomeomorfos o bien al plano o bien a un semiplano cerrado.Vamos a introducir la clase de objetos fundamentales en nuestra memoria, alos que llamaremos diagramas. Un diagrama es esencialmente la inmersi�on de ungrafo en una super�cie compacta. Sin embargo, preferiremos utilizar el t�ermino\diagrama" porque nuestro inter�es primordial no est�a en su estructura como grafos,sino en su topolog��a como subconjuntos de la super�cie. Es por ello que admitiremosla existencia de bucles y multi-aristas en el grafo.
De�nici�on 1.1.1 Un pseudo-grafo G (cf. [Harary]) es un grafo al que se le per-mite tener multi-aristas (aristas diferentes que conectan el mismo par de v�ertices)y bucles (aristas que no conectan dos v�ertices diferentes, sino que tienen al mismoen sus dos extremos.
De�nici�on 1.1.2 Llamaremos diagrama D : G 7! S a la inmersi�on de un pseudo-grafo en una super�cie compacta S.Llamaremos caras del diagrama a las componentes conexas de S n D(G). Lla-maremos aristas y v�ertices del diagrama a los del pseudo-grafo G.La imagen del diagrama ser�a la imagen D(G) del grafo G en la super�cie S.

El hecho de que exijamos compacidad a las super�cies en las que se trabajamosse debe esencialmente a la existencia de un buen teorema de clasi�caci�on de super-�cies compactas y a la comodidad de trabajar en espacios compactos. En realidad,nuestras t�ecnicas ser��an adaptables a super�cies no compactas pero que admitanuna f�acil caracterizaci�on topol�ogica (por ejemplo, a todas las super�cies que resul-tan de eliminar un n�umero �nito de puntos de una super�cie compacta, con o sinborde). Sin embargo, la �unica super�cie no compacta a la que haremos referencia enesta memoria ser�a el plano Eucl��deo. Para casi todos los efectos el plano Eucl��deoser�a considerado una esfera con un punto distinguido (el \in�nito").Para el plano Eucl��deo la de�nici�on de diagrama es la siguiente.
De�nici�on 1.1.3 Un pseudo-grafo abierto G� ser�a un pseudo-grafo G al que sele ha eliminado uno de sus v�ertices y tiene, por tanto, un cierto n�umero �nito dearistas \abiertas". Llamaremos diagrama en el plano Eucl��deo a toda inmersi�onD� : G� 7! IR2 cerrada de un cierto pseudo-grafo abierto G� en el plano Eucl��deoIR2. Esto es equivalente a decir que D� puede prolongarse a una inmersi�on D :
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G 7! S2, donde S2 = IR2 [ f1g es una esfera, 1 es el punto del in�nito y G es elpseudo-grafo que se obtiene como compacti�caci�on de G� por un punto.

Es decir, un diagrama en el plano ser�a esencialmente la misma cosa que unadiagrama en la esfera con un cierto punto distinguido, el cual juega el papel depunto del in�nito. La Figura 1.1 muestra el diagrama de un \cubo" en una esfera(parte (a) ) y dos diagramas planos que se obtienen de �el tomando como punto delin�nito uno en una cara (parte (b) ) y otro en un v�ertice (parte (c) ).

Figura 1.1: Ejemplos de diagramas.
Para simpli�car la notaci�on normalmente identi�caremos G con su imagen D(G)en S, y entenderemos las aristas y vertices del diagrama como partes de D(G), esdecir, como inmersas en la super�cie S. De esta forma todo diagrama induce unadescomposici�on de la super�cie S en v�ertices, aristas y caras, con un n�umero �nito decada uno de ellos. Las aristas son homeomorfas a rectas, ya que son 1-variedades no-compactas (poseen al menos un v�ertice en su adherencia). Como el conjunto D(G)es cerrado en S las caras son abiertas y son, por tanto, variedades 2-dimensionales.En la Proposici�on 1.1.9 veremos que cada una es homeomorfa al interior de unasuper�cie con borde.La imagen D(G) de un diagrama, considerada como espacio topol�ogico, poseeen s�� misma una estructura natural de pseudo-grafo, independiente del pseudo-grafoG que lo de�ne. La siguiente de�nici�on nos indica c�omo construir este pseudo-grafonatural asociado a D(G). Por esta raz�on, cuando s�olo nos interese la topolog��a deldiagrama podremos, sin ambig�uedad, abusar del lenguaje y llamar diagrama a laimagen D(G) de G en S por la inmersi�on D, en vez de a la inmersi�on en s��.

De�nici�on 1.1.4 Sea D : G 7! S un diagrama en una super�cie compacta. Elpseudo-grafo natural asociado al diagrama se de�ne de la siguiente manera.Supongamos en primer lugar que D(G) es conexo. Si D(G) es localmente ho-meomorfo a una recta en todo punto, entonces D(G) es una 1-variedad topol�ogicacompacta y es, por tanto, homeomorfo a un c��rculo. Su estructura natural de pseudo-grafo es la de un bucle cuyo �unico v�ertice es un punto arbitrario de D(G). Si, encambio, hay puntos donde D(G) no es localmente homeomorfo a una recta (a loscuales llamaremos puntos topol�ogicamente singulares), entonces la estructura na-tural de pseudo-grafo de D(G) se obtiene tomando como v�ertices precisamente esospuntos singulares, y como aristas las componentes conexas de D(G) n V , siendo Vel conjunto de v�ertices.
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Para un diagrama no conexo, la estructura natural de pseudo-grafo es la uni�ondisjunta de los pseudo-grafos naturales asociados a sus componentes conexas.
Dicho de otra forma, la obtenci�on del pseudo-grafo natural asociado a la imagendel diagrama a partir del pseudo-grafo original que lo de�ne se hace uniendo entres�� las dos aristas incidentes a cada v�ertice de valencia dos, excepto cuando dichov�ertice sea el �unico de una componente conexa. Por tanto, dado un cierto diagramaD : G 7! S, entonces G es el pseudo-grafo natural asociado a D si y solo si los�unicos v�ertices de G que tienen valencia dos est�an unidos a un bucle. La Figura1.2 muestra un cierto diagrama en el plano proyectivo y su estructura natural depseudo-grafo.

Figura 1.2: Un diagrama y su pseudo-grafo natural.

1.1.2 Entornos regulares
Nuestras t�ecnicas de este Cap��tulo estar�an basadas en la existencia de entornosregulares de los diagramas con los que trabajamos. �Esta a su vez se basa en latriangulabilidad de los mismos.
De�nici�on 1.1.5 Una triangulaci�on de un espacio topol�ogico E es un homeomor-�smo h : jKj ! E entre el soporte de un cierto complejo simplicial K y el espacioE. Dada una inmersi�on D : L ! E de un cierto complejo simplicial en E, unatriangulaci�on h de E se dice compatible con D si la imagen de cada s��mplice de Lpor D es a su vez imagen de un cierto s��mplice de K por h.

La de�nici�on de triangulaci�on compatible se aplica a los diagramas de�nidoscomo inmersiones de pseudo-grafos puesto que todo pseudo-grafo se puede convertiren un complejo simplicial (i.e. en un grafo) por subdivisi�on de algunas de sus aristas.
De�nici�on 1.1.6 Sea D : G ! S un diagrama en una super�cie S. Diremos queuna triangulaci�on h : jKj ! S de S es compatible con el diagrama D si existe unasubdivisi�on de G que lo convierte en un grafo G0 y tal que cada imagen de una aristao v�ertice de G0 por D es una arista o v�ertice de la triangulaci�on.

Todo diagrama es triangulable en el sentido de que existe una triangulaci�on deS compatible con �el. Sin embargo, una propiedad an�aloga en espacios tridimensio-nales no es cierta. Por ejemplo, existen inmersiones de segmentos en IR3 que no son
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compatibles con ninguna triangulaci�on de un entorno de los mismos (cf. [Moise] o[Fox-Artin]). Para el caso de dimensi�on dos, Moise [Moise, Teorema 10.13] demues-tra que dado la inmersi�on de un complejo simplicial L en IR2, siempre existe unatriangulaci�on de IR2 compatible con una subdivisi�on de L. Aunque �esto no se aplicadirectamente a nuestro caso, por trabajar en super�cies diferentes, su demostraci�onpuede adaptarse literalmente (de hecho, el trabajar en espacios compactos simpli�-ca las cosas porque nuestros complejos simpliciales ser�an siempre �nitos, mientrasque a los de [Rourke-Sand.] s�olo se les exige ser localmente �nitos). Por otra parte,la tesina de licenciatura del autor [Santos1, Teorema 2.5.1], contiene tambi�en unademostraci�on de que todo diagrama es triangulable.

Sea D : G! S un cierto diagrama en una super�cie S. Dada una triangulaci�onh : jKj ! S de S compatible con D, llamaremos s��mplices, v�ertices, aristas ytri�angulos de la triangulaci�on a las im�agenes de los s��mplices, v�ertices, aristas ytri�angulos de K por h. La uni�on de todos los tri�angulos que tienen intersecci�on novac��a con la imagen D(G) del diagrama es un cierto entorno N de D(G). Si satisfaceunas ciertas condiciones lo llamaremos regular:
De�nici�on 1.1.7 Sea D : G ! S un cierto diagrama en una super�cie S. Seah : jKj ! S una triangulaci�on de S compatible con D. Sea N el entorno dela imagen de D formado por todos los tri�angulos de la triangulaci�on que tienenintersecci�on no vac��a con dicha imagen. Diremos que N es un entorno regular deD(G) (o, por abuso del lenguaje, del diagrama D) si
(i) N es una super�cie compacta con borde.
(ii) La intersecci�on de cualquier s��mplice de la triangulaci�on con D es vac��a o unacara de dicho s��mplice.
(iii) El borde de N est�a formado exactamente por aqu�ellas aristas y v�ertices de latriangulaci�on que tienen intersecci�on vac��a con D(G) pero est�an contenidosen un tri�angulo que tiene intersecci�on no vac��a con D(G).
Un entorno N arbitrario de la imagen de D se dir�a regular si es el entorno regularde�nido por alguna triangulaci�on de S compatible con D. Llamaremos complemen-to regular de D a la clausura del complementario de un entorno regular y carasregulares a las componentes conexas de un complemento regular.

La de�nici�on 1.1.7 proviene del Teorema 3.11 de [Rourke-Sand.]. Aunque lade�nici�on que all�� se da de entorno regular se aplica a un contexto m�as general, elmencionado teorema (que recibe el nombre de Teorema del Entorno Simplicial) esuna caracterizaci�on de los entornos regulares de subespacios PL de una variedad.La Figura 1.3 muestra dos triangulaciones compatibles con un mismo diagrama.La primera (parte (a) de la Figura) de�ne un entorno regular. La segunda no: elentorno no es una super�cie con borde, hay dos tri�angulos cuya intersecci�on con eldiagrama es disconexa y hay una arista que no corta al diagrama, contenida en dostri�angulos que s�� lo cortan y que no est�a en el borde del entorno.Todo diagrama posee entornos regulares. Para conseguirlos basta con re�nar su-�cientemente una triangulaci�on arbitraria compatible con el diagrama. Por ejemplo,dado cualquier subcomplejo simplicial L de un complejo simplicial K, la segunda
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Figura 1.3: Un entorno regular de un diagrama y uno que no lo es.
subdivisi�on baric�entrica bbK deK (que es la subdivisi�on baric�entrica de la subdi-visi�on baric�entrica bK de K) de�ne un entorno regular de L (cf. [Moise]). La �gura1.4 nos muestra un ejemplo de lo que �esto signi�ca. Una consecuencia de �esto esque los entornos regulares de D(G) en S forman una base de entornos de D, ya quela triangulaci�on K a partir de la cual se obtiene la segunda subdivisi�on baric�entricase puede tomar tan �na como se quiera.Otra propiedad esencial de los entornos regulares es su unicidad topol�ogica:si NL y NL0 son dos entornos regulares de D(G) en S para dos triangulacionesdiferentes L y L0 de S compatibles con D, entonces existe una isotop��a ambientede S en s�� mismo que deja �jo a D(G) y env��a NL sobre NL0 [Rourke-Sand., 3.24].�Esto implica el mismo tipo de unicidad para el complementario, es decir, lo quenosotros hemos llamado complemento regular para el caso de un diagrama. Otraspropiedades de los entornos regulares son:
Proposici�on 1.1.8 Sea D : G 7! S un diagrama. Sea N un entorno regular de D,M su complemento regular.
(i) N y M son super�cies con borde [Rourke-Sand., Prop. 3.10, Cor. 3.14]. Elborde de ambas es com�un y coincide con su intersecci�on. Lo designaremos por_N .
(ii) Si N(T ) y N 0(T ) son dos entornos regulares de T en S, el primero contenidoen el interior del segundo, entonces la clausura de N 0(T )nN(T ) es homeomorfaa _N(T )� I, donde I es un intervalo [Rourke-Sand., 3.18].
(iii) La inclusi�on D(G)! N es una equivalencia homot�opica [Rourke-Sand., Cor.3.30]. 2

Finalmente, demostremos algunas propiedades m�as que vamos a necesitar:
Proposici�on 1.1.9 Sea D : G 7! S un diagrama. Sea N un entorno regular de D,M su complemento regular.
(i) Cada componente conexa de N contiene una y s�olo una componente conexade D(G).
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Figura 1.4: Entorno regular obtenido de la segunda subdivisi�on baric�entrica.
(ii) Cada componente conexa de N n D(G) es homeomorfa al producto de unacircunferencia y un intervalo semiabierto [0; 1).
(iii) Cada componente conexa de S nD(G) (es decir, cada cara del diagrama) con-tiene una y s�olo una componente conexa de M (es decir, una cara regular).
(iv) El interior de una cara regular es homeomorfo a la cara del diagrama en laque est�a contenida.
Demostraci�on: Sea K la triangulaci�on que de�ne el entorno regular N . Sin am-big�uedad podemos identi�car cada s��mplice de K con su imagen en la super�cie Sy hablar de los tri�angulos, aristas y v�ertices de K como inmersos en ella.

(i) Toda componente conexa de N contiene al menos una de D(G), puestoque todo tri�angulo de K que forma parte de N corta a D(G). Supongamos, porreducci�on al absurdo, que una cierta componenteN0 deN contiene dos componentesconexas distintas de D(G). Consideremos una cadena de tri�angulos T1; T2; . . . ; Tl detri�angulos de K contenidos en N0 tal que dos de ellos consecutivos sean adyacentespor una arista y tal que T1 y Tl corten a componentes conexas diferentes de D(G).Supongamos adem�as que l es el m��nimo n�umero de tri�angulos en esas condicionesy lleguemos a una contradicci�on. Si l � 3, consideremos el tri�angulo T2. Comotodo tri�angulo de N0 tiene intersecci�on no vac��a con D(G), en particular T2 la tiene,as�� que o bien T1; T2 o T2; . . . ; Tl es una cadena en las mismas condiciones, lo cualnos proporciona una de longitud menor. Si l = 1 la contradicci�on es que entoncesT1 \D(G) no puede ser una cara de T1 y por tanto K no satisface la condici�on (ii)de la de�nici�on de entorno regular. Por �ultimo, si l = 2 la �unica posibilidad es quela arista com�un de T1 y T2 no corte a D(G). La condici�on (iii) de la de�nici�onde entorno regular implicar��a que dicha arista est�a en el borde de N0, lo cual esimposible.
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(ii) De la de�nici�on de entorno regular se deduce que cada tri�angulo de N tieneo bien un v�ertice en el borde de N y la arista opuesta en D(G) o bien un v�ertice enD(G) y la arista opuesta en el borde de N . �Esto, unido al hecho de que N es unavariedad con borde, implica la a�rmaci�on.(iii) y (iv) Sea F una cara del diagrama. La uni�on de las caras con borde quecontiene forman una super�cie compacta con borde y, por la propiedad (ii), la caraF se obtiene pegando a cada componente del borde de dicha super�cie un cilindrohomeomorfo a S1� [0; 1). El resultado de hacer esta operaci�on a una super�cie conborde compacta arbitraria B es siempre una super�cie homeomorfa al interior deB, lo cual prueba las dos a�rmaciones. 2

1.1.3 Equivalencia de diagramas
El objetivo �ultimo de este cap��tulo es el estudio de cuando las descomposiciones(en caras, aristas y v�ertices) inducidas por dos diagramas son combinatoriamenteiguales. Una de�nici�on precisa de este concepto puede hacerse en t�erminos topol�o-gicos:
De�nici�on 1.1.10 Sean D1 : G1 7! S1 y D2 : G2 7! S2 sendos diagramas. Diremosque D1 y D2 son combinatoriamente equivalentes (o, simplemente, equivalentes) siexiste un homeomor�smo h : S1 �! S2 de S1 en S2 que env��a biyectivamente laimagen de D1 sobre la imagen de D2 y los v�ertices de D1 sobre v�ertices de D2. Silas super�cies S1 y S2 son orientables y nos han sido dadas con una orientaci�on�jada, normalmente exigiremos que el homeomor�smo h conserve la orientaci�on.

La exigencia de que el homeomor�smo conserve la orientaci�on es, en cierto mo-do, opcional. Nuestros m�etodos se adaptan bien al caso en que nos interesa testar\equivalencia conservando la orientaci�on" porque est�an basados en elegir una ori-entaci�on local en un entorno de cada v�ertice de un diagrama. Para diagramas ensuper�cies orientables, el poder elegir las orientaciones de forma compatible (es de-cir, elegir una orientaci�on global de la super�cie) simpli�ca un tanto las cosas. Encualquier caso, si quisi�eramos testar equivalencia de dos diagramas D1 y D2 sin exi-gir a la equivalencia que conserve la orientaci�on, bastar��a con testar la equivalencia(conservando la orientaci�on) de D1 con D2 primero y con una imagen especular deD2 despu�es.La de�nici�on 1.1.10 es v�alida tambi�en para el caso de diagramas en el plano.En este caso, dos diagramas en el plano son equivalentes de acuerdo con ella si ys�olo si los correspondientes diagramas en la esfera lo son y el homeomor�smo queenv��a una esfera sobre la otra se puede elegir de forma que, adem�as de enviar undiagrama sobre el otro y los v�ertices de uno sobre los del otro, env��e el punto delin�nito al punto del in�nito.
Al objeto de estudiar la equivalencia de dos diagramas lo que haremos ser�adise~nar una manera de \codi�car" todas las propiedades de cada uno de ellos queson relevantes para la equivalencia y despu�es testar la equivalencia en los c�odigos co-rrespondientes. El \c�odigo" asociado a un diagrama ser�a por tanto una serie (�nita)de s��mbolos obtenible a partir del diagrama y que veri�que que dos diagramas conel mismo c�odigo sean equivalentes. �Esto se har�a en las secciones 1.2 y 1.3. Variasmaneras de hacerlo existen en la bibliograf��a ([G.Corbal�an], [G.Corbal�an-Recio],
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[Guibas-Stol�], [Muller-Prep.], pero ninguna tan general como la nuestra. N�otese,por ejemplo, que nuestros diagramas no son necesariamente conexos (lo cual seexige impl��cita o expl��citamente en todas las referencias mencionadas) ni sus carassimplemente conexas.La codi�caci�on de diagramas no ser�a, en principio, un��voca. En la codi�caci�onse har�an varias elecciones arbitrarias que hagan que un mismo diagrama pueda darlugar a varios c�odigos diferentes. Lo que s�� tendremos al menos ser�a una noci�on de\equivalencia de c�odigos" y una relaci�on biun��voca entre las clases de equivalenciade diagramas y las clases de equivalencia de c�odigos. Adem�as, cada clase de equiva-lencia de c�odigos tendr�a una cantidad �nita de elementos, con lo cual siempre ser�aposible testar si dos c�odigos son equivalentes comparando uno de ellos con todos losde la clase de equivalencia del otro. Sin embargo, lo que nosotros proponemos esalgo m�as e�ciente. A saber, elegir, de entre cada clase de equivalencia, un c�odigoen particular (al que llamaremos can�onico) que se pueda obtener de forma relativa-mente sencilla a partir de cualquier c�odigo de la clase. En los casos m�as interesantes(en que el diagrama est�e inmerso en la esfera, el plano real o el plano proyectivo) elc�odigo can�onico se obtendr�a en tiempo casi cuadr�atico en la complejidad intr��nsecadel diagrama, lo cual supone una importante mejora respecto a la enumeraci�on detodos los c�odigos, que son exponencial en n�umero. Para super�cies arbitrarias elalgoritmo ser�a un poco peor pero a�un polinomial en la complejidad del diagrama,una vez �jada la super�cie.

Menci�on especial merece la equivalencia topol�ogica que, en realidad, constituyenuestra motivaci�on principal.
De�nici�on 1.1.11 Sean D1 : G1 7! S1 y D2 : G2 7! S2 sendos diagramas. Di-remos que D1 y D2 son topol�ogicamente equivalentes (o que tienen el mismo tipotopol�ogico) si existe un homeomor�smo h : S1 �! S2 de S1 en S2 que env��a biyec-tivamente la imagen de D1 sobre la imagen de D2. Si las super�cies S1 y S2 sonorientables, y nos han sido dadas con una orientaci�on �jada, normalmente exigire-mos que el homeomor�smo h conserve la orientaci�on.

Es claro que dos diagramas que sean equivalentes de acuerdo con la de�nici�on1.1.10 ser�an tambi�en topol�ogicamente equivalentes. El rec��proco no es cierto. Ladiferencia entre las dos de�niciones es que en la de�nici�on inicial de equivalencia seexige que el homeomor�smo env��e v�ertices de un diagrama a v�ertices del otro. En lanueva de�nici�on, �esta exigencia se mantiene impl��citamente para v�ertices de valenciadiferente de dos (es decir, para puntos topol�ogicamente singulares) pero desaparecepara los v�ertices de valencia dos, que no afectan a la topolog��a del diagrama.Dicho de otra manera, en la equivalencia topol�ogica estamos considerando losdiagramas como subconjuntos de la super�cie en que est�an inmersos, olvid�andonosdel pseudo-grafo del que provienen. Por esta raz�on, la equivalencia topol�ogica es lomismo que equivalencia de los diagramas de�nidos por los pseudo-grafos naturales.
Proposici�on 1.1.12 Sean D1 : G1 7! S1 y D2 : G2 7! S2 sendos diagramas.Entonces son equivalentes:
(i) D1 y D2 son topol�ogicamente equivalentes.
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(ii) Los diagramas D01 : G01 7! S1 y D02 : G02 7! S2 con la misma imagen que D1y D2 pero en los cuales G01 y G02 son los pseudo-grafos naturales de D1 y D2son equivalentes. 2
1.2 Codi�caci�on de entornos regulares. Listas de aris-

tas
El primer paso para la codi�caci�on de un cierto diagrama ser�a construir una listade aristas del mismo, de la siguiente manera:
1.2.1 Listas de aristas
Sea D : G! S un cierto diagrama en una super�cie S. Sea P uno de sus v�ertices ysea sea m la valencia de P en el pseudo-grafo. Existe entonces un cierto entorno Udel punto P en S y un homeomor�smo de U en un c��rculo que env��a U \D(G) sobrela uni�on de m radios del c��rculo. Llamaremos semiaristas a las im�agenes inversasde dichos radios, que son porciones conexas de cada una de las aristas incidentes enP . En realidad, una de�nici�on m�as precisa de lo que entendemos por semiaristadeber��a pasar por considerar todos los posibles entornos de i en las condicionesse~naladas y llamar semiarista a una clase de equivalencia de porciones conexas de lamisma arista (de forma parecida a como se de�ne un g�ermen de funciones en teor��ade haces). Sin embargo, no creemos necesaria la introducci�on de tal formalismo. Deforma intuitiva, una semiarista ser�a cada una de las dos porciones en los extremosde una arista. Dado que admitimos la posibilidad de que las aristas sean bucles,puede ocurrir que las dos semiaristas de una cierta arista sean incidentes en unmismo v�ertice.Supongamos ahora que el diagrama D tiene n v�ertices, que consideraremos eti-quetados de manera arbitraria con los n primeros n�umeros naturales f1; . . . ; ng. Seami la multiplicidad de cada v�ertice i = 1; . . . ; n. Elijamos una cierta orientaci�onlocal en un entorno de cada v�ertice i y numeremos las mi semiaristas incidentesen �el siguiendo dicha orientaci�on, aunque comenzando en una de ellas elegida deforma arbitraria. De �esta forma, cada semiarista del diagrama est�a caracterizadapor dos n�umeros i 2 f1; . . . ; ng y b 2 f1; . . . ;mig que representan a su v�ertice y ala posici�on de la semiarista alrededor del v�ertice. De la misma manera, una aristaest�a caracterizada por dos pares (i; b) y (i0; b0) de tales n�umeros, que representan alas dos semiaristas de sus extremos.
De�nici�on 1.2.1 Sea D : G! S un diagrama en una super�cie S con sus v�erticesnumerados f1; . . . ; ng de manera arbitraria. Sea mi, i = 1; . . . ; n la valencia delv�ertice i. Supongamos que para cada v�ertice i se ha elegido una orientaci�on localde un entorno y se han numerado las semiaristas de i con los n�umeros f1; . . . ;migsiguiendo la orientaci�on local elegida y empezando en una de ellas elegida de maneraarbitraria.Diremos que una arista est�a bien orientada si transportando a su trav�es la orien-taci�on elegida en uno de sus extremos coincide con la elegida en el otro extremo.Diremos que est�a mal orientada en caso contrario.
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([11; 41]; [12; 51]; [13; 21]; [14; 15]; [22; 31]; [32; 44]; [33; 44]; [35; 43])

([11=42]; [12; 22]; [13; 21]; [14; 32]; [23; 33]; [31=41][34=43])

([11=42]; [12=34]; [13; 21]; [14; 32]; [22; 43]; [23; 33]; [31=41])
Figura 1.5: Algunos diagramas y sus correspondientes listas de aristas.

Llamaremos lista de aristas asociada a D para las elecciones efectuadas a la listaformada por las aristas de D representadas cada una de ellas por los dos pares den�umeros asociados a sus semiaristas y la informaci�on de si se trata de una aristabien orientada o mal orientada.
Para representar una arista de la lista de forma compacta normalmente escribire-mos el n�umero que indica el orden de la semiarista como sub��ndice del que indica elv�ertice. Adem�as, distinguiremos a las aristas \bien orientadas" de las \mal orien-tadas", seg�un nuestra de�nici�on, escribiendo las primeras en la forma [ib; i0b0 ] y lassegundas en la forma [ib=i0b0 ].En la Figura 1.5 se dan tres diagramas (en un toro, una esfera y un planoproyectivo, respectivamente) con sus correspondientes listas de aristas. La 
echagris alrededor de cada v�ertice indica la orientaci�on y semiarista inicial (a la quese asigna el n�umero `1' en la lista) elegidas en cada v�ertice. En el caso de unasuper�cie orientable podemos elegir todas las orientaciones locales compatibles conuna cierta orientaci�on global, con lo cual todas las aristas quedan autom�aticamente
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`bien orientadas'. �Esto es lo que ocurre en el primer diagrama de la Figura, perono ocurre en el segundo.

Dado un cierto diagrama D, el n�umero de posibles listas asociadas es, a losumo, igual al n�umero de posibles formas de elegir la numeraci�on de los v�ertices,la orientaci�on de los v�ertices y la numeraci�on de las semiaristas. Este n�umeroes n!2nQni=1mi, donde n es el n�umero de v�ertices y mi la valencia del v�ertice i.En algunos casos dos elecciones diferentes producir�an la misma lista, lo cual est�arelacionado con la existencia de simetr��a en el diagrama. Por ejemplo, los dos�ultimos diagramas de la Figura 1.5 poseen una simetr��a que intercambia el v�ertice 1por el 3 y el 2 por el 4. A�un as��, seguir�a habiendo un n�umero elevado (exponencial)de posibles listas de aristas asociadas al diagrama. En el pr�oximo apartado vamosa ver c�omo de�nir y c�omo obtener una de ellas en particular a la que llamaremos lalista can�onica asociada al diagrama.
1.2.2 Obtenci�on de una lista can�onica
Aunque el orden en que las aristas aparecen en una lista de aristas y el orden en quelas dos semiaristas de una arista aparecen en ella no est�a �jado por nuestra de�nici�on(es decir, se consideran como listas no ordenadas) normalmente escribiremos ambascosas ordenadas, entendiendo por �esto que 11 < 12 < . . . 1m1 < 21 < 22 < . . . <n1 < . . .nmn para las semiaristas y que dadas dos aristas a1 y a2, a1 es menor quea2 si y s�olo si la primera semiarista de a1 es menor que la primera de a2. Obs�erveseque las listas de la Figura 1.5 est�an ordenadas de esta manera.�Esto nos sirve tambi�en para comparar aristas que procedan de diferentes listas,asociadas a un mismo diagrama o no. Dadas dos aristas cualesquiera, diremos quees menor la que tiene menor su primera semiarista o, si las primeras semiaristascoinciden, la que tiene menor la segunda; si ambas semiaristas coinciden y las dosaristas se distinguen s�olo porque una est�a bien orientada y la segunda no, entoncestomamos como convenio que la que est�a bien orientada es menor que la que est�amal orientada.Por �ultimo, podemos tambi�en comparar listas. Dadas dos listas diferentes L1y L2 ordenadas seg�un el convenio descrito, diremos que la lista m�as peque~na es laque tiene la arista m�as peque~na en la primera posici�on en la que las dos listas nocoinciden. Si sucede que las listas son de longitudes diferentes l1 < l2 y las l1 aristasde L1 coinciden con las primeras l1 aristas de L2, diremos que L1 es menor que L2.En particular, �esto se aplica a la lista vac��a, que resulta ser menor que cualquierotra.El orden que acabamos de de�nir sobre el conjunto de listas, al que llamaremoslexicogr�a�co, es un orden total. Puesto que el n�umero de posibles listas asociadas aun diagrama es �nito, tiene sentido de�nir la lista can�onica de la siguiente manera.
De�nici�on 1.2.2 Sea D un diagrama y sean L1; . . . ; LN todas las posibles listasde aristas asociadas a D. Llamaremos lista de aristas can�onica asociada a D a lamenor de todas ellas, con el orden lexicogr�a�co arriba de�nido.

Por supuesto, hay formas mejores de calcular la lista can�onica de un diagramaD que construir todas las posible listas de D. El m�etodo que nosotros vamos a usarse basa en dos peque~nas observaciones.
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Lema 1.2.3
(i) Sea L una lista de aristas ordenada lexicogr�a�camente. Entonces, la primerasemiarista de la arista i-�esima de L es la m�as peque~na, lexicogr�a�camente, delas semiaristas de las aristas en posici�on j-�esima, j � i.
(ii) Sea LC la lista de aristas can�onica de un cierto diagrama D, ordenada lexico-gr�a�camente. Entonces, la segunda semiarista de la arista i-�esima de LC obien es una semiarista incidente a un cierto v�ertice que ya ha aparecido enalguna arista anterior a la i-�esima o bien es la semiarista n�umero 1 del v�erticecon el n�umero m�as peque~no de los que a�un no han aparecido. En este caso,adem�as, dicha arista estar�a bien orientada en la lista. 2
A�un no sabemos c�omo averiguar cu�al es la semiarista que va a estar nombrada11 en la lista can�onica, pero s�� tenemos ya una manera r�apida de calcular el restode la lista can�onica para un diagrama conexo, si sabemos cu�al es dicha arista y cu�ales la orientaci�on en dicho v�ertice. A saber, si conocemos las i� 1 primeras aristasde la lista y la primera semiarista de la i-�esima, miraremos en el diagrama (o enuna lista asociada que conozcamos) cu�al es el segundo extremo de dicha arista. Enel caso de que alguna de las semiaristas que inciden en el mismo v�ertice que ella yaest�e en la lista, �esto proporciona una manera �unica de nombrar a dicha semiaristay nos dice si la arista est�a bien orientada o no. En caso contrario, la propiedad(ii) del Lema anterior nos dice c�omo nombrar a dicha segunda semiarista. Tambi�ennos dice que la arista va a estar bien orientada y nos dice cu�al va a ser, por tanto,la orientaci�on de este nuevo v�ertice. Por otra parte, si conocemos las i primerasaristas, la primera semiarista de la i + 1-�esima viene dada por la propiedad (i) deeste mismo Lema.Aclaremos este proceso con un ejemplo, que es el segundo diagrama de la Figura1.5. El proceso se puede llevar a cabo directamente a partir de la lista que conocemos(que es L = ([11=42]; [12; 22]; [13; 21]; [14; 32]; [23; 33]; [31=41][34=43]) ) pero probable-mente mirar el diagrama ayude al lector a seguir el proceso de una forma geom�etricaque, en realidad, no es otra cosa que una breadth �rst search (b�usqueda primero enanchura) en el grafo del diagrama. Supongamos que la semiarista 11 no cambia denombre, y que el v�ertice 1 no cambia de orientaci�on. Lo siguiente es el proceso deobtenci�on de la lista can�onica (m�odulo la suposici�on que hemos hecho) detalladapaso a paso. En cada paso, la lista Dict es un \diccionario" que contiene toda lainformaci�on que ya conocemos sobre c�omo se traducen los nombres de la lista L ala lista can�onica. Cada t�ermino del diccionario tiene la misma estructura que unaarista de la lista, pero su lectura es diferente. Aqu�� [ib; i0b0 ] signi�ca que la semiaristaib de la antigua lista se llama i0b0 en la nueva lista, y que la orientaci�on en tornoal v�ertice correspondiente no cambia de una lista a la otra. [ib=i0b0 ] signi�ca que lasemiarista ib de la antigua lista se llama i0b0 en la nueva lista, y que la orientaci�onen torno al v�ertice correspondiente cambia. N�otese que en el diccionario s�olo nece-sitamos guardar la \traducci�on" correspondiente a una de las semiaristas de cadav�ertice. Las dem�as se deducen de ella. Al principio s�olo conocemos Dict = ([11; 11])y LC = ([11; . . .). A partir de aqu�� iremos averiguando el resto:

LC = ([11; . . .) Dict = ([11; 11])
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LC = ([11; 21]; [12; . . .) Dict = ([11; 11]; [42=21]
LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13 . . .) Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31])

LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13; 41]; [14; . . .) Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31]; [21; 41])

LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13; 41]; [14; 33]; [22; . . .)
Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31]; [21; 41])

LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13; 41]; [14; 33]; [22; 32]; [23; . . .)
Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31]; [21; 41])

LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13; 41]; [14; 33]; [22; 32]; [23; 42]; [34; . . .)
Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31]; [21; 41])

LC = ([11; 21]; [12; 31]; [13; 41]; [14; 33]; [22; 32]; [23; 42]; [34; 43])
Dict = ([11; 11]; [42=21]; [34; 31]; [21; 41])

Para un diagrama conexo, el proceso puede ser continuado siempre de manera�unica hasta que hemos traducido todas las aristas. Si, en cambio, el diagramano fuera conexo, el proceso recorrer��a todas las aristas de una componente conexay, despu�es, no sabr��a c�omo continuar. Para listas no conexas, en un primer pasosepararemos la lista en componentes conexas (Proposici�on 1.2.4).El algoritmo para calcular la lista can�onica consiste en realizar este procesocomenzando por cada una de las semiaristas del diagrama y con las dos posiblesorientaciones para cada una. Se obtienen as�� 4l posibles listas can�onicas de la mismalongitud l que la lista original. La verdadera lista can�onica se obtendr�a comparandoestas 4l entre s��. N�otese que l es el par�ametro natural para medir la complejidaddel algoritmo y coincide con el n�umero de aristas del diagrama.
Proposici�on 1.2.4 Sea L una lista de aristas de longitud l asociada a un diagramaD. Existe un algoritmo que, con input L, calcula la lista can�onica LC asociada aD en tiempo O(l2).
Demostraci�on: Supongamos, de momento, que el diagrama es conexo. �Esto se re
ejaen la lista en el hecho de que no puede ser partida en dos sublistas que contengansubconjuntos disjuntos de v�ertices.Para bajar el tiempo asint�otico de ejecuci�on del algoritmo utilizaremos punterosque conecten unas aristas de la lista con otras. Supondremos que el tiempo quetoma atravesar un puntero (i.e., el acceso a memoria) es constante y que cadaoperaci�on aritm�etica que interviene tambi�en se realiza en tiempo constante. N�otese
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que las operaciones que intervienen son aritm�etica m�odulo las distintas valencias delos v�ertices y comparaciones de n�umeros enteros acotados por l.

El primer paso del algoritmo ser�a crear una \matriz de punteros" a las semiaris-tas de la lista, de forma que encontrar la arista que contiene a una cierta semiaristaib se pueda hacer en tiempo constante. �Esto se puede hacer en tiempo cuadr�atico.
Despu�es, para cada semiarista y cada orientaci�on de su v�ertice, tomaremos dichasemiarista como la 11 y reconstruiremos la lista can�onica que resultar��a si esa elecci�onfuera la acertada. Hay por tanto 4l reconstrucciones a hacer.
En la reconstrucci�on llevaremos siempre la cuenta de cu�al es la semiarista mayorque ha aparecido como primera parte de una arista de la lista y cu�al es el v�erticemayor que ha aparecido en la lista. Adem�as, guardaremos dos copias del dicciona-rio (una ordenada seg�un nombres antiguos y otra seg�un nombres nuevos) de formaque cada consulta para traducir un nombre antiguo a nuevo o uno nuevo a antiguose hace en tiempo constante. Por �ultimo, llevaremos tambi�en una matriz de pun-teros, an�aloga a la de la lista antigua, para las semiaristas de la lista nueva que yaconozcamos.
En estas condiciones, para a~nadir la segunda semiarista de una arista necesita-mos: traducir el nombre nuevo a antiguo, buscar la arista de L que contiene dichonombre antiguo, tomar su otro extremo y traducir el nombre antiguo que aparecea nuevo. Si el nombre antiguo no aparece en nuestro diccionario, le daremos elnombre que corresponde por el Lema y lo a~nadiremos al diccionario. Todo ello sehace en tiempo constante. Por tanto, el tiempo total invertido en esta parte es O(l).
Por otra parte, para a~nadir la primera semiarista de una nueva arista a la lista,consideraremos la siguiente a la mayor que ha aparecido como primera semiarista dela lista, y miraremos si tambi�en ha aparecido. Si es as�� la saltaremos y continuaremoscon la siguiente. Si no es as�� la tomaremos como buena. Aunque el a~nadido de cadauna no es en tiempo constante (porque puede haber varias a desechar antes deencontrar la que nos hace falta) en total habremos probado una vez con cada unade las 2l aristas. Por tanto, el tiempo total invertido en esta parte es tambi�en O(l).
Como el proceso de reconstrucci�on a partir de una semiarista inicial es lineal,el proceso total de obtenci�on de las 4l listas candidatas es cuadr�atico. Una vezobtenidas todas ellas, necesitamos averiguar cu�al es la m�as peque~na, que ser�a lacan�onica. �Esto se puede hacer con 4l � 1 comparaciones y cada una de ellas llevaO(l). Por tanto, la lista can�onica se obtiene en tiempo O(l2).
Para un diagrama no conexo tenemos una peque~na complicaci�on a~nadida, pero�esta no afecta al tiempo asint�otico total:
Como primer paso dividiremos la lista L en k listas L1; . . . ; Lk conexas de lon-gitudes l1; . . . lk, P li = l, del mismo modo que se separa un grafo en componentesconexas. Cada sublista se corresponde con una componente conexa del diagramapero s�olo aqu�ellas componentes conexas del diagrama que poseen aristas (es decir,las que no son puntos aislados) se corresponden con alguna sublista.
Despu�es traduciremos cada sublista a su forma can�onica por el algoritmo ante-rior, en tiempo O(l2i + � � �+ l2k) � O(l2). Las diferentes sublistas can�onicas tendr�antodas sus v�ertices numerados comenzando en `1' (es decir, v�ertices de diferentescomponentes pueden recibir el mismo nombre) pero �esto no producir�a confusi�onporque, en este punto, las sublistas se mantienen separadas. El conjunto de estassublistas can�onicas puede ser ordenado lexicogr�a�camente en tiempo O(l2) de la
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siguiente manera: comparar lexicogr�a�camente una lista Li de longitud li con todaslas dem�as lleva tiempo, a lo sumo, l � li. Tomando una de ellas al azar dividimosa todas las dem�as en tres grupos formados por las que son mayores, las que sonmenores y las que son iguales a Li. A partir de aqu�� s�olo necesitamos compararentre s�� las de los dos primeros subgrupos, y Li no volver�a a intervenir.Una vez ordenadas las sublistas can�onicas, para ser consecuentes con nuestrade�nici�on de lista asociada, deberemos renumerar los v�ertices para que no haya doscon el mismo nombre antes de yuxtaponer las listas. Esta renumeraci�on se har�aempezando por la lista m�as peque~na y se puede hacer en tiempo lineal. 2

Aunque no se nos ocurre ning�un m�etodo para rebajar la complejidad asint�oticadel caso peor del algoritmo, s�� hay trucos que pueden usarse para reducir el tiempo deejecuci�on en la mayor��a de los casos. Estos trucos se basan en restringir el n�umerode semiaristas iniciales en las que hay que buscar. Por ejemplo, en diagramasque tengan bucles, la primera arista del c�odigo can�onico va a ser siempre uno deellos, lo cual reduce considerablemente la b�usqueda. Tambi�en se puede modi�carla de�nici�on de c�odigo can�onico en casos particulares. Por ejemplo, para diagramasen el plano af��n (es decir, para diagramas en la esfera con un punto distinguido)podemos tomar por convenio que el c�odigo can�onico tenga por primera semiarista auna de las que inciden en �el (esto es, las ramas al in�nito del diagrama en el plano)o, en su defecto, alguna de las que forman parte del contorno del mismo.
1.2.3 Caracterizaci�on de un entorno regular
Vamos a ver ahora la relaci�on existente entre las listas de aristas de�nidas en elapartado anterior y los entornos regulares de un diagrama, la cual viene dada porel siguiente enunciado:
Teorema 1.2.5 Sean D1 : G1 ! S1 y D2 : G2 ! S2 dos diagramas en sendassuper�cies compactas. Entonces son equivalentes:
(i) Existen sendos entornos regulares N1 y N2 de los diagramas D1 y D2 y unhomeomor�smo h : N1 ! N2 que env��a biyectivamente D1(G1) sobre D2(G2)y los v�ertices de D1 sobre v�ertices de D2.
(ii) Cualquier lista de aristas L asociada a D1 es tambi�en una de las posibleslistas de aristas asociada a D2 y D1 y D2 tienen el mismo n�umero de v�erticesaislados.
(iii) Las listas de aristas can�onicas asociadas a D1 y a D2 coinciden y ambos tienenel mismo n�umero de v�ertices aislados.
(iv) Existe una lista de aristas L asociada a D1 que es tambi�en una de las posibleslistas de aristas asociada a D2 y D1 y D2 tienen el mismo n�umero de v�erticesaislados.
Demostraci�on: Las implicaciones (ii) ) (iii) ) (iv) son obvias. Tambi�en es f�acil(i) ) (ii) sin m�as que utilizar el homeomor�smo para trasladar las elecciones denumeraci�on y orientaciones establecidas en el primer diagrama al segundo. S�olo nosqueda ver la implicaci�on (iv) ) (i). Reduzcamos en primer lugar la a�rmaci�on alcaso de diagramas sin v�ertices aislados. Por la Proposici�on 1.1.9 cada componente
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18 CAP�ITULO 1. CODIFICACI �ON DE DIAGRAMAS PLANOS
conexa del entorno regular de un diagrama que contenga un v�ertice aislado es undisco y no contiene m�as partes del diagrama. Por tanto, dados dos diagramascon el mismo n�umero de v�ertices aislados, todo homeomor�smo como el de (i)para las componentes de los entornos regulares que no contienen puntos aisladosse puede extender a las componentes que tengan puntos aisados. �Esto implica quesi la implicaci�on es cierta para diagramas sin v�ertices aislados, la implicaci�on ser�atambi�en cierta para diagramas con v�ertices aislados.Supongamos ahora que D1 y D2 son diagramas sin v�ertices aislados (�esto es, quetodo v�ertice posee al menos una semiarista que incide en �el). Vamos a construir,partiendo �unicamente de una lista L asociada a D1 una cierta super�cie con bordeNL y un diagrama DL : GL ! NL. Despu�es, construiremos un entorno regular N1de D1 y un homeomor�smo h1 : N1 ! NL que env��a biyectivamente D1(G1) sobreDL(GL) y los v�ertices de D1 sobre v�ertices de DL. De manera an�aloga se podr�aconstruir un entorno regular N2 de D2 y un homeomor�smo h2 : N2 ! NL en lasmismas condiciones, y tomando h = h�12 � h1 habremos terminado la demostraci�on.Sea entonces L una lista asociada a D1. El diagrama DL se construye de lasiguiente manera. A partir de la lista L conocemos el n�umero de v�ertices n quetiene el diagrama D1 y las valencias m1; . . . ;mn de cada uno de ellos. Tomemos nc��rculos C1; . . . ; Cn y en cada uno de ellos tantos radios ri1; . . . ; rimi como la valenciadel v�ertice i. Asignemos una cierta orientaci�on a cada c��rculo y supongamos quelos radios est�an numerados siguiendo dicha orientaci�on. Llamemos Iib a un peque~noarco (cerrado) del borde del c��rculo Ci con el extremo del radio rib en su interior.

Figura 1.6: Reconstrucci�on de un entorno regular, a partir de una lista.
Del mismo modo, por cada arista a = [ib; i0b0 ] o a = [ib=i0b0 ] que aparezca enla lista construyamos un rect�angulo Ra y un segmento sa que una los dos puntosmedios de dos lados opuestos. Llamemos J ib y J i0b0 a dichos lados de Ra. En cada Ra,
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orientemos sendos entornos de los correspondientes J ib y J i0b0 de forma compatiblesi la arista a estaba bien orientada en la lista y de forma incompatible si estabamal orientada. La Figura 1.6 muestra esta construcci�on para la lista del primerdiagrama de la Figura 1.5 (en ella todas las aristas estaban bien orientadas).La construcci�on del entorno regular se termina considerando la uni�on de todoslos c��rculos Ci y rect�angulos Ra, en la cual se identi�ca cada arco Iib de un c��rculocon el correspondiente lado J ib de un rect�angulo (haciendo la identi�caci�on de formaque la orientaci�on del c��rculo concuerde con la orientaci�on en un entorno del ladodel rect�angulo. La super�cie con borde resultante de las identi�caciones ser�a la NLque buscamos.Los v�ertices del diagrama ser�an los centros de los c��rculos Ci y cada arista ser�ala uni�on del segmento sa en uno de los rect�angulos con los dos radios rib y ri0b0correspondientes a las semiaristas ib y i0b0 de la arista a = [ib; i0b0 ] (o a = [ib=i0b0 ]).�Esto de�ne un diagrama DL en NL.

Figura 1.7: Entorno regular.
La existencia del homeomor�smo h1 : N1 ! NL se demuestra de la siguientemanera: en primer lugar es f�acil demostrar que se puede encontrar un entornoregular N1 de D1(G1) que sea localmente como el que se muestra en la Figura 1.7.Basta para ello triangular de forma adecuada un cierto entorno de D(G). Una vezhecho �esto, podemos enviar homeom�or�camente cada c��rculo en torno de un v�ertice ide D1 sobre el correspondiente c��rculo Ci de NL conservando la orientci�on, enviandola semiarista de D1 que ha sido nombrada ib sobre el radio rib y enviando el arco dec��rculo correspondiente sobre el arco Iib. Luego, para cada arista a, extandamos elhomeomor�smo enviando cada banda en torno a una arista de D sobre el rect�anguloRa de la arista de DL que lleva el mismo nombre. El hecho de que las aristas deDL se correspondan con aristas de D1 con la misma representaci�on en la lista L nosasegura que el homeomor�smo se puede extender a todo N1. 2

1.2.4 Diagramas celulares
El Teorema 1.2.5 tiene algunas consecuencias inmediatas de bastante inter�es paralos diagramas cuyas caras sean celdas (i.e. cuyas caras regulares sean discos, a la
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luz de la Proposici�on 1.1.9). En su demostraci�on hemos construido, a partir de unalista L asociada a un cierto diagrama D1, otro diagrama DL en una super�cie NL(con borde), de forma que L es tambi�en lista asociada al diagrama DL. Como noshemos propuesto trabajar siempre en super�cies sin borde, peguemos un disco encada componente del borde de NL (que es una circunferencia) para obtener unacierta super�cie SL compacta y sin borde. En estas condiciones DL : GL ! SLse convierte en un diagrama en la super�cie SL con entorno regular NL. Adem�as,las caras regulares del diagrama DL son los discos que hemos pegado a NL y, portanto, el diagrama es celular. Estas consideraciones llevan de forma inmediata alsiguiente enunciado, que podr��amos parafrasear diciendo que toda lista de aristases realizable como la lista de aristas de un diagrama celular.
Corolario 1.2.6 Sean n 2 IN y m1; . . . ;mn 2 IN n�umeros naturales. Sea L u-na lista cuyos elementos son pares [ib; i0b0 ] o [ib=i0b0 ] de s��mbolos de la forma ib,i 2 f1; . . . ; ng, b 2 f1; . . . ;mig donde cada s��mbolo aparece una y s�olo una vez. En-tonces, existe un cierto diagrama celular DL : GL 2 SL en una super�cie compactaSL que tiene a L como una de sus posibles listas asociadas. 2

Adem�as, el Teorema 1.2.5 implica tambi�en unicidad del diagrama celular asocia-do a una cierta lista. �Esto es as�� porque, para diagramas celulares, el homeomor�smoh de N1 en N2 se puede extender a las caras regulares por ser �estas discos. Este he-cho es especialmente signi�cativo para diagramas en la esfera porque los diagramasconexos en la esfera son siempre celulares.
Corolario 1.2.7 Sean D1 : G1 ! S2 y D2 : G2 ! S2 dos diagramas celulares ensendas super�cies compactas S1 y S2. Entonces, D1 y D2 son combinatoriamenteequivalentes si y s�olo si est�an en las cuatro condiciones (equivalentes) del Teorema1.2.5. 2

Por �ultimo, veamos que existe una manera sencilla de averiguar cu�al es la super-�cie SL en la que se realiza el diagrama celular DL determinado por una cierta listaL. Como es bien sabido, una super�cie compacta queda determinada si conocemos,para cada una de sus componentes conexas, su orientabilidad y su caracter��stica deEuler. Dada una lista L, es f�acil separar L en sublistas L1; . . . ; Lk que representenlas componentes conexas del diagrama.Para cada sublista, la componente Sk de la super�cie ser�a orientable si y s�olosi lo es el entorno regular Nk y �este lo es si existe una cierta aplicaci�on de losv�ertices de la lista en el conjunto f�1;+1g tal que v�ertices conectados por una aristabien orientada tienen la misma imagen y v�ertices conectados por una arista malorientada tienen im�agenes diferentes. Averiguar la existencia o no de una funci�onen esas condiciones es f�acil: as��gnese el valor �1 a uno de los v�ertices y prop�aguese lafunci�on al resto de ellos de forma coherente con un cierto subconjunto de aristas quesea un �arbol maximal del pseudografo. Si la funci�on obtenida es tambi�en coherentecon el resto de las aristas la respuesta es a�rmativa y si no, ser�a in�util que sigamosbuscando la funci�on: habremos encontrado un circuito en el pseudo-grafo en el cualla orientaci�on cambia un n�umero impar de veces.En cuanto a la caracter��stica de Euler, para una descomposici�on celular de unasuper�cie compacta (y nuestro diagrama lo es) la caracter��stica de Euler es igual a
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F � A + V , donde F A y V son los n�umeros de caras, aristas y v�ertices, respecti-vamente. Los n�umeros de v�ertices y aristas en la componente Sk son trivialmenteobtenibles de la lista Lk. Para obtener el n�umero de caras nos basaremos en lat�ecnica de seguir las componentes conexas del borde del entorno regular. Para undiagrama celular, las componentes conexas del borde del entorno regular est�an encorrespondencia biyectiva con las caras).Supongamos que queremos seguir el borde de la cara que est�a a la derecha dela semiarista ib. N�otese que, puesto que el v�ertice i est�a dotado de una orientaci�onlocal y la semiarista ib puede considerarse como un segmento dirigido con origen eni, tiene sentido hablar de la cara a la derecha (o a la izquierda) de ib. Si la aristaque contiene a ib en la lista es de la forma i0b0 , entonces, la cara a la derecha de ibes la misma que la cara a la izquierda de i0b0 . Si la arista es [ib=i0b0 ], entonces la caraes la que est�a a la izquierda de i0b0 . Por otra parte, la arista a la derecha de ib es lamisma que la que est�a a la izquierda de ib�1 (donde b� 1 se considera m�odulo mi).Siguiendo estas dos reglas, podemos recorrer las caras del diagrama celular en ordencircular. Cuando, recorri�endolas de esta forma, hayamos pasado dos veces por cadasemiarista de Lk (una a la derecha y otra a la izquierda) habremos recorrido todasla caras.

La realizabilidad de toda lista como diagrama celular y la unicidad de �esta rea-lizaci�on son de utilidad a la hora de construir un cat�alogo de tipos combinatoriosde diagramas celulares. A saber, si queremos conocer todos los tipos de tales dia-gramas que existen con a lo m�as un cierto n�umero n de v�ertices, con valencias a lom�as m1; . . . ;mn, bastar�a con construir todas las posibles listas en esos s��mbolos yestudiar el diagrama producido por cada una de ellas. Por supuesto, es necesarioposeer una forma de decidir si dos listas diferentes producen diagrams celulares e-quivalentes o no. �Esto puede hacerse, gracias al Teorema 1.2.5, traduciendo ambaslistas a su forma can�onica como en la Secci�on 1.2.2.

1.3 Codi�caci�on completa del diagrama. El grafo de
componentes conexas

1.3.1 El grafo de componentes conexas
Cuando tratemos con diagramas no celulares la informaci�on recogida en la listade aristas no ser�a su�ciente para caracterizarlos m�odulo equivalencia. Una de-mostraci�on trivial de �esto es que en la Proposici�on 1.2.5 vimos que cualquier listade aristas puede ser realizada por un diagrama celular. Es decir, toda lista de aris-tas representa en realidad a varias clases de equivalencia de diagramas diferentes,de las cuales s�olo una es celular.Es claro que para codi�car diagramas no celulares (es decir, no conexos y/ocon caras no simplemente conexas) la informaci�on que debemos a~nadir a la lista dearistas es, por una parte, la informaci�on topol�ogica de cada una de las caras y, porotra, la informaci�on de c�omo cada cara est�a unida al diagrama. Desde otro puntode vista, como la lista de aristas L codi�ca al entorno regular N del diagrama, loque nos queda por codi�car es el complemento regular M del mismo y la forma enque N y M est�an pegados uno a otro por su borde, que es com�un.La codi�caci�on de M es sencilla, puesto que cada componente conexa de M
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(cada cara regular del diagrama) es una super�cie conexa con borde cuya topolog��aqueda caracterizada conociendo su orientabilidad, g�enero y n�umero de componentesconexas de su borde. Para codi�car el pegado entre el entorno regular y el com-plemento regular utilizaremos un grafo bipartito cuyas aristas estar�an en corres-pondencia biun��voca con las componentes de N \M (a las que llamaremos ciclosde borde del diagrama) y cuyos v�ertices con las componentes conexas de M y Nrespectivamente.Llamaremos a este grafo el grafo de componentes conexas G del diagrama. Enrealidad se trata de un multigrafo, puesto que una misma cara y componente conexapueden estar unidas por m�as de un ciclo de borde. Para evitar confusi�on conlas aristas y v�ertices del diagrama D, evitaremos el uso de las palabras arista yv�ertice al referirnos a los elementos del grafo de componentos conexas. M�as bien,llamaremos nodos de cara y nodos de componente a sus v�ertices (que representan,respectivamente, a las caras y componentes conexas del diagrama) y elementos deborde a sus aristas.Toda la informaci�on topol�ogico/combinatoria del diagrama ir�a \prendida" algrafo de la siguiente manera.

� La lista de aristas (can�onica o no) asociada al diagrama ser�a separada encomponentes conexas, como se hizo en la demostraci�on de 1.3.7. Cada sublistase prender�a a su correspondiente nodo de componente. Las componentes quesean puntos aislados llevar�an una \lista vac��a". Para las dem�as, podemossuponer que los v�ertices de cada componente conexa han sido renumeradoscomenzando en 1.
� Los tres invariantes de cada cara regular ir�an prendidos al correspondientenodo de cara.
� En cuanto a los elementos de borde, que unen una cierta cara f a una com-ponente c, llevar�an prendida una de las semiaristas que tenga a la cara f a suderecha. Recordemos que las semiaristas est�an dirigidas y los v�ertices tienenuna orientaci�on local, dada por la lista asociada. Por tanto, tiene sentido decirque una cara est�a a la derecha o a la izquierda de una semiarista.
Para las caras orientables con m�as de un elemento de borde necesitamos unainformaci�on adicional: saber si las orientaciones inducidas en sus elementos de bordepor las semiaristas que los se~nalan son compatibles o no. De manera m�as expl��cita:para cada cara orientable elegiremos una de sus dos posibles orientaciones globales.�Esto induce una orientaci�on a la derecha de la semiarista elegida para se~nalar acada ciclo de borde, la cual puede coincidir o no con la orientaci�on local del v�erticeen el que incide la semiarista. Si coincide, diremos que el ciclo de borde est�a bienorientado; si no, que est�a mal orientado. N�otese que una semiarista puede tenerel mismo ciclo de borde a sus dos lados y que la orientaci�on dada a la cara seacontradictoria en uno y otro (e.g. un diagrama cuya imagen es una recta en elplano proyectivo). Puesto que estamos pensando en la cara como \a la derecha dela semiarista" las orientaciones han de compararse tambi�en por la derecha.Cada elemento de borde del grafo de componentes conexas que sea adyacente auna cara orientable contendr�a la informaci�on de si el ciclo de borde correspondienteest�a bien orientado o mal orientado. Para las caras no orientables �esta informaci�onno tiene sentido, pero tampoco es necesaria dado que:



1.3. CODIFICACI �ON DEL DIAGRAMA 23
Lema 1.3.1 Sean S1 y S2 dos super�cies con borde, conexas y homeomorfas. Seah : @S1 ! @S2 un homeomor�smo entre sus bordes. Entonces,
(i) Si las super�cies no son orientables, el homeomor�smo se puede siempre ex-tender a toda la super�cie.
(ii) Si las super�cies son orientables, el homeomor�smo se puede extender si ysolamente si las orientaciones inducidas por h en @S2 a partir de una orien-taci�on global de S1 son compatibles con una orientaci�on global de S2. 2
Veamos ahora que el grafo de componentes conexas, con esta informaci�on a~na-dida, caracteriza al diagrama m�odulo equivalencia, mediante la siguiente De�nici�ony Teorema, parecidos en su forma a la De�nici�on 1.2.1 y el Teorema 1.2.5.

De�nici�on 1.3.2 Sea D : G ! S un diagrama en una super�cie S. Supongamosque: para cada componente conexa C de D, se ha construido una lista de aristasasociada a ella; para cada cara orientabe F de D, se ha elegido una orientaci�on demanera arbitraria; para cada ciclo de borde de D, se ha elegido una de las semiaristasque lo tienen a la derecha.Diremos que un ciclo de borde de una cara orientable est�a bien orientado silas orientaciones en �el inducidas por la semiarista elegida para �el y la cara que locontiene coinciden.Llamaremos c�odigo del diagrama al grafo de componentes conexas del mismo,arriba descrito, dando como informaci�on: para cada nodo de componente, su listaasociada; para cada nodo de cara, sus tres invariantes; para cada elemento de borde,la semiarista elegida para el ciclo de borde y el dato de si el ciclo est�a bien orientadoo mal orientado.
Teorema 1.3.3 Sean D1 : G1 ! S1 y D2 : G2 ! S2 dos diagramas en sendassuper�cies compactas. Entonces son equivalentes:
(i) Los diagramas son equivalentes.
(ii) Cualquier c�odigo C asociado a D1 es tambi�en uno de los posibles c�odigosasociados a D2.
(iii) Existe un c�odigo C asociado a D1 que es tambi�en uno de los posibles c�odigosasociados a D2.
Demostraci�on: (i) ) (ii) ) (iii) son triviales. Para (iii) ) (i), deberemos sercapaces de construir un homeomor�smo de S1 en S2 que env��e un diagrama sobreel otro, a partir de la informaci�on contenida en el c�odigo. El Teorema 1.2.5 nosdice c�omo construir un homeomor�smo entre sendos entornos regulares N1 y N2 delos diagramas, a partir de las listas asociadas. La estructura del grafo nos aseguraque dicho homeomor�smo lleva el borde de cada cara regular sobre el borde de otracara regular homeomorfa a ella y que el homeomor�smo de los entornos regularesse extiende al interior de las caras regulares, por el Lema 1.3.1. 2

Casi todo lo dicho en la Secci�on 1.2.4 sobre la relaci�on entre las listas de aristasy los diagramas celulares tiene una traducci�on m�as o menos inmediata a la relaci�onentre diagramas en general y sus c�odigos asociados.
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Corolario 1.3.4 Sea G un multigrafo bipartito a cuyas dos clases de nodos lla-maremos, respectivamente, nodos de cara y nodos de componente y a cuyas aristasllamaremos elementos de borde.Supongamos que: a cada nodo de componente c se le asocia una lista de aristasarbitraria (quiz�a vac��a) como las del Corolario 1.3.4, cuyo diagrama celular asociadotiene tantas caras como la valencia de c; a cada nodo de cara f se le asocian lostres invariantes de una super�cie compacta con borde, con tantas componentes deborde como la valencia de f ; a cada elemento de borde que une un nodo cara f conun nodo componente c se le asocia una semiarista de los ciclos de borde de la listade f , asociando a elementos de borde distintos semiaristas que tienen a su derechaciclos de borde distintos; por �ultimo, a los ciclos de borde incidentes sobre nodos decaras orientables, se les asigna un n�umero 1 �o 0 que se leer�a como \el ciclo de bordeest�a bien orientado" o \el ciclo de borde est�a mal orientado".Entonces, existe un cierto diagrama DG : GG 2 SG en una super�cie compactaSG que tiene a G, con la informaci�on descrita, como uno de sus posibles c�odigos.
Demostraci�on: F�acil. Tras construir un entorno regular NL de la lista formadapor la yuxtaposici�on de las listas del c�odigo y construir una cara regular con losinvariantes descritos por cada nodo de cara, se pegan los unos a los otros usando elresto de la informaci�on. 2

Para averiguar cu�al es la super�cie SG en la que se realiza el diagramaDG de�nidopor un cierto c�odigo, lo primero a tener en cuenta es que cada componente conexa delgrafo G representa a una componente conexa de la super�cie SG . Por tanto, podemosrestringirnos al caso en que G y SG sean conexos. En este caso, SG es orientable silas listas de todos los nodos componente son orientables y una orientaci�on elegidaen una de ellas se puede transmitir de forma compatible a todas las caras regularesy a las dem�as componentes conexas del diagrama. La caracter��stica de Euler de SG ,por su parte, se obtiene directamente por la f�ormula F �A+ V , salvo que F no esahora el n�umero de caras sino la suma de las caracter��sticas de Euler de �estas, quese obtienen de sus invariantes.
De nuevo, la realizabilidad de todo c�odigo como diagrama y la unicidad de �estarealizaci�on son de utilidad a la hora de construir un cat�alogo de tipos combinato-rios de diagramas. La forma de decidir si dos c�odigos diferentes producen diagramsequivalentes o no, se trata en la pr�oxima Secci�on, aunque el m�etodo es m�as compli-cado que en el caso celular.

1.3.2 C�odigo can�onico. El caso de que el grafo de componentes seaun �arbol
El problema de decidir si dos c�odigos dados representan diagramas equivalentes o noes m�as complejo que el problema equivalente para listas/equivalencia de diagramascelulares.Para empezar, obs�ervese que la a�rmaci�on de que dos diagramas sean equiva-lentes implica que sus grafos de componentes conexas sean isomorfos. Por otro lado,cualquier grafo bipartito de tama~no l puede aparecer como el grafo de componentesconexas de un diagrama de tama~no l. �Esto es consecuencia del Teorema 1.3.3 sitomamos como lista de cada nodo de componente una cuyo diagrama regular tenga
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tantas caras como aristas. Por ejemplo, la del diagrama formado por una uni�on demeridianos de una esfera.Puesto que no se conocen algoritmos polinomiales para decidir si dos grafos(ni siquiera bipartitos) son isomorfos, no podemos esperar poder decidir en tiempopolinomial si dos diagramas son equivalentes. (Para informaci�on sobre la compleji-dad de decidir isomor�smo de grafos existe la monograf��a [Koebler-S-T] o se puedeconsultar [Garey-Johnson]. El problema, m�as general, de decidir si un cierto grafoes isomorfo a alg�un subgrafo de otro es NP-completo. El problema de isomorf��a degrafos en s�� no est�a probado ni refutado que lo sea).Sin embargo, a�un podemos tener alguna esperanza si �jamos la super�cie S enla que est�an inmersos nuestros diagramas, gracias a los dos lemas que siguen:
Lema 1.3.5 Sea D : G ! S un diagrama en una cierta super�cie conexa S. SeaG el grafo de componentes conexas de D. Sea a la arista de G que representa aun cierto ciclo de borde Ba del diagrama. Entonces, la eliminaci�on de la arista aen G desconecta al grafo si y s�olo si recortar el ciclo de borde Ba desconecta a lasuper�cie S.
Demostraci�on: Sea f la cara unida al ciclo de borde Ba. Consideremos el resultadode recortar la super�cie S por el ciclo de borde Ba y pegar dos c��rculos, uno alentorno regular y otro al complemento regular. Su �unico efecto en el c�odigo es elde desdoblar la cara f en dos, una con la misma orientabilidad y g�enero que f(pero con una componnte menos en su borde) y otra celular. Adem�as, la primeramantiene todas las conexiones con ciclos de borde que ten��a f , salvo por el cicloBa y la segunda est�a s�olo conectada a Ba. Traduciendo al grafo de componentesconexas, el resultado es el de desconectar la arista a de la componente de cara def y dejerla conectada a un nodo de cara nuevo, que no tiene m�as conexiones. �Estodemuestra el Lema. 2
Lema 1.3.6 Sea D : G! S un diagrama en una cierta super�cie conexa S. Sea Gel grafo de componentes conexas de D. Entonces, el n�umero de ciclos disjuntos delgrafo G (esto es, el n�umero m�aximo de aristas que se pueden cortar sin desconec-tarlo) es, a lo m�as, la parte entera de 1��=2, donde � es la caracter��stica de Eulerde S.
Demostraci�on: Supongamos que el grafo G posee un n�umero k de aristas que, si seeliminan, no lo desconectan. Entonces S posee un n�umero k de componentes deborde que, si se recortan, no la desconectan.Ahora bien, los ciclos de borde de un diagrama son inmersiones de una cir-cunferencia con un entorno orientable, �esto es, �ovalos seg�un la terminolog��a queintroduciremos en la Secci�on 2.1 para el plano proyectivo. La operaci�on de cortarla super�cie por uno de ellos y a~nadir dos c��rculos hace aumentar en dos unidadesla caracter��stica de Euler. Si hacemos �esto a los k que tenemos, obtendremos unacierta super�cie que es a�un conexa y, por tanto, �+ 2k � 2 2

Para grafos con un n�umero m�aximo t de aristas que no los desconectan s�� existenalgoritmos polinomiales en su tama~no l para decidir isomor�smo. Por ejemplo,dados dos tales grafos hay del orden de lt formas diferentes de convertirlos en �arboles
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cortando, a lo m�as, t aristas. Para cada una de las formas la equivalencia delos �arboles se puede decidir en tiempo O(l log(l)). �Esto poduce un algoritmo decomplejidad, esencialmente, lt.�Este mismo algoritmo servir��a, con peque~nos a~nadidos, para decidir si dos dia-gramas generales son equivalentes, supuesto que conozcamos como decidir la equi-valencia de diagramas para el caso en el que el grafo de componentes conexas seaun �arbol. Es en este caso en el que nos vamos a concentrar a partir de ahora, nos�olo por esta raz�on, sino tambi�en porque engloba a las tres super�cies esenciales enla que ocurren las aplicaciones que nos interesan. A saber, la esfera, el plano real yel plano proyectivo.

Supongamos entonces que el grafo de componentes conexas G de un cierto dia-grama D es un �arbol. Nuestro objetivo es encontrar una forma can�onica para elc�odigo de D. Si elegimos uno de los nodos de G como ra��z del �arbol, la estructurade �arbol con ra��z del mismo se puede representar como una lista de listas, dondeel anidamiento de listas representa la jerarqu��a en el �arbol. La informaci�on que,junto con el �arbol de componentes, constituye el c�odigo, deber�a tambi�en ir incluidacomo parte de esta lista, en el lugar en el que corresponda. �Esto signi�ca quela lista tendr�a una estructura que permita decidir qu�e trozo de informaci�on est�aen cada lugar, pero no merece la pena que detallemos la manera en que �esto sehace. De hecho, nuestro algoritmo ser�a independiente de este detalle (salvo quelas comparaciones lexicogr�a�cas, por supuesto, dependen de c�omo se organiza lainformaci�on en la lista).Hay un n�umero �nito de listas que pueden representar al �arbol (para las distintaselecciones de la ra��z y las distintas elecciones del orden en que aparecen los \hijos"de cada nodo) y un n�umero �nito de maneras de elegir la informaci�on del c�odigo(es decir, las listas de aristas, la orientaci�on de las caras orientables y la semiaristaque representa a cada ciclo de borde). Por tanto, podemos de�nir como c�odigocan�onico aqu�el que produce la lista lexicogr�a�camente m�as peque~na, como hicimosen la Secci�on 1.2.2 para las listas de aristas. Vamos a estudiar un algoritmo paraencontrar el c�odigo can�onico.En primer lugar, vamos a deshacernos de los posibles puntos aislados del dia-grama codi�c�andolos no como componentes conexas adicionales del diagrama sinocomo un \invariante" m�as de la cara en la que est�an: cada cara tendr�a asociadoun cuarto invariante, que representa el n�umero de puntos aislados en ella. En estascondiciones el n�umero total de aristas l del diagrama es un buen par�ametro parade�nir la \complejidad" del mismo, puesto que los n�umeros de caras, componentesconexas, ciclos de borde, v�ertices, etc. est�an acotados por una funci�on lineal de l.
Proposici�on 1.3.7 Sea C una lista que representa al c�odigo asociado a un diagramaD con l aristas cuyo grafo de componentes conexas es un �arbol (con ra��z, dada porC). Supongamos que la ra��z del c�odigo can�onico asociado al diagrama coincide conla de C. Entonces, existe un algoritmo que, con input C, calcula el c�odigo can�onicoCC asociada a D en tiempo O(l2).
Demostraci�on: El algoritmo ser�a recursivo. A partir de C se obtendr�an las sublistasque representan los sub�arboles que tienen como ra��z a cada uno de los hijos de lara��z. De cada uno de ellos se obtendr�a una versi�on can�onica, usando la recursi�on.
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Despu�es, se comparar�an unos con otros y se reordenar�an como hijos de la ra��z del�arbol en orden lexicogr�a�co. La forma detallada de hacer �esto, y la demostraci�onde la cota (que se hace de forma inductiva) es:Si la ra��z es un nodo cara de valencia k, consideraremos los diagramas D1; . . . ;Dkque resultan de sustituir dicha cara por k c��rculos en los k ciclos de borde. Seanl1; . . . ; lk los n�umeros de aristas de cada uno de ellos (P li = l). Por hip�otesisinductiva, podemos obtener los c�odigos can�onicos de ellos en tiempo O(l21+� � �+l2k) �O(l2). Una vez hecho �esto ordenemos los subc�odigos (tambi�en en tiempo O(l2), porel mismo m�etodo que en la parte �nal de la demostraci�on de la Proposici�on 1.2.4)y recoloqu�emolos. Si la cara del nodo ra��z es orientable, deberemos hacer �esto paracada una de las dos posibles orientaciones de la cara, obteniendo dos posibles c�odigoscan�onicos (que di�eren s�olo en la buene o mala orientaci�on de sus ciclos de borde)y comparar los dos c�odigos obtenidos.Si la ra��z es un nodo componente de valencia k, consideraremos los diagramasD1; . . . ;Dk que resultan de sustituir dicha componente por k c��rculos en los k ciclosde borde. Sean l1; . . . ; lk los n�umeros de aristas de cada uno de ellos. Ahora setiene Pki=1 li = l � l0, donde l0 es el n�umero de aristas en la ra��z. Obtengamoslos c�odigos can�onicos de cada uno de los Di en tiempo total O(l2) (de nuevo porhip�otesis inductiva). Reordenemos lexicogr�a�camente dichos c�odigos.Para cada una de las 4l0 posibles elecciones de una semiarista inicial de lacomponente ra��z y una orientaci�on de su v�ertice, obtengamos la lista can�onica corres-pondiente (en tiempo O(l0) cada una). Para cada una de ellas rehagamos el c�odigo,decidiendo si los ciclos de borde de la componente ra��z est�an bien orientados (deacuerdo con la lista en cuesti�on) y colocando los c�odigos de los diagramas D1; . . . ;Dklexicogr�a�camente ordenados como hijos de la componente ra��z. �Esto se hace entiempo O(l) para cada posible elecci�on inicial, lo cual produce O(ll0) � O(l2). 2

Una peque~na observaci�on, que parece contradecir a la Proposici�on 1.3.7. Sea Sla super�cie orientable de g�enero k1 + k2 (un toro con k1 + k2 agujeros). Conside-ramos el diagrama formado por un �ovalo que separa k1 de los agujeros de los otrosk2. La obtenci�on del c�odigo can�onico implica decidir cu�al de los dos n�umeros k1 yk2 es m�as peque~no. Por tanto, <podemos comparar n�umeros enteros arbitrariamentegrandes en tiempo constante! La raz�on de ello es que nuestro \modelo de compleji-dad" supone que las operaciones aritm�eticas se hacen en tiempo constante (cf. lasprimeras observaciones de la demostraci�on de 1.2.4). Si consider�asemos un modelom�as realista en el que se cuente la complejidad `bit' de operaciones aritm�eticas, elpar�ametro l deber�a tener en cuenta la complejidad topol�ogica de las distintas carasy el n�umero de puntos aislados del diagrama y, adem�as, nuestra cota de complejidadse convertir��a en O(l2 log(l)t) para un cierto t que no entramos a analizar.
Estudiemos la aplicaci�on de la Proposici�on 1.3.7 a los tres casos arriba men-cionados, que son el plano af��n, la esfera y el plano proyectivo. En el caso peor,para obtener el c�odigo can�onico tendremos que aplicar el algoritmo descrito tan-tas veces como posibles elecciones hay de la ra��z, lo cual produce un algoritmo detiempo O(l3). Sin embargo, en el caso del plano proyectivo podemos postular quela ra��z del �arbol del c�odigo can�onico sea la �unica componente con entorno regularno orientable o la �unica cara no orientable. Todo diagrama en el plano proyectivoposee una, y s�olo una, de las dos cosas. En el caso del plano af��n, que consideramos
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como una esfera con un punto distinguido, postularemos que la ra��z del �arbol seala componente o la cara que contenga al punto del in�nito. N�otese que todas lascomponentes no acotadas del diagrama en el plano af��n se consideran como unas�ola en el diagrama en la esfera, puesto que todas son incidentes sobre el v�ertice delin�nito. Por tanto:
Corolario 1.3.8 Sea D un diagrama con l aristas en el plano af��n o proyectivo.Entonces, existe un algoritmo que, con input un c�odigo asociado a D, calcula elc�odigo can�onico asociado a D en tiempo O(l2).
Corolario 1.3.9 Sean D1 y D2 dos diagramas con l aristas en el plano af��n oproyectivo. Entonces, existe un algoritmo que, con input sendos c�odigos asociadosa D1 y D2, decide si D1 y D2 son equivalentes en tiempo O(l2).
1.4 Aplicaci�on al caso de curvas algebraicas planas

reales
1.4.1 Antecedentes
El estudio que hemos llevado a cabo en este Cap��tulo tiene una aplicaci�on naturala la codi�caci�on de la topolog��a de curvas algebraicas planas reales (ya sean a�neso proyectivas). Como haremos tambi�en en el Cap��tulo 2, usaremos el t�ermino curvaalgebraica como abreviatura de curva algebraica plana real (n�otese, de todas formas,que all�� nos referiremos siempre a curvas proyectivas).Es bien sabido que una curva algebraica real es una variedad diferenciable (enparticular, topol�ogica) en todos sus puntos salvo un n�umero �nito de ellos y queen �estos es localmente homeomorfa al entorno de un v�ertice de valencia par deun grafo geom�etrico. �Esto, unido al hecho de ser cerradas y a una condici�on de�nitud de ramas al in�nito (para las curvas a�nes), implica necesariamente el quesean diagramas en el sentido de nuestra de�nici�on. Debemos mencionar que esesta aplicaci�on al caso de curvas algebraicas la que ha originado y dirigido nuestrotrabajo en este problema.El problema del c�alculo de la topolog��a de una curva algebraica plana real ha sidotratado ampliamente de forma algor��tmica en los �ultimos 15 a~nos. Citaremos s�oloalgunos de las referencias m�as signi�cativas, como son [Arnon-C-McC], [Cellini-G-T]o [Roy]. En todos los casos la estructura del algoritmo es similar, aunque los aspectost�ecnicos var��an de uno a otro. La idea central consiste en dividir el plano en franjasverticales en cada una de las cuales la topolog��a de la curva es trivial: la de un cierton�umero de l��neas que la recorren de izquierda a derecha. Los rectas de separaci�onentre una franja y otra son de la forma fX = aig para las distintas ra��ces ai deldiscriminante del polinomio que de�ne la curva y su derivada respecto a la direcci�onvertical. La topolog��a de la curva viene caracterizada por qu�e ramas de las queatraviesan cada franja van a parar a qu�e puntos de las rectas entre franjas.Adem�as de dise~nar algoritmos para producir esta descomposici�on del plano (a laque llamaremos Descomposici�on Cil��ndrica, aunque �este es un concepto m�as general)los mencionados autores se han preocupado de dise~nar formas adecuadas de codi�carla topolog��a de la curva con el f��n �ultimo de, al menos, ser capaces de decidir sidos curvas dadas son topol�ogicamente equivalentes o no (en el sentido de nuestra
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de�nici�on o alguno muy parcido). Sin embargo, los m�etodos exhibidos s�olo erantotalmente satisfactorios para el caso de curvas no-singulares en el plano proyectivo.En este caso, la codi�caci�on puede hacerse siplemente mediante un �arbol, similar anuestro �arbol de componentes conexas, al que no es necesario a~nadir informaci�onextra. El caso de curvas singulares es mencionado por [Cellini-G-T] como \m�ascomplicado y todav��a no del todo claro".El �unico intento que conocemos de dar una soluci�on completa al caso singular esel de [G.Corbal�an-Recio] (cf. tambi�en [G.Corbal�an]) los cuales daban de hecho unalgoritmo de decisi�on de si dos curvas algebraicas en el plano af��n son equivalenteso no. Sin embargo, el algoritmo era de complejidad exponencial, s�olo se aplicabaal caso de puntos dobles y era demasiado complicado como para intentar una im-plementaci�on. Mencionemos, de todas formas, que dichos m�etodos constituyeron elpunto de partida para nuestro trabajo.Con los m�etodos descritos en las Secciones anteriores (en particular, los algorit-mos de obtenci�on de la lista y el c�odigo can�onico) es relativamente sencillo decidiresta equivalencia topol�ogica de curvas algebraicas singulares. La presente Secci�onest�a destinada a presentar una implementaci�on de un algoritmo que hace esta de-cisi�on, para curvas algebraicas a�nes. En un futuro pr�oximo la implementaci�on seextender�a al caso de curvas proyectivas.Xtopo [Hong] es un programa especialmente e�ciente desarrollado por HoonHong del Instituto RISC-Linz que, con INPUT un polinomio f en dos variables yde coe�cientes enteros, calcula la topolog��a de la curva algebraica f(x; y) = 0, tantoen el plano af��n como el proyectivo por medio de una descomposici�on cil��ndrica.Nuestro trabajo ha sido tomar el OUTPUT producido por Xtopo (que es una des-cripci�on natural de la descomposici�on cil��ndrica), traducirlo a un c�odigo del dia-grama subyacente en el sentido de nuestra Secci�on 1.3 y obtener de �el el c�odigocan�onico detallado en 1.3.2. El programa est�a escrito en C, utilizando la librer��aSACLIB [B-C-E-H-J-K-L-N] de �algebra computacional y el sistema de ventanas XWindows. En la implementaci�on ha colaborado Mark J. Encarnaci�on, del mismoInstituto RISC-Linz y �esta ha sido presentada en [Enc.-Hong-Santos].Adem�as de producir el c�odigo can�onico y de decidir equivalencia topol�ogica de lascurvas de�nidas por los polinomios que se le dan como INPUT, el programa produceel dibujo de un grafo topol�ogicamente equivalente a la curva (con las componentesconexas a�nes separadas en diferente color), junto a otro dibujo de la curva obtenidonum�ericamente en el que se aprecia su geometr��a, aunque pueden perderse detallestopol�ogicamente signi�cativos.
1.4.2 Nuestra implementaci�on
El OUTPUT natural producido por Xtopo, como el de cualquier algoritmo queutilice una heur��stica de descomposici�on cil��ndrica, consist��a en una lista con tantoselementos como l��neas verticales hay entre las franjas de la descomposici�on. Cadaelemento es a su vez una lista que indica, para cada punto en la vertical y en ordenascendente, cu�antas ramas inciden sobre dicho punto a su derecha y a su izquierda.Dicho OUTPUT ha sido traducido a un c�odigo, similar a los de nuestra Secci�on1.3, un tanto m�as simple por tratarse de diagramas en la esfera. Por ejemplo, losnodos cara no aparecen en el �arbol, porque la informaci�on que contienen es trivial:cada cara regular es homeomorfa a una esfera con tantos agujeros como componentes
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del diagrama son adyacentes a ella. Adem�as, la informaci�on sobre la semiarista quese~nala a un ciclo de borde es diferente: en la implementaci�on, el c�odigo can�onicocontiene todas las semiaristas que tienen el ciclo de borde a la izquierda, ordenadasc��clicamente. Por �ultimo, en vez de calcular todos los ciclos de borde, se calculans�olo el de la cara exterior de cada componente y aqu�ellos que corresponden a carasque contienen alguna componente interior. Los primeros se denominan OUTERFACE en el c�odigo y los segundos CONTAINING FACE, y ambos se consideranparte del c�odigo de la componente interior.La obtenci�on del �arbol de componentes conexas de la Secci�on 1.3.2 a partir dedicho OUTPUT requiere los siguientes pasos (v�ease la p�agina 39).
(i) S = CODE(HHCODE(T)): Construye una lista global de los puntos P yaristas E de la descomposici�on.

Para ello, se denota a cada punto de la curva en una de las l��neas verticalesde la descomposici�on con dos ��ndices (i; j), que quieren decir que dicho puntoes el j-�esimo punto empezando por abajo de la i-�esima l��nea empezando porla izquierda. Como estamos trabajendo en el plano af��n debe a~nadirse unpunto, que denotamos (0; 1), el cual representa al in�nito. Constr�uyase lalista P con esos puntos. Despu�es, construyamos una lista E de las aristasde la descomposici�on, donde cada arista es un par de puntos P1 = (i1; j1)y P2 = (i2; j2) unidos de acuerdo con la informaci�on que se nos ha dado.Las semiaristas alrededor de un v�ertice son numeradas en sentido horariocomenzando debajo del punto (dar la misma orientaci�on a todos los puntosnos evitar�a tener que tratar con aristas mal orientadas). A cada punto P dela lista se le a~nade un tercer n�umero que indica su valencia en el grafo.
Algunos de los puntos (i; j) que aparecen en esta etapa no son topol�ogicamentesigni�cativos, es decir, tienen valencia dos en el grafo. En la �ultima etapa loseliminaremos, para codi�car realmente la topolog��a, pero de momento nosconviene mantenerlos porque la disposici�on especial de los v�ertices y aristasde la descomp�osici�on cil��ndrica ser�a de ayuda en algunos pasos intermedios.

(ii) C = SEP PROJ(S): Separa las listas P y E en componentes conexas, incluyen-do la informaci�on de la cara exterior.
Las listas P y E se separan en componentes conexas P1; . . . ; PK y E1; . . . ; EK ,usando un algoritmo t��pico para separar componentes conexas de un grafo(V;E). Estas componentes conexas son las componentes del diagrama \en laesfera", lo que signi�ca que todas las componentes no acotadas se consideranconectadas entre s�� por el punto del in�nito.

(iii) F = FACES(C): Obtenci�on de la cara exterior de cada componente.
Para cada componente conexa (Pk; Ek) (excepto la que contiene al punto delin�nito etiquetado (0; 1)), construimos la lista fk de todas las semiaristas quetienen a la cara exterior a su izquierda (usando la funci�on FACE). Para ello,tomamos como semiarista inicial la m�as peque~na (lexicogr�a�camente) de lalista y reconstruimos la cara a su izquierda por un proceso como el descritoal �nal de la Secci�on 1.2.4. Aqu�� estamos aprovechando el hecho de que lospuntos est�an indexados de manera ordenada en columnas.
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A la componente no acotada se le asigna como informaci�on la lista de lasramas al in�nito. �Esto no tiene sentido como ciclo de borde, pero ser�a usadoa la hora de calcular el c�odigo can�onico.

(iv) B = TREE(F) Construcci�on del �arbol de componentes conexas.
La ra��z del �arbol es la componente (P0; E0) que contiene al punto del in�nito(0; 1). Si ninguna componente tiene a dicho punto (es decir, si la curva eraacotada), tomamos P0 = (0; 1) y E0 vac��o. Las componentes sucesivas sea~naden al �arbol, usando la siguiente estrategia:
Consid�erese en cada momento la componente Ak = (Pk; Ek) que contiene alpunto (i; j) lexicogr�a�camente m�as peque~no de entre las componentes quea�un no han sido a~nadidas al �arbol. Esta componente estar�a s�olo contenida encomponentes que ya hayan sido a~nadidas al �arbol. Para buscar cu�al de ellas essu \padre" (funci�on FATHER) comenzamos por la ra��z y vamos descendiendoen el �arbol, comprobando que la componente a la que descendemos contengaa la que queremos colocar (mediante la funci�on CONTAINS). Cuando no seaposible descender m�as, habremos terminado.
TREE termina calculando la cara del padre de la componente en la que lacomponente est�a contenida (funci�on CFACE, similar a FACE).

(v) B = SIMPLIFY(B): Finalmente, elimina los puntos no singulares del c�odigo.
Para cada punto P del c�odigo con valencia dos, busca las dos aristas quelo contienen y las reemplaza por la que resulta de unirlas (REM REG). Deigual modo, elimina las semiaristas correspondientes de las listas OUTERFACE y CONTAINING FACE de cada componente (REM REG OR). Aqu��aparece otra diferencia de la implementeci�on con lo descrito a lo largo delcap��tulo: cuando una componente no contenga ning�un v�ertice de valenciadiferente de dos, su lista �nal ser�a vac��a. �Esto no produce ambig�uedad porquetal componente es, necesariamente, un �ovalo.

El paso m�as complicado del algoritmo es el (iv) y es el �unico del que analizare-mos la complejidad. La complejidad que damos a continuaci�on no es la de nuestraimplementaci�on, porque requerir��a incluir punteros entre aristas que permitan en-contrar la arista que contiene a una cierta arista en tiempo constante. En cualquiercaso, la complejidad asint�otica del caso peor en nuestra implementaci�on seguir�asiendo polinomial de grado bajo.El caso peor implicar�a decidir si cada una de las componentes Ak est�a contenidaen alguna otra Al (funci�on CONTAINS). Cada decisi�on se hace contando el n�umerode cortes de una semirrecta vertical que parte de un punto de Ak con el ciclo dearistas exteriores de Al, en tiempo lineal en la longitud de este ciclo. Por tanto,el tiempo necesario para a~nadir la componente Ak al �arbol es O(nE), donde nErepresenta el n�umero total de aristas de la descomposici�on, y el tiempo para con-struir el �arbol completo es O(nEK), siendo K el n�umero de componentes conexas.La funci�on CONTAINS utiliza fuertemente el hecho de que las aristas forman unadescomposici�on cil��ndrica.Obs�ervese que, en el c�odigo obtenido, cada punto est�a a�un etiquetado por susdos ��ndices (i; j), que provienen de la descomposici�on cil��ndrica. Puesto que el
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c�odigo a�un no es can�onico, los \nombres" dados a cada v�ertice no tienen ningunarelevancia.La obtenci�on de un c�odigo can�onico a partir del obtenido con este algoritmose efectua en la funci�on CANONIZE. Esta funci�on se aplica de manera recursivaa las componentes-hijo de la ra��z. Para cada componente y cada elecci�on de lasemiarista inicial se hace el proceso MAKE DICT, que construye la nueva lista dearistas y un diccionario que traduce la antigua a la nueva, como se describi�o en laSecci�on 1.2.2. El diccionario se mantendr�a como parte del c�odigo, porque sirve deayuda para reconocer c�omo se corresponde el c�odigo can�onico con el dibujo pro-ducido por Xtopo. Sin embargo, el diccionario contiene informaci�on \no can�onica",la cual no debe ser considerada para las comparaciones lexicogr�a�cas. Por estaraz�on, todas las comparaciones se hacen con una funci�on especial TREECOMPque extrae la informaci�on relevante al c�odigo can�onico y deshecha la dem�as. Lasfunciones TRANSLATE ITEM y TRANSLATE FACE traducen, respectivamente,una semiarista y una lista de semiaristas a trav�es del diccionario.Finalmente, la funci�on TWRITE escribe la informaci�on del �arbol de compo-nentes conexas en pantalla, con su estructura de �arbol re
ejada por la sucesivaindentaci�on.De nuevo, la implementaci�on realizada no hace el uso de punteros descrito enla demostraci�on de la Proposici�on 1.2.4, gracias al cual se obten��a la cota de com-plejidad O(l2) para el algoritmo. Los algoritmos implementados tienen por tantouna complejidad superior. La raz�on por la que no hemos intentado optimizar laimplementaci�on es que nuestro proceso necesita ser llevado a cabo una sola vez paracada curva algebraica y su complejidad, a�un sin optimizar, es bastante inferior a lade efectuar la descomposici�on cil��ndrica como paso previo. En los ejemplos con losque hemos experimentado, el c�alculo del c�odigo y su forma can�onica ocupa siempremenos del 5% del tiempo total.Por otra parte, se han hecho algunas mejoras espec���cas para al caso del planoaf��n, como son el hecho de que en las listas can�onicas se toma siempre como semi-arista inicial una de las m�as exteriores (o una de las que van al in�nito, para lacomponente no acotada) y se ha �jado una orientaci�on global del plano a priori (locual permite probar una s�ola vez, y no dos, con cada semiarista). En el caso peor eln�umero de semiaristas exteriores coincide con el total, pero en la mayor��a es muchomenor.Como subproducto del algoritmo se obtiene una informaci�on interesante sobrela simetr��a de cada componente del diagrama, la cual se incluye en el OUTPUTbajo el ep��grafe CYCLIC SYMMETRY. �Esta informaci�on no es otra cosa que eln�umero posible de elecciones de la semiarista inicial que producen el mismo c�odigo.�Este n�umero coincide con el n�umero de automor�smos del pseudo-grafo natural dela componente conexa que se pueden extender a un homeomor�smo global del planoque conserva la orientaci�on.
1.4.3 Algunos ejemplos
Terminamos esta Secci�on con dos sesiones de ejemplos con Xtopo. En la primera elINPUT es un �chero que contiene 30 polinomios de dos variables y de grados 4 y5. Los dos primeros producen las descomposiciones cil��ndricas de la Figura 1.8 y elsiguiente texto en la pantalla:
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Figura 1.8: Descomposiciones cil��ndricas de las dos primeras curvas del ejemplo.
Reading in polynomial number 1
y^5 + 37 x^5 y^4 + 95 x^3 y^4 - 21 x^3 y^3 - 11 x y^2 + 52 y^2+ 45 x^5 y - 18 x^2
Analyzing the topology...684 milli-seconds for computing the topology

THIS IS THE CANONICAL CODE:Cyclic symmetry: 1Points: ((1,((0,1),6,6)),(2,((3,2),4,4)))Edges: (((1,1,6),(1,2,6)),((1,3,6),(2,1,4)),((1,4,6),(2,4,4)),((1,5,6),(2,3,4)),((1,6,6),(2,2,4)))Outer Face: ((1,1,6),(1,2,6),(1,3,6),(1,4,6),(1,5,6),(1,6,6))NO SONS
0 milli-seconds for computing the canonical code

==========================================Reading in polynomial number 2

y^4 + 2 x^2 y^2 - 3 y^2 + x^4 - 3 x^2 + 2

Analyzing the topology...67 milli-seconds for computing the topology



34 CAP�ITULO 1. CODIFICACI �ON DE DIAGRAMAS PLANOS
THIS IS THE CANONICAL CODE:Cyclic symmetry: 1Points: ((1,((0,1),0,0)))Edges: ()Outer Face: ()Sons:Containing face: ()Cyclic symmetry: 1Points: ()Edges: (())Outer Face: ()Sons:Containing face: ()Cyclic symmetry: 1Points: ()Edges: (())Outer Face: ()NO SONS

0 milli-seconds for computing the canonical code0 milli-seconds for comparing==========================================
El c�odigo can�onico debe ser le��do de la siguiente manera: para cada componenteconexa (recu�erdese que todas las componentes no acotadas se consideran una solay que siempre hay una componente no acotada, quiz�as vac��a) produce cinco infor-maciones: la simetr��a c��clica, que ya ha sido discutida, una lista de puntos, una dearistas, una de semiaristas exteriores y un mensaje que nos dice si la componentetiene alguna otra en una de sus caras interiores (�esto es, alg�un hijo en el �arbol). Silos tiene, �estos aparecen indentados, en el mismo formato, y precedidos de la listade semiaristas de la cara que los contiene.Las semiaristas que forman parte de una arista o de una de las listas de semiaris-tas tienen asignados tres n�umeros. Los dos primeros son el n�umero que correspondeal v�ertice y a la semiarista. El tercero es la valencia del v�ertice en el grafo.La lista de puntos es, de hecho, el diccionario que se utiliza para traducir cadasemiarista del c�odigo can�onico a una de las de la descomposici�on cil��ndrica. M�as pre-cisamente, cada elemento del diccionario tiene la forma (P; ((i; j); b;m)), indicandoque el punto P del c�odigo can�onico corresponde con el punto (i; j) de la descom-posici�on cilindrica y que la semiarista etiquetada \1" en el c�odigo can�onico es lab-�esima que se encuentra alrededor del v�ertice, comenzando debajo de �el y girandoen el sentido de las agujas del reloj. El �ultimo n�umero, m, de nuevo representala valencia del v�ertice. La raz�on por la que esta valencia aparece repetida tantasveces es que es necesaria para todas las operaciones aritm�eticas con los ��ndices delas semiaristas, que son m�odulo m.Obs�ervese que la ra��z del �arbol en la segunda curva (que representa a una com-ponente no acotada \vac��a") tiene un punto pero ninguna arista. �Esto signi�caque la componente no acotada est�a siendo considerada como un punto aislado enel in�nito. En cambio, los dos �ovalos anidados se representan por componentes del
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�arbol que tienen vac��as tanto sus listas de puntos como de aristas.

Continuando con los ejemplos, cuando se llega a un polinomio que de�ne unacurva topol�ogicamente equivalente a alguna de las anteriores, el programa nos avisade este hecho. Por ejemplo, el polinomio n�umero 22 produce el dibujo de la Figura1.9 y el siguiente texto:
Reading in polynomial number 22
y^5 - 17 x^5 y^4 - 30 x^5 y^3 - 97 x y^2 + 124 x^5 y - 101 x^4 y- 73 x^4 - 99 x^2
Analyzing the topology...517 milli-seconds for computing the topology

THIS IS THE CANONICAL CODE:Cyclic symmetry: 1Points: ((1,((0,1),1,6)),(2,((1,1),4,4)))Edges: (((1,1,6),(1,2,6)),((1,3,6),(2,1,4)),((1,4,6),(2,4,4)),((1,5,6),(2,3,4)),((1,6,6),(2,2,4)))Outer Face: ((1,1,6),(1,2,6),(1,3,6),(1,4,6),(1,5,6),(1,6,6))NO SONS
0 milli-seconds for computing the canonical codeTHIS CURVE HAS THE SAME TOPOLOGY AS CURVE NUMBER 1THIS CURVE HAS THE SAME TOPOLOGY AS CURVE NUMBER 40 milli-seconds for comparing

Figura 1.9: Descomposici�on cil��ndrica de una tercera curva, topol�ogicamente equi-valente a la segunda de la Figura 1.8.
En estos ejemplos peque~nos el tiempo de ejecuci�on de la codi�caci�on es dema-siado peque~no para ser expresado en milisegundos. En una segunda sesi�on, vamosa introducir una curva de grado 12 con topolog��a complicada y otra que se obtienede ella girando 90 grados, lo cual equivale a intercambiar las variables x e y por serla curva sim�etrica respecto a una recta vertical (ver la Figura 1.10). Las dos curvasson obviamente equivalentes, pero sus descomposiciones cil��ndricas son diferentes.La segunda tiene del orden del doble de celdas que la primera. El texto producidopor el programa es (se omite el c�odigo can�onico, extremadamente largo):
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Figura 1.10: Una curva de grado 12 y la que resulta intercambiando las variables.
==========================================A degree 12 curve with very complicated topology:
Reading in polynomial number 1
27000 y^12 - 648000 y^10 + 5832000 y^8 - 24192000 y^6 + 45360000 y^4- 31104000 y^2 + 8 x^12 - 12 x^11 - 690 x^10 + 695 x^9 + 22890 x^8- 12972 x^7 - 361432 x^6 + 83520 x^5 + 2681280 x^4 - 129600 x^3- 7516800 x^2 + 6912000
Analyzing the topology...66717 milli-seconds for computing the topology

1483 milli-seconds for computing the canonical code
==========================================The same curve, with variables changed:
Reading in polynomial number 2
8 y^12 - 12 y^11 - 690 y^10 + 695 y^9 + 22890 y^8 - 12972 y^7- 361432 y^6 + 83520 y^5 + 2681280 y^4 - 129600 y^3 - 7516800 y^2+ 27000 x^12 - 648000 x^10 + 5832000 x^8 - 24192000 x^6+ 45360000 x^4 - 31104000 x^2 + 6912000
Analyzing the topology...39967 milli-seconds for computing the topology

1800 milli-seconds for computing the canonical codeTHIS CURVE HAS THE SAME TOPOLOGY AS CURVE NUMBER 1
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0 milli-seconds for comparing

==========================================

Figura 1.11: Descomposiciones cil��ndricas de las curvas de la Figura 1.10.
Es decir, el programa reconoce que las dos curvas son topol�ogicamente equiva-lentes. El tiempo necesario para calcular el c�odigo can�onico es peque~no, comparadocon el necesario para calcular la descomposici�on cil��ndrica, y el tiempo que tomacomparar dos c�odigos can�onicos es insigni�cante.
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