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Introducci�on
Esta memoria versa sobre dos problemas en cierto modo rec��procos: el de la des-cripci�on combinatoria de la topolog��a de una curva algebraica plana real y el de laobtenci�on de curvas algebraicas con un tipo combinatorio dado a priori.

De un modo m�as general, se trata tambi�en la codi�caci�on combinatoria de ciertosobjetos sumergidos en una super�cie a los que llamamos diagramas, y que tienencomo caso particular a las curvas algebraicas reales.
Otro caso particular, de especial relevancia en Geometr��a Computacional, sonlos llamados diagramas de Voronoi y sus duales, los diagramas de Delaunay, quere
ejan las relaciones de proximidad entre un conjunto de objetos (en nuestro caso,puntos) del plano. En la �ultima parte de la memoria se ha desarrollado un estudioespec���co acerca de los tipos topol�ogicos posibles para estos diagramas, tomandocomo medida de proximidad una clase natural de distancias que contiene a lasdistancias normadas del an�alisis vectorial: las distancias convexas.
Estos tres aspectos est�an conectados con tres campos diferentes de la matem�aticay suponen aproximaciones a distintos problemas planteados en los mismos.
El primero de ellos surge en la disciplina del C�alculo Simb�olico, de recientedesarrollo, y est�a relacionado con la obtenci�on de un dibujo topol�ogicamente �ablede una curva algebraica, de�nida en forma impl��cita.
Este objetivo y distintas soluciones del mismo aparecen ya hace casi 20 a~nos,en el seno de diferentes escuelas pioneras en el c�alculo simb�olico sobre �algebra real.Entre ellas cabe citar las de George Collins y Carlo Traverso. La Secci�on 1.4.1contiene informaci�on m�as detallada sobre los antecedentes de nuestro problema.
Resuelto este problema satisfactoriamente desde un punto de vista computa-cional, el Output obtenido es una codi�caci�on de la topolog��a de la curva perodepende tambi�en extraordinariamente de la geometr��a de la misma y, en particular,del sistema de coordenadas que se elija. Se plantea entonces como problema fun-damental el de asociar a la topolog��a de la curva un c�odigo can�onico que permitareconocer cu�ando dos curvas son topol�ogicamente indistinguibles. De hecho, este�ultimo problema forma parte impl��citamente de los planteamientos de los trabajosde Traverso y Collins, puesto que su objetivo �ultimo era el de introducir el ordenadoren el problema XVI de Hilbert.
El Cap��tulo 1 de la memoria resuelve este problema de forma altamente e�ciente(Teoremas 1.2.5 y 1.3.3) mediante la asociaci�on de una lista de aristas a cada com-ponente conexa del diagrama (Secci�on 1.2) y un grafo de componentes conexas aldiagrama, el cual expresa la mutua disposici�on de las componentes (Secci�on 1.3).La e�ciencia se demuestra con la implementaci�on efectuada para curvas algebraicasen el plano af��n (Secci�on 1.4). El c�odigo de la implementaci�on, escrito en lenguaje
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vi Introducci�on
C, se incluye como un ap�endice del Cap��tulo.Los m�etodos que se desarrollan en el Cap��tulo son, en realidad, m�as generalesque �esto. Sirven para la codi�caci�on de la estructura topol�ogica y/o combinat�oricade cualquier inmersi�on de un pseudografo en una super�cie topol�ogica compacta o elplano af��n, inmersiones a las que damos el nombre de diagramas. El procedimientocompleto de codi�caci�on y comparaci�on se hace en tiempo polinomial para cadasuper�cie (donde el exponente del polinomio depende de la caracter��stica de Eulerde la super�cie), cuadr�atico para las super�cies m�as sencillas. �Esto abre el caminopara futuras implementaciones en super�cies distintas del plano af��n. En particular,est�a en curso una implementaci�on semejante para curvas algebraicas proyectivas.

El Cap��tulo 2 trata sobre el problema rec��proco de obtenci�on de curvas alge-braicas planas (aunque, ahora, en el plano proyectivo) de grado bajo y con tipotopol�ogico dado. Decimos que la curva es una realizaci�on algebraica del tipotopol�ogico. La conexi�on con el Problema XVI de Hilbert es evidente y no es deextra~nar que las t�ecnicas que utilizamos (modi�caci�on de la topolog��a de una curvaalgebraica por perturbaci�on de los coe�cientes del polinomio que la de�ne) seanvariantes de los que se han venido utilizando de manera cl�asica en dicho problema,por parte de la escuela rusa de Geometr��a Real.Sin embargo, debemos hacer notar dos diferencias en el planteamiento del proble-ma que tratamos en este Cap��tulo. Por un lado, trabajamos con curvas singulares.Por otro, se estudia el problema gen�erico de realizar todos los tipos topol�ogicosposibles de curvas algebraicas (y la dependencia del grado que es necesario para larealizaci�on con la `complejidad topol�ogica' de cada uno) y no el problema particularde hallar para cada curva el polinomio de grado m��nimo.El resultado fundamental de este Cap��tulo (Teorema 2.4.11) demuestra que todacurva algebraica con k componentes conexas y n puntos dobles puede ser realizadacon grado 2n+ 2k. Adem�as, se describen expl��citamente las condiciones necesariasy su�cientes para que un tipo topol�ogico no pueda ser realizado con grado menorque 2n + 2k y tambi�en para 2n + 2k � 1 (Teorema 2.5.8). Se da la circunstanciasorprendente de que las �unicas restricciones que imposibilitan la rebaja del gradoson las casi evidentes, producidas por el hecho de que cualquier realizaci�on del tipotopol�ogico en cuesti�on corte 2n+2k (�o 2n+2k� 1) veces a alguna recta de maneranecesaria (Corolario 2.5.9). La b�usqueda de los polinomios para la realizaci�on esde naturaleza algor��tmica y podr��a ser objeto de implementaci�on en el futuro, silos avances en t�ecnicas simb�olicas de resoluci�on de sistemas de ecuaciones reales lohacen factible.En la obtenci�on de estos resultados nos veremos obligados a estudiar por sepa-rado los diferentes casos posibles de orientabilidad y paridad de la curva algebraica,dise~nando t�ecnicas espec���cas para cada uno y obteniendo los resultados de formaespec���ca en cada contexto (p�arrafos 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3).
El �ultimo Cap��tulo ata~ne a un campo de desarrollo tambi�en reciente, como es laGeometr��a Computacional. Uno de los objetos b�asicos de estudio de este campo sonlos diagramas de Voronoi y de Delaunay (duales el uno del otro), que representaninformaci�on acerca de la proximidad de cada punto del plano a una colecci�on deobjetos previamente �jados y de �estos entre s��.Por su importancia y ubicuidad en numerosas aplicaciones, los diagramas deVoronoi y de Delaunay han sido estudiados en los �ultimos diez a~nos de manera



Introducci�on vii
profusa en el contexto de funciones de distancia distintas de la Eucl��dea. Se observaque, para distancias razonables, muchas de las propiedades de los diagramas deVoronoi y Delaunay Eucl��deos se mantienen. A pesar del origen m�etrico de estosdiagramas, la informaci�on m�as relevante contenida en ellos (y la que ocupa la mayorparte del tiempo empleado en calcularlos) es combinatoria. Tiene por �esto especialinter�es el estudio de las nuevas formas combinatorias que podr��an surgir al considerarfunciones de distancia distintas de la Eucl��dea.Las distancias con las que hemos trabajado son las llamadas distancias convexasque representan un contexto en el que la distancia entre dos puntos se mide condiferente escala para diferentes direcciones, pero de forma homog�enea en todo elplano. �Estas distancias forman una clase natural de distancias que incluye a lasdistancias normadas.Nuestro trabajo ha consistido, en primer lugar, en el an�alisis detallado de losejemplos m�as sencillos de tipos topol�ogicos de diagramas que no es posible obtenercon la distancia Eucl��dea, y s�� con otras distancias convexas (Secci�on 3.4). Semuestra en particular que siete puntos producen tipos de diagramas que no puedenobtenerse como diagramas de Delaunay (o de Voronoi) con la distancia Eucl��dea ypueden obtenerse con una distancia convexa si y s�olo si su bola unidad no es unaelipse (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10).

Los diagramas de Delaunay Eucl��deos est�an ��ntimamente conectados con elc�alculo de envolventes convexas a trav�es de la `propiedad del levantamiento'. Eldiagrama de Delaunay de una cierta nube de puntos en el plano puede ser calcu-lado a trav�es de la envolvente convexa de otra cierta nube de puntos obtenida porlevantamiento de la primera a un paraboloide en el espacio tridimensional (v�easela Secci�on 3.1). Esta propiedad tiene como consecuencia el relacionarlos con dosconceptos de intenso estudio en la actualidad en Geometr��a Combinatoria.Por una parte, con la teor��a de matroides, puesto que la matroide orientadaasociada a los puntos levantados guarda una relaci�on muy estrecha con el diagramade Delaunay de los puntos del plano (v�ease 3.1.4). Por otra, con las triangulaciones odivisiones regulares (v�ease 3.1.3) puesto que la propiedad del levantamiento implicala regularidad del diagrama. La teor��a de matroides constituye una disciplina en s��misma y no necesita m�as presentaci�on. El estudio de triangulaciones regulares tieneimportantes conexiones en Geometr��a Algebraica (y, en particular, en el mencionadoproblema XVI de Hilbert) a trav�es de las variedades t�oricas.En las dos �ultimas secciones del Cap��tulo estudiamos la extensi�on de la propiedaddel levantamiento a los diagramas de Delaunay de distancias convexas, demostrandoque s�olo la poseen aqu�ellas cuya bola unidad es una elipse. Todas las dem�as soncapaces de producir diagramas de Delaunay no regulares (Teorema 3.5.9).A pesar de ello, es posible generalizar la de�nici�on de la matroide orientadaasociada a un diagrama de Delaunay a las distancias convexas sin usar la propiedaddel levantamiento, lo cual se hace en la Secci�on 3.5. El resultado es que �esta sigueexistiendo para todas las distancias estrictamente convexas y suaves, pero puederesultar ser no orientable para cualquiera que no tenga por bola unidad una elipse(Teorema 3.5.9, de nuevo).El inter�es de estos dos resultados radica en que las matroides orientadas norealizables y las triangulaciones no regulares son habitualmente considerados comoobjetos `patol�ogicos', con poco signi�cado geom�etrico, mientras que en nuestro con-
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texto aparecen de forma natural como expresi�on de relaciones de proximidad entrepuntos, s�olo que para una forma de medir la proximidad diferente a la habitual.

Cada Cap��tulo contiene su propia introducci�on, con una relaci�on m�as detalladade los resultados m�as importantes y referencias a la bibliograf��a relevante.
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