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Introduccion

Esta memoria versa sobre dos problemas en cierto modo reciprocos: el de la des-
cripciéon combinatoria de la topologia de una curva algebraica plana real y el de la
obtencién de curvas algebraicas con un tipo combinatorio dado a priori.

De un modo més general, se trata también la codificacién combinatoria de ciertos
objetos sumergidos en una superficie a los que llamamos diagramas, y que tienen
como caso particular a las curvas algebraicas reales.

Otro caso particular, de especial relevancia en Geometria Computacional, son
los llamados diagramas de Voronoi y sus duales, los diagramas de Delaunay, que
reflejan las relaciones de proximidad entre un conjunto de objetos (en nuestro caso,
puntos) del plano. En la dltima parte de la memoria se ha desarrollado un estudio
especifico acerca de los tipos topoldgicos posibles para estos diagramas, tomando
como medida de proximidad una clase natural de distancias que contiene a las
distancias normadas del anélisis vectorial: las distancias convexas.

Estos tres aspectos estan conectados con tres campos diferentes de la matematica
y suponen aproximaciones a distintos problemas planteados en los mismos.

El primero de ellos surge en la disciplina del Célculo Simbdlico, de reciente
desarrollo, y esta relacionado con la obtencién de un dibujo topolégicamente fiable
de una curva algebraica, definida en forma implicita.

Este objetivo y distintas soluciones del mismo aparecen ya hace casi 20 afios,
en el seno de diferentes escuelas pioneras en el calculo simbdlico sobre dlgebra real.
Entre ellas cabe citar las de George Collins y Carlo Traverso. La Seccién 1.4.1
contiene informaciéon mas detallada sobre los antecedentes de nuestro problema.

Resuelto este problema satisfactoriamente desde un punto de vista computa-
cional, el Qutput obtenido es una codificaciéon de la topologia de la curva pero
depende también extraordinariamente de la geometria de la misma y, en particular,
del sistema de coordenadas que se elija. Se plantea entonces como problema fun-
damental el de asociar a la topologia de la curva un c6digo canénico que permita
reconocer cuando dos curvas son topoldgicamente indistinguibles. De hecho, este
altimo problema forma parte implicitamente de los planteamientos de los trabajos
de Traverso y Collins, puesto que su objetivo iltimo era el de introducir el ordenador
en el problema XVI de Hilbert.

El Capitulo 1 de la memoria resuelve este problema de forma altamente eficiente
(Teoremas 1.2.5 y 1.3.3) mediante la asociacién de una lista de aristas a cada com-
ponente conexa del diagrama (Seccién 1.2) y un grafo de componentes conexas al
diagrama, el cual expresa la mutua disposicion de las componentes (Seccién 1.3).
La eficiencia se demuestra con la implementacion efectuada para curvas algebraicas
en el plano afin (Seccién 1.4). El cédigo de la implementacion, escrito en lenguaje
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C, se incluye como un apéndice del Capitulo.

Los métodos que se desarrollan en el Capitulo son, en realidad, mds generales
que ésto. Sirven para la codificacién de la estructura topoldgica y/o combinatérica
de cualquier inmersién de un pseudografo en una superficie topoldgica compacta o el
plano afin, inmersiones a las que damos el nombre de diagramas. El procedimiento
completo de codificacion y comparacion se hace en tiempo polinomial para cada
superficie (donde el exponente del polinomio depende de la caracteristica de Euler
de la superficie), cuadratico para las superficies mas sencillas. Esto abre el camino
para futuras implementaciones en superficies distintas del plano afin. En particular,
estd en curso una implementacion semejante para curvas algebraicas proyectivas.

El Capitulo 2 trata sobre el problema reciproco de obtencién de curvas alge-
braicas planas (aunque, ahora, en el plano proyectivo) de grado bajo y con tipo
topolégico dado. Decimos que la curva es una realizacién algebraica del tipo
topolégico. La conexién con el Problema XVI de Hilbert es evidente y no es de
extrafiar que las técnicas que utilizamos (modificacién de la topologia de una curva
algebraica por perturbacién de los coeficientes del polinomio que la define) sean
variantes de los que se han venido utilizando de manera cldsica en dicho problema,
por parte de la escuela rusa de Geometria Real.

Sin embargo, debemos hacer notar dos diferencias en el planteamiento del proble-
ma que tratamos en este Capitulo. Por un lado, trabajamos con curvas singulares.
Por otro, se estudia el problema genérico de realizar todos los tipos topolégicos
posibles de curvas algebraicas (v la dependencia del grado que es necesario para la
realizacién con la ‘complejidad topoldgica’ de cada uno) y no el problema particular
de hallar para cada curva el polinomio de grado minimo.

El resultado fundamental de este Capitulo (Teorema 2.4.11) demuestra que toda
curva algebraica con k componentes conexas y n puntos dobles puede ser realizada
con grado 2n + 2k. Ademads, se describen explicitamente las condiciones necesarias
y suficientes para que un tipo topolégico no pueda ser realizado con grado menor
que 2n + 2k y también para 2n 4+ 2k — 1 (Teorema 2.5.8). Se da la circunstancia
sorprendente de que las tinicas restricciones que imposibilitan la rebaja del grado
son las casi evidentes, producidas por el hecho de que cualquier realizacién del tipo
topolégico en cuestién corte 2n + 2k (6 2n + 2k — 1) veces a alguna recta de manera
necesaria (Corolario 2.5.9). La busqueda de los polinomios para la realizacién es
de naturaleza algoritmica y podria ser objeto de implementacién en el futuro, si
los avances en técnicas simbdlicas de resolucién de sistemas de ecuaciones reales lo
hacen factible.

En la obtencién de estos resultados nos veremos obligados a estudiar por sepa-
rado los diferentes casos posibles de orientabilidad y paridad de la curva algebraica,
disefiando técnicas especificas para cada uno y obteniendo los resultados de forma
especifica en cada contexto (parrafos 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3).

El dltimo Capitulo atafie a un campo de desarrollo también reciente, como es la
Geometria Computacional. Uno de los objetos basicos de estudio de este campo son
los diagramas de Voronoi y de Delaunay (duales el uno del otro), que representan
informacién acerca de la proximidad de cada punto del plano a una coleccién de
objetos previamente fijados y de éstos entre si.

Por su importancia y ubicuidad en numerosas aplicaciones, los diagramas de
Voronoi y de Delaunay han sido estudiados en los tltimos diez anos de manera
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profusa en el contexto de funciones de distancia distintas de la Euclidea. Se observa
que, para distancias razonables, muchas de las propiedades de los diagramas de
Voronoi y Delaunay FEuclideos se mantienen. A pesar del origen métrico de estos
diagramas, la informacién mas relevante contenida en ellos (y la que ocupa la mayor
parte del tiempo empleado en calcularlos) es combinatoria. Tiene por ésto especial
interés el estudio de las nuevas formas combinatorias que podrian surgir al considerar
funciones de distancia distintas de la FEuclidea.

Las distancias con las que hemos trabajado son las llamadas distancias convexas
que representan un contexto en el que la distancia entre dos puntos se mide con
diferente escala para diferentes direcciones, pero de forma homogénea en todo el
plano. Estas distancias forman una clase natural de distancias que incluye a las
distancias normadas.

Nuestro trabajo ha consistido, en primer lugar, en el andlisis detallado de los
ejemplos mds sencillos de tipos topolégicos de diagramas que no es posible obtener
con la distancia Fuclidea, y si con otras distancias convexas (Seccién 3.4). Se
muestra en particular que siete puntos producen tipos de diagramas que no pueden
obtenerse como diagramas de Delaunay (o de Voronoi) con la distancia Euclidea y
pueden obtenerse con una distancia convexa si y s6lo si su bola unidad no es una
elipse (Teoremas 3.4.6 y 3.4.10).

Los diagramas de Delaunay Fuclideos estidn intimamente conectados con el
calculo de envolventes convexas a través de la ‘propiedad del levantamiento’. Fl
diagrama de Delaunay de una cierta nube de puntos en el plano puede ser calcu-
lado a través de la envolvente convexa de otra cierta nube de puntos obtenida por
levantamiento de la primera a un paraboloide en el espacio tridimensional (véase
la Seccién 3.1). Esta propiedad tiene como consecuencia el relacionarlos con dos
conceptos de intenso estudio en la actualidad en Geometria Combinatoria.

Por una parte, con la teoria de matroides, puesto que la matroide orientada
asociada a los puntos levantados guarda una relacién muy estrecha con el diagrama
de Delaunay de los puntos del plano (véase 3.1.4). Por otra, con las triangulaciones o
divisiones regulares (véase 3.1.3) puesto que la propiedad del levantamiento implica
la regularidad del diagrama. La teoria de matroides constituye una disciplina en si
misma y no necesita mas presentacién. El estudio de triangulaciones regulares tiene
importantes conexiones en Geometria Algebraica (y, en particular, en el mencionado
problema XVI de Hilbert) a través de las variedades téricas.

En las dos tltimas secciones del Capitulo estudiamos la extensién de la propiedad
del levantamiento a los diagramas de Delaunay de distancias convexas, demostrando
que sdlo la poseen aquéllas cuya bola unidad es una elipse. Todas las demas son
capaces de producir diagramas de Delaunay no regulares (Teorema 3.5.9).

A pesar de ello, es posible generalizar la definicién de la matroide orientada
asociada a un diagrama de Delaunay a las distancias convexas sin usar la propiedad
del levantamiento, lo cual se hace en la Seccion 3.5. El resultado es que ésta sigue
existiendo para todas las distancias estrictamente convexas y suaves, pero puede
resultar ser no orientable para cualquiera que no tenga por bola unidad una elipse
(Teorema 3.5.9, de nuevo).

El interés de estos dos resultados radica en que las matroides orientadas no
realizables y las triangulaciones no regulares son habitualmente considerados como
objetos ‘patolégicos’, con poco significado geométrico, mientras que en nuestro con-
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texto aparecen de forma natural como expresién de relaciones de proximidad entre
puntos, sélo que para una forma de medir la proximidad diferente a la habitual.

Cada Capitulo contiene su propia introduccién, con una relacién més detallada
de los resultados mas importantes y referencias a la bibliografia relevante.
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