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CUESTIONES

1) Relacion entre las coordenadas espaciales, velocidades y aceleraciones en el movimiento relativo de
traslacion uniforme (Transformaciones Galileanas). ;Cuando no se pueden utilizar estas trasformaciones,
y hay que utilizar las de Lorentz? Da una idea de porqué.

SOLUCION

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia con los y y
ejes paralelos y uno moviéndose respecto al otro a lo largo
de la direccién x con una velocidad : v =vi

Supongamos también que para t = O el origen de R
coordenadas de ambos sistemas o y 0o~ coinciden. \4
y >

En un cierto instante de tiempo la separacion entre los dos (o] o) X. X
origenes sera R =00" =vt =vti Z 27 ’

La posicion de una particula respecto al sistema o viene
descrita por un vector de posicion r, mientras que respecto al
sistema o~ el vector de posicion sera r’.

La relacién entre los vectores de posicion en ambos sistemases | r=R+r" | = 1y =y

Solo es diferente la coordenada x. Derivando la relacién vectorial de las posiciones:

Vx = v + V'x
Ezdr/dt = dR/dt+dr’/dt=v+V’| = {Vy = V'y
Vz = V2

Solo es diferente la componente x de la velocidad. Derivando la relacion vectorial de las velocidades:

a=dV/dt=dv/dt +dV/dt

,

Pero al ser un movimiento de traslacion uniforme: dv/dt=0y dV’/dt=a" por lo que a=a

Este es un resultado muy importante, ya que la aceleracion es un invariante en los sistemas que se mueven
con velocidades uniformes unos respecto de otros (sistemas inerciales).

Las transformaciones de Galileo dejan de ser validas cuando las velocidades entre los sistemas de referencia
se acercan a la velocidad de la luz. En ese caso tenemos que utilizar las transformaciones de Lorentz. La
razon esta en que la luz tiene que llevar la misma velocidad para los dos sistemas de referencia, y esto solo se
cumple si aplicamos las transformaciones de Lorentz.

Para velocidades de desplazamiento entre sistemas pequefias (v << c¢) aunque apliquemos las
transformaciones de Galileo, la luz lleva practicamente la misma velocidad ¢ para los dos sistemas. Sin
embargo, si v tiende a c, al aplicar las transformaciones de Galileo, encontrariamos claramente diferentes
velocidades para la luz en los dos sistemas y ello nos obliga a utilizar Lorentz.
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2) Determinar el centro de gravedad de las placa de la figura.

SOLUCION

Recordando la definicién de centro de masas de una superficie homogénea

fda

area se integra en el drea sombreada delimitada por una recta y una parabola de

coeficientes ¢ =b/a y k = b/a respectivamente, llegamos a la ecuacion de
partida:

XM y teniendo en cuenta que da = dx dy, donde este diferencial de

a cX a a

- ffx dxdy f xdx f dy f de[y]z2 f xdx (cx - kx?)
Xew = = 0a é(;z = Oa -
[ty paxpay  fax]y ]
0 kx? 0

f dx(cx - kx?)
X 0

yA

dy:

donde primero hemos integrado dy entre la pardbola (kx®) y la recta (cx) y posteriormente

integraremos la variable x entre o y a.
a

a - 37% 1 4T
f(Cx2 i kx3) dx c% - kx_ Cﬁ— ki Eﬁ i Lﬁ
0 L do L "o 3 4 _ a3 aZ 4
a - .21 1 317 a a ba b a
- kx3)d X B X c—_ k=— —_— —
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Procediendo de forma andloga para la coordenada y:
gap y
X a 2 2.2 2.4
R [dx fydy fdx[y?l fax G Kx)
_ flydxdy % & T _ 0 k' _ 0 2

o™
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fdx
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kx* 0 0




UcC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

2 .31 re2.571° b2 2
I e R /O
_ Sl 12550 _23° 55 _ T2 73 2 5 _
21T 3T Cﬁ_ki Ra_z - iﬁ
[C— - k?] 2 3 a2 a’3
10 L 0
bza(l - L) ib2a —
\6 10/ _ 30 _ b 04b
1, -1 = °T Y
ba(— - —) —ba 15 N
\2 3 6

3) Enunciar y demostrar el teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos (busca un ejemplo sencillo en
el que se pueda aplicar dicho teorema y aplicalo).

SOLUCION
El teorema de Steiner dice que el momento de inercia respecto a un eje cualquiera es igual al momento de
inercia respecto a un eje paralelo que pase por el centro de masas mas el producto de la masa por la distancia
entre ejes al cuadrado

1= ICM + md2

Demostracion:

Consideremos un sistemas de referencia O’(x", y”, z") con origen en el centro de masas, y otro O (X, y, z)
separado una distancia d, con los tres ejes paralelos al primero y de forma que los ejes y e y~ se superpongan
ver figura.

A

z z

R Ngy
m;

0 |l€«—d——>|0’ -

.2 2

La distancia al cuadrado de una masa m; cualquieraaleje z"es: R =x;" +y;

2

-,

mientras que la distancia al eje z es: Riz = X; o (yi’+d)2 = xi’z + yi’z +d*+2 y;jd = Ri’z +d*+2 y;d

El momento de inercia respecto al eje z serd: I, =3 m; Riz =2m [Ri’2 +d*+2 y; d] =

Llamando m = ¥ m;, y considerando que X m;y;" = m ycy , donde ycy,~ es la coordenada y del centro de
masas en el sistema de referencia centro de masas, por lo que ycp =0= ¥ m; y;”" =0, nos queda

I= ICM + md2
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Un ejemplo de aplicacion puede ser el momento de inercia de un cilindro homogéneo respecto a un eje
perpendicular que pase por su centro: I = (1/2) mr. El momento de inercia respecto a un eje paralelo que
pase por el borde del discoes 1=(1/2) mrz. +mr” = (3/2) mr”

Otro ejemplo en el de una varilla homogénea de longitud L. El momento de inercia respecto de un eje
perpendicular que pase por su centro es [ = (1/12) mL?. El momento de inercia respecto de un eje paralelo al
primero, que pase por un extremo de la misma serd: es 1= (1/12) mL? + m(L/2)2 =(1/3) mL?

4) a) Enunciar el principio de Arquimedes.
b) Del platillo A de una balanza hidrostatica se suspende un
cubo macizo de Fe de arista 7 cm y del platillo B se A B
suspende un cubo macizo de Al de arista 10 cm.
Sumergimos el cubo de Fe en aceite y el de Al en
alcohol. En estas condiciones hay que afiadir al platillo B

una masa de 496 g para equilibrar la balanza. Calcular la ! Ry e
densidad del aceite. Fe Al
DatOS'pF:78g/cm3 pA1:267g/cm3 P Alcohol =
. e 5 ) ’ ’ coho N
091 g/ o3 Aceite Alcohol
SOLUCION

a) El principio de Arquimedes dice que todo cuerpo sumergido en el seno de un fluido experimenta una
fuerza ascensorial (empuje) igual al peso del volumen desalojado.

b) Sobre el brazo de la balanza solo actuan las tensiones de las cuerdas y el \l/ m
peso colocado en B. Como esta en equilibrio, se tiene que cumplir que 9
A

TAY

Para calcular las tensiones, aplicamos el Principio de Arquimedes a cada uno de los cuerpos:

Cuerpo A: Typ +Ep -PA,=0 = Tp = Ppo-Epx = VAPAL - VA Paceite 8
CuerpoB:  Tg +Eg -Pg=0 = Tg = Pg—Eg = Vpppg - Vg Paicohol &

Sustituyendo estas tensiones en la ecuacién (1) :

Va pAg’ - VA Paceite f = Vg pBgf' Vg Palcoholgf + mgf =
VA Pa - VA Paceite = VB (pB - palcohol) + m =
VA Paceite = VA Pa - VB (pB - palcohol) -m =

Paceite = [3VA Pa _3VB (pB ; palcohol) -m] /V3A = 3 3 3
[(0.07)" 7.8 107 -(0.1)" (2.67-0.91) 107-0.496]/(0.07)" = 1.22 10" Kg/m

Paceite=




PROBLEMAS

1) Un atleta lanza una bola a cierta distancia sobre el suelo plano con velocidad de 12.0 m/s, 51.0° sobre la

horizontal. La bola golpea el suelo 2.08 s después. Ignore la resistencia del aire.:

a) (Cuales son las componentes de la velocidad de la bola al final de su trayectoria?
b)) ;A qué distancia horizontal lleg6 la bola?
¢) (A qué altura sobre el suelo se lanzé la bola?
d) ;Cual es el radio de curvatura de la trayectoria parabdlica en el punto mas alto?

e) (Cuales son las componentes intrinsecas de la aceleracion de la bola justo antes de impactar con el suelo?

SOLUCION

a) Si tomamos los ejes de coordenadas de forma que la velocidad inicial tenga componentes v, y v,
positivas, con el origen en el suelo a los pies del atleta y ponemos a cero el cronémetro al lanzar la
bola:

VX (tsuelo) = vO,x = VO COS0 = 755 II]/S

vy (tsuelo) = vO,y - gtsuelo = vOSene - gtsuelo = _1 1 06 m/S

b) Para la coordenada x: x(t) =Vl = x(tng) =Vorlweo = | 1571m
c) Parala coordenada y:
1
y(l) = h + VO,yt - Egtz = y(tsuelo) = h + vO,ytsuelo - Egtszuelo = 0

= h t

VO, v suelo —

1.80m

1,
J— l’ —
2 g suelo

d) En el punto mdas alto la aceleracion es perpendicular a la velocidad, con lo que s6lo habra

componente normal de la aceleracion y sera la aceleracion de la gravedad:

2
arriba

2
vO,x

"R

curvatura

8= anormal - R 582m

=

curvatura

curvatura

Observacion: en el punto mds alto jel radio de curvatura NO es la altura de la bola sobre el

suelo!
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e) Al llegar al suelo sabemos perfectamente cual es la orientacion de la velocidad, apartado a), y la
orientacion de la aceleracion, la de la gravedad. Hallar las componentes intrinsecas de la aceleracion

de la bolita es simplemente proyectar su aceleracion en las direcciones paralela y perpendicular a la

velocidad:
— g0 = A ‘_; — 2
atangencial =av=a ; - 8.09m/s
I ) 2 _[2 =2 _ 2
g§=a= \/atangencial + A ormal = Qrormat =8 — amngencial - 5.53m/s

2) En el sistema la figura,

a) Explicar cual es la relacién entre los desplazamientos,
velocidades y aceleraciones de A y de B.

b) Explicar cual es la relacion entre las tensiones de las
cuerdas que tiran de los dos cuerpos.

Si inicialmente el cuerpo A se movia hacia la derecha a

una velocidad vy = 1 m/s encontrar:

¢) la aceleraciéon de cada bloque y las tensiones de las
cuerdas que tiran de ellos.

d) la distancia recorrida por A desde dicho momento
inicial hasta que se para.

e) Demostrar que el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento durante el
desplazamiento se ha invertido en variar la energia mecanica del sistema.

f) (Cuadl debe ser el minimo valor de u,;., Para que después del movimiento anterior
los bloques se queden parados?

Datos: my = 1.5 kg, mg=1.0kg, 6=30°, u

0.1.

dindmico =

SOLUCION

Cada bloque va a realizar un movimiento rectilineo. En general no tenemos por qué conocer con certeza
el sentido de las aceleraciones. Como regla general, debemos tomar un sentido positivo de movimiento
para cada uno de ellos (como cuando uno tomaba un sistema de referencia para los movimientos
unidimensionales). Al final el signo del resultado nos informard del sentido de los vectores en juego.
Vamos a tomar en nuestro caso el sentido positivo de movimiento ascendente para A y descendente para
B.

1) Cuando el bloque A se desplaza una cierta distancia en el sentido positivo escogido para su
movimiento unidimensional, en nuestro caso ascendiendo por el plano, el bloque B se desplaza una
distancia mitad, también en el sentido positivo de su movimiento, en nuestro caso descendente (ver
figura). Si los desplazamientos de B son siempre la mitad de los desplazamientos de A, derivando
una vez obtenemos que la velocidad de descenso de B serd la mitad de la velocidad de A, y
derivando de nuevo obtenemos que la relacidn entre aceleraciones es similar:

m}i
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2 (1

2) Si suponemos que la cuerda que engancha A con el techo es ideal (sin masa) y que la polea es
también ideal (sin masa) la tensién es la misma en todos los puntos de la cuerda. Aplicando la
segunda ley de Newton a la polea mévil, podemos ver que la tension que tira de B es el doble que la
tension que tira de A:

T, T,
TB - 2TA = mpoleaapolm = 0
= | T,=2T, | (2) -
]_,' ‘polea
B

3) Dibujando el diagrama de fuerzas para los dos cuerpos (considerando que el movimiento real se
produce hacia la derecha para poder dibujar las fuerzas de rozamiento):

—

My 8
Planteando la segunda ley de Newton para cada cuerpo y teniendo en cuenta que el rozamiento
sobre A es dindmico (Fr s = UN ) :

F +TA+]\7A+mA§=mA5

roz.,A A

N, =m gcost
= = T,-um,gcos6-m,gsenf=maa, (3)
Ty =F,. 4-m,gsend=m,a,

mug+T,=myd, = mug—T,=mya, (4)

Tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas cuya solucion es:

a,=-2.13m/s’, a,=-106m/s’, T,=543N, T,=10.86 N

El signo menos de las aceleraciones indica que el movimiento hacia la derecha de A es retardado
(con lo cual llegard un momento en que se parard como se indica en el enunciado) y el movimiento

de descenso de B también se ira frenando. e
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Algunos pasos intermedios para encontrar la solucion son los siguientes: introduciendo las
ecuaciones (1) y (2) en la (4)

a 1
mBg—ZTA=mBTA = | T,= 3 Mp8 = o Myl (5)

y sustituyendo el valor de la ecuacion (5) en la (3)

5 mpg = % mpa, —um,gcost—-m, gsend=ma, =
1 0 +send
> ™y —m (ucost+senb) my  —2m,(ucos6 +senf)
CIA _ = CZB =
1 4mA + mB
m, + — mpy

Una vez calculadas las dos aceleraciones, con la ecuacion (5) calculamos 74 y con la (2) T.

4) Utilizando la ecuacion del movimiento unidimensional uniformemente acelerado que relaciona la
velocidad inicial con la velocidad final, la aceleracion y el desplazamiento realizado tenemos que en
el momento que se para el desplazamiento de A ha sido:

2

+2a,As, = ASA:—%: 0.24 m
dy

2 2
VA,ﬁnal =V

A jnicial

5) La variacion de energia del sistema desde el momento inicial hasta que los dos bloques se paran

sera:
AE . =AE. +AE. ,+AU +AU =
sistema cin.,A cin.,B grav.,A grav.,B
= l m (V2 -2 + lm V2 i +
- P A\ A, final A.inicial 7 B\" B, final B.inicial

+mAg(yA,ﬁnal - yA,inicial) + mBg(yB,ﬁnal - yB,inicial) =
2
1 2 1 v As
= _EmAVO _EmB (?‘)) +mAg(AsAsen6)—mBg(TA) =

= _%(mA +%)v§ +(mAsen0—%)gASA =-0.30J

Por otro lado el trabajo de rozamiento realizado sobre el bloque A sera:

W, =-F_As, =-um,gcosAs, =-0.301]

roz. roz.

Con lo que se verifica que dicho trabajo se ha invertido en modificar la energia del sistema:
AE =W

sistema roz.
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6) Si los dos bloques se quedan parados el diagrama de fuerzas sera:

mg§
con lo que:
T,+F,, ,—m,gsend=0
1
myg—=T,=0 = Fi, =mgsenf——myg
T, =2T,

Para que se mantengan parados la fuerza de rozamiento no debe exceder su valor maximo:

=u,N,=um,gcos = ,u€2tg¢9—L 0.19

F <F =
2m, cos 0

roz.,A — © roz.,A mdxima

3) Un extremo de una viga uniforme de 100 kg y 10 m de longitud cuelga mediante
una bisagra de una pared vertical. Se mantiene horizontalmente mediante un cable que
sujeta la viga a una distancia de 6 m desde la pared, como muestra la figura. Del
extremo libre de la viga se suspende un peso de 400 kg.

a) Representa todas las fuerzas que actian sobre la viga.

b) (Qué tension soporta el cable?

¢) (Cuadl es la fuerza que ejerce la viga sobre la bisagra?

2+40n+>
400 k¢

Si el cable lo dejamos sujeto a la pared 8 m por encima de la bisagra, pero permitimos

que su longitud varie de modo que pueda conectarse a la viga a diversas distancias x de la pared:
d) ;A qué distancia de la pared debe sujetarse para que la fuerza sobre la bisagra no tenga componente
vertical?

SOLUCION ,T\T'

a) Como los 400 kg estan en reposo, el cable que los 400 kg
sujeta soporta una fuerza de T” =400 g. Esta fuerza
se propaga por el cable hasta la viga 400

Las fuerzas que actian sobre la viga son:

400

100 g

S

b) Como paso previo calculamos el angulo o que forma el cable con la viga:

8 8
senol= ——= = — =0.8
\/82+6z 100 8
6 6
coso= —=—— = — =0.6=0a=53.13°
V82162 100 o N\
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Para determinar las fuerzas, lo mas sencillo es comenzar con Y M =0, T
calculando los momentos respecto al gozne:
(D)
T6sena-100g5-400g10 =0 = 4’ 400 |
T:4500g _ 45009.81:9196T TOOgv
6 sena 6 0.8 —_—
¢) Primero determinamos las fuerzas que ejerce la bisagra sobre la viga T
SFx=0 = Rx-Tcosa=0 = Ex:Tcosa:9196.9 0.6 =5518N D%I
- Rx
Ry T
>Fy=0 = Ry+Tsena-100g-400g=0 =
|Ey =500 9.81-91969 0.8 =-24525N \l/ 400
100 g Y

El que salga negativo significa que el sentido es el contrario al representado en la figura, es decir, va dirigida
hacia abajo.

L . . . 2452 N
as fuerzas que ejerce la viga sobre la bisagra
son las opuestas (-Rx, -Ry), es decir: Y 1
5518 N
T
d) Al variar x, se modifican el valor de T y el dngulo que forma con la viga. Si Ry
= 0, la forma mas directa de calcular x, es la de suponer que XM = 0, calculando <X
los momentos respecto al punto en que la cuerda engancha a la viga. Las unicas <5,
fuerzas que originan momentos diferentes de O son la tension del cuerpo colgado y 400 g
el peso de la viga: 100 g
<—10m——>

400 g (10—x) - 100 g (x—5)=0 =

4000 -400x - 100 x +500=0=  500x=4500 = | x=9m

10



