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CUESTIONES 

1) Sabiendo que el vector !a  tiene de modulo 6 y dos de sus cosenos directores son 
cosα = 1/2 y cosβ = 1/3. Calcular: 

 a) Las componentes del vector !a . (0.4) 
 b) Las componentes de un vector 

!
b  tal que !a!

!
b = î - (3 / 2) ̂j   y  !a•

!
b = 23 / 2 . (0.6) 

SOLUCION: 
 
a)     ax = 

!a  cos α   =    6 �½  =  3  

         ay = 
!a  cos β  =    6 �1/3  = 2  

         az = 62 !  32 !  22  = 23   ⇒      
!a  = 3 î + 2 ̂j + 23 k̂   

 
b) El producto vectorial de los vectores 

!a  y 
!
b  es:                          

!a!
!
b = î - (3 / 2) ̂j  

    Además si calculamos el producto vectorial: 
 

!a!
!
b   = 

 î ĵ k̂

 3 2 23
 bx by bz

 = (2 bz - 23 by) î  + ( 23 bx – 3 bz ) ĵ  + (3 by– 2 bx) k̂   

igualando las componentes   î , ĵ   y k̂  de ambos productos escalares se obtienen tres ecuaciones: 

2 bz - 23 by = 1          (1) 

23 bx – 3 bz= 3/2        (2) 

3 by – 2 bx = 0        (3) 
 
Si resolvemos este sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas llegamos a una indeterminación, es 
decir hay infinitos vectores 

!
b  que cumplen la condición del producto vectorial. Por este motivo 

necesitamos una cuarta ecuación, que es la del producto escalar: 
 
    

!a•
!
b  =  23 / 2    =   (3 î + 2 ̂j + 23 k̂ )   � ( bx  î + by  ̂j + bz  k̂ )   ⇒  

               3 bx + 2 by + 23 bz  = 23 / 2       (4) 
 
De la ecuación (3) obtenemos que bx = 3/2 by,  sustituyendo este valor en la ecuación (4) nos queda 
 

3 � 3/2 by + 2 by + 23 bz  = 23 / 2   ⇒  13/2 by  + 23 bz  = 23 / 2     

Si despejamos by:    by = 23 /13 - (2 23 /13)bz      

e introducimos este valor en la ecuación (1):   2 bz - 23 [ 23 /13 - (2 23 /13)bz] = 1 ⇒ 
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2 bz – 23/13 + 46/13 bz = 1  ⇒  26/13 bz + 46/13 bz  = 1 + 23/13  ⇒  72/13 bz = 36/13 ⇒   bz = 1/2
  
Sustituyendo este valor de bz en la ecuación (1):    2 ½  - 23 by = 1 ⇒ 23 by = 0   ⇒    by  = 0   

Introduciendo este valor de by en la ecuación (3) se obtiene directamente que    bx = 0          
 
 

2) El muón es una partícula inestable cuya masa es unas 207 veces la masa del electrón. Estas 
partículas se desintegran con una vida media τ; esto significa que si tenemos un numero de 
muones N en reposo en el laboratorio, cuando ha pasado un tiempo τ solo nos quedan la mitad 
de los muones (N/2). Siguiendo el mismo razonamiento, cuando ha pasado un tiempo nτ nos 
quedaran (N/2n). Sabemos que los muones en reposo en el laboratorio tienen una vida media 

de 1.5 10 –6 s, que se producen en la atmósfera a una altura de 60 Km y que tienen una 
velocidad cercana a la de la luz (v = 0.999 c) ¿Que fracción de los muones llegan a la 
superficie terrestre? Explica por que.  (1) 

 
SOLUCION 
La velocidad de los muones es v = 0.999 c  =  0.999*3 108 m/s  =  2.9949 108 m/s 
 
El tiempo que tardan en alcanzar la superficie terrestre es igual al espacio 
dividido por la velocidad: 
 
  t = 60•103 / 2.9949 108 =  2 10-4 s 
 
Si dividimos este tiempo por la vida media (τ = 1.5 10 –6 s) encontramos cuantas vidas medias 
pasan hasta llegar a la Tierra 
 

t / τ =   2 10-4 /1.5 10 –6   =   133 ⇒     t = 133τ   
si se producen N muones, solo llegarían a la superficie N/2133    =    10-40N   

 
Sin embargo se observa que llegan muchos mas. La explicación radica en que los muones viajan a 
velocidades cercanas a la de la luz, y por lo tanto para ellos el tiempo que tardan en alcanzar la 
Tierra (tiempo propio t´) es diferente al observado por nosotros (t). 
 

La relación es t = γt´  con     !   =   1

1- v2

c2
" 

# 
$ 

% 

& 
' 

  =   1

1- 0.999c( )2

c2
" 

# 
$ 

% 

& 
' 

  =   1
1 -  0.9992

   =   22.2  

 
 
El tiempo propio es       t´= t / γ  = 2 10-4 / 22.2  =  9.09 10-6 s 
 
Si calculamos de nuevo a cuanta vidas medias corresponde este tiempo: 

t´ / τ =   9.09 10-6 /1.5 10 –6   =   6 ⇒    t´ = 6τ   
 
Si se producen N muones, solo llegarían a la superficie N/26    =    (1/64) N   

Tierra

60 km
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3) La gráfica muestra la energía potencial gravitatoria para un objeto de masa m cercano a la 

superficie de un planeta; y = 0 corresponde al nivel del suelo. Suponer 
que la energía mecánica del sistema es de 0.2 kJ, a partir de la gráfica 
determinar 

a) La altura máxima que alcanza el objeto. (0.2) 
b) La energía cinética del objeto cuando la energía cinética es 

igual a la potencial. (0.2) 

c) La posición del objeto cuando la εc = εp. (0.2) 
d) La fuerza sobre el objeto en cualquier posición. (0.2) 
e) La aceleración de la gravedad del planeta si la masa del objeto 

es m = 10.2 kg. (0.2). 
 
SOLUCION 
 
La  energía  mecánica  es la suma de  las energías cinética  y  potencial  
(Em = Ec + Ep) y es la máxima energía que puede tener el objeto. La 
energía mecánica es 0.2 kJ = 200J. 
 
  
a) En la posición de máxima altura, el objeto estará en reposo y la energía 
cinética será cero; por lo que toda la energía mecánica es energía potencial. 
Esa situación se corresponde a una posición    y = 2m 
 
 
b) Como Ec + Ep = Em = 200 J, si la energía cinética es igual a la energía potencial ⇒  
 

     Ec = Ep = 100 J  
 
c) En la gráfica se observa que esta situación se alcanza en    y = 1m 
 

d) La fuerza es         F = -

! 

"Ep =   

! 

"EP
"x

 i +  
"EP
"y

 j +
"EP
"z

 k
# 

$ 
% 

& 

' 
(  

 
En este caso como la Ep no depende ni de x ni de z, Fx = Fz = 0, y únicamente tiene componente y.  
La fuerza es la pendiente de la curva Ep(y), y como es una recta, la pendiente es la misma y la 
fuerza no depende de la posición:  
     Fy = -dEp/dy = - (200 – 0) / (2 – 0) = - 100 N 
 
 
e) Aplicando la segunda ley de Newton F = ma  ⇒  a  = F/m  = -100 j /10.2   ⇒   a  =-9.8 j m/s2 
 
 
 
 
 
4) Calcular la posición del centro de masas de la placa homogénea de la figura. (1)  
 
 
 
 

100

200

300

1 2 3 y (m)

!p (y)

!p (J)

100

200

300

1 2 3 y (m)

Ep (y)
Ep (J)

Em

Ec

2R

4R
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SOLUCION 
 
La placa se puede suponer como una placa semicircular de radio 4R a la que le hemos restado una 
placa semicircular concéntrica de radio 2R y una placa circular de radio R.  
 
Por simetría, el centro de masas de la placa circular esta en el centro. 
 
El centro de masas de una placa semicircular de radio R podemos determinarlo por el teorema de 
Pappus Guldin, que para un cuerpo de revolución dice que el volumen de un cuerpo de revolución 
(V) es igual al área generatriz (A) multiplicada por la distancia recorrida por el centro de masas del 
área cuando se engendra el volumen:         V = 2π yCM A 
 
Aplicándolo a una placa semicircular de radio R:,  
 
 
 

A = 1/2 (πR2)    y  V = 4/3 πR3   ⇒   yG  =  

! 

V
2"A

 =   
4

3  " R3

2" 1
2 " R2  =  4R

3"
   

 
 

Ahora descomponemos la placa en la suma de tres placas, y como son homogéneas, en lugar de 
utilizar masas, utilizamos áreas: 
 

 

 

   Α1 = (1/2) π(4R)2 = 8 πR2       Α2 = (1/2) π(2R)2 = 2 πR2    Α3 = πR2 

   xcm1 =   0         xcm2 = 0       xcm3 = 0 

   ycm1 = 4 (4R)/3π = 16R/3π       ycm2 = 4 (2R)/3π = 8R/3π    ycm3 = 3R  
 

xcm = 

! 

Ai xcmi"
Ai "  =  

8# R2 •0 -  2# R2 •  0 -  # R2 •  0
8# R 2 -  2 # R2 -  # R 2   =  

0
5# R2  =  0 

ycm = 

! 

Ai ycmi"
Ai "  =  8# R2 •  16R /3# -  2 # R 2 •  8R/3# -  # R2 •  3R

8# R 2 -  2 # R2 -  # R 2   =   1.777 R 

 

 
  

x

y

=
x

y

-
x

y

-
x

y

ycm
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PROBLEMAS 
 
 

1. Un esquiador de 80 kg de masa deja una rampa de salto 
con una velocidad de 10 m/s formando 15° con la 
horizontal (ver figura). La inclinación del costado de la 
montaña es de 50° y la resistencia del aire es 
despreciable. Halle: 

a) La distancia a la que cae el esquiador a lo largo del 
costado de la montaña. (0.5) 

b) Las componentes de la velocidad justamente en el 
instante en el que cae. (0.5) 
Si la rampa de descenso posee un rozamiento 
despreciable y consta de un tramo recto de longitud d y una inclinación de 15º con la vertical seguido de 
un cuarto de circunferencia de radio 5 m determinar: 

c) la longitud de descenso d que permite al esquiador salir con la velocidad indicada de 10 m/s. (0.5) 
d) Repetir el apartado anterior si cuando se realiza el salto está presente un viento horizontal hacia la 

izquierda que ejerce sobre el esquiador una fuerza horizontal de 200 N. (0.5) 
Nota: Si no se sabe hacer los apartados a) y b) con una pista inclinada 50º y se resuelven con una pista 

horizontal las puntuaciones de dichos apartados serán de (0.2) + (0.2). 
 
 
SOLUCION 
a) Si ponemos el origen de coordenadas en la posición en la que el esquiador sale de la rampa, en ese 

momento ponemos a cero el cronómetro, y orientamos los ejes X e Y hacia la derecha y hacia arriba, 
las ecuaciones del movimiento parabólico del esquiador serán (θ = 15º): 
 

x t( ) = v0 cos! t vx t( ) = v0 cos!

y t( ) = v0 sen! t "
1
2
gt 2 vy t( ) = v0 sen! " gt

 

 
Por otro lado cuando el esquiador entre en contacto con el suelo de la ladera tenemos que (β = 50º): 
 

xsuelo = v0 cos! tsuelo
ysuelo
xsuelo

= "tg#

ysuelo = v0 sen! t " 1
2
gtsuelo

2

$

%

&
&

'

&
&

(

tsuelo = 2.877 s

xsuelo = 27.79 m

ysuelo = "33.12 m

)

*

&
&

+

&
&

 

 
La distancia recorrida a lo largo de la montaña será: d = xsuelo

2 + ysuelo
2 =  

 
b) La velocidad cuando el esquiador entre en contacto con el suelo de la ladera será: 

 

vx tsuelo( ) = v0 cos! =

vy tsuelo( ) = v0 sen! " gtsuelo =
 

15° 
50° 

10 m/s 
d 

5 m 15° 

43.24 m
 

9.659 m/s
 

!25.61 m/s
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c) De la figura se obtiene que: 
 

h = d + R( )cos! " Rsen!  
 
Aplicando la conservación de la energía entre la 
posición inicial y final: 
 

!Esist . = 0 " !Epot .
grav.

+ !Ecinet . = 0

" Mg!y + 1
2
Mv2 # 0$

%&
'
() = 0

" #Mgh + 1
2
Mv2 = 0

" #Mg d + R( )cos* # Rsen*+, -. +
1
2
Mv2 = 0

" d = 1
2

v2

gcos*
+ R tan*$

%&
'
()
# R =

 

 
d) Ahora tenemos que tener en cuenta que el viento realiza un trabajo sobre el sistema variando la 

energía de éste: 
 

 

!Esist . =Wviento =
!
Fviento!

!r = Fviento,x!x = "Fviento( ) d + R( )sen# + Rcos#$% &'
( !Epot .

grav.
+ !Ecinet . = "Fviento d + R( )sen# + Rcos#$% &'

( "Mg d + R( )cos# " Rsen#$% &' +
1
2
Mv2 = "Fviento d + R( )sen# + Rcos#$% &'

( d = 1
2
v2

g
+ Rsen# + Fviento

Mg
)
*+

,
-.
Rcos#

$

%
/

&

'
0 cos# " Fviento

Mg
)
*+

,
-.
sen#

$

%
/

&

'
0

"1

" R =

 

 
Como es de esperar el resultado es mayor que el del apartado anterior. 

 
 
  

θ 

β 

d 

R θ h 

1.622 m
 

3.477 m  
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2. Dos bloques de masas m1 y m2 están conectados entre sí por una 

cuerda ligera que pasa sobre dos poleas idénticas sin fricción, cada una 
de las cuales tiene un momento de inercia I y radio R (ver figura). 

a) Encuentre la aceleración en cada bloque y las tensiones en la cuerda 
en función de m1, m2, I y R. (1) 

b) A partir de la expresión obtenida para la aceleración discuta si se 
corresponde con el sentido común que indica que el sistema se 
aceleraría hacia el bloque más pesado. (0.2) 

c) ¿Qué pasaría si las poleas no tuviesen masa? Discútalo y halle de nuevo aceleraciones y tensiones. (0.5) 
d) Calcular  numéricamente  los valores de las tensiones y de las aceleraciones de los apartados a) y c) para 

m1= 3 kg, m2 = 1 kg, I = 2·10–3 kg m2 y R = 5 cm verificando que los valores obtenidos son coherentes. 
(0.3) 

 
 

SOLUCION 
 

a) Vamos a tomar el sentido positivo del movimiento unidimensional del bloque 1 hacia abajo. Para el 
bloque 2 tomamos el sentido positivo de movimiento hacia arriba. Dado que la cuerda que los une 
tiene longitud fija las aceleraciones de los dos cuerpos son iguales 

 

a1 = a2 = a . Para las poleas 
tomamos el sentido positivo de giro antihorario. En la periferia de las poleas la aceleración 

tangencial también será a con lo que su aceleración angular será: 

 

! =
a
R

, donde R es el radio de la 

polea. Teniendo en cuenta que la tensión de la cuerda que tira de los cuerpos 1 y 2 es diferente para 
cada uno de ellos debido a que las poleas poseen momento de inercia (no son poleas ideales sin 
masa) y dibujando el diagrama de fuerzas para los dos bloques y para las poleas y aplicando la 
segunda ley de Newton para traslación y rotación respectivamente: 
 
 
 
 
 

 m1g !T1 = m1a  T2 !m2g = m2a  T1R !TpR = I a
R

"
#$

%
&'  TpR !T2R = I a

R
"
#$

%
&'  

 
Tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas cuya solución es: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S ECT I O N  10 . 7 •  Relationship Between Torque and Angular Acceleration 311

At the Interactive Worked Example link at http://www.pse6.com, you can change the masses of the object and the wheel
as well as the radius of the wheel to see the effect on how the system moves.

Substituting Equation (4) into Equation (2) and solving for
a and !, we find that

(5) a "

What If? What if the wheel were to become very massive
so that I becomes very large? What happens to the accelera-
tion a of the object and the tension T?

Answer If the wheel becomes infinitely massive, we can
imagine that the object of mass m will simply hang from the
cord without causing the wheel to rotate.

g
R # (I/mR)

! "
a
R

"

 
g

1 # (I/mR 2 )

We can show this mathematically by taking the limit
I : $, so that Equation (5) becomes

This agrees with our conceptual conclusion that the object
will hang at rest. We also find that Equation (4) becomes

This is consistent with the fact that the object simply hangs
at rest in equilibrium between the gravitational force and
the tension in the string.

T "
mg

1 # (mR 2/I )
   9:    

mg
1 # 0

" mg

a "
g

1 # (I/mR 2 )
   9:    0

Example 10.13 Atwood’s Machine Revisited

Two blocks having masses m1 and m2 are connected to each
other by a light cord that passes over two identical friction-
less pulleys, each having a moment of inertia I and radius R,
as shown in Figure 10.21a. Find the acceleration of each
block and the tensions T1, T2, and T3 in the cord. (Assume
no slipping between cord and pulleys.)

Solution Compare this situation with the Atwood machine
of Example 5.9 (p. 129). The motion of m1 and m2 is similar
to the motion of the two blocks in that example. The pri-
mary differences are that in the present example we have
two pulleys and each of the pulleys has mass. Despite these
differences, the apparatus in the present example is indeed
an Atwood machine.

We shall define the downward direction as positive for
m1 and upward as the positive direction for m2. This allows
us to represent the acceleration of both masses by a single
variable a and also enables us to relate a positive a to a posi-
tive (counterclockwise) angular acceleration ! of the pul-
leys. Let us write Newton’s second law of motion for each
block, using the free-body diagrams for the two blocks as
shown in Figure 10.21b:

(1) m1g % T1 " m1a

(2) T3 % m 2g " m2a

Next, we must include the effect of the pulleys on the
motion. Free-body diagrams for the pulleys are shown in Fig-
ure 10.21c. The net torque about the axle for the pulley on
the left is (T1 % T2)R, while the net torque for the pulley on
the right is (T2 % T3)R. Using the relation &' " I! for each
pulley and noting that each pulley has the same angular ac-
celeration !, we obtain

(3) (T1 % T2)R " I!

(4) (T2 % T3)R " I!

We now have four equations with five unknowns: !, a, T1,
T2, and T3. We also have a fifth equation that relates the ac-
celerations, a " R!. These equations can be solved simulta-
neously. Adding Equations (3) and (4) gives

(5) (T1 % T3)R " 2I!

Adding Equations (1) and (2) gives

T3 % T1 # m1g % m2g " (m1 # m2)a

(6) T1 % T3 " (m1 % m2)g % (m1 # m2)a

Substituting Equation (6) into Equation (5), we have

[(m1 % m2)g % (m1 # m2)a]R " 2I!

T2 T2

T1 T3

T2

T1 T3

m1g

(a)

m2g

(b)

n1

T1 mpg

n2

T3
mpg

(c)

m1

m1

m2

m2

+

+

Figure 10.21 (Example 10.13) (a) Another look at Atwood’s
machine. (b) Free-body diagrams for the blocks. (c) Free-body
diagrams for the pulleys, where mpg represents the gravitational
force acting on each pulley.

Interactive

  

 
!
Tp  

  

 

! 
T 2  

 
!
Rp2

  
!
Tp  

 
!
T1  

 
!
Rp1  

1 
 
!
T1  

 m1
!g  

 
!a1  

2 

  

 

! 
T 2  

  

 

m2
! g  

 
!a2

 

T1 =
m2 +

I
R2

m1 +m2 + 2
I
R2

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&
2m1g

T2 =
m1 +

I
R2

m1 +m2 + 2
I
R2

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&
2m2g

a = m1 'm2

m1 +m2 + 2
I
R2

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&
g

Tp =
2m1m2 + m1 +m2( ) I

R2

m1 +m2 + 2
I
R2

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&
g
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b) Si la aceleración es positiva de la expresión del resultado se deduce que m1 es mayor que m2 lo que 
está de acuerdo con nuestra elección del sentido positivo con el bloque 1 bajando y el 2 subiendo. 
 

c) Si las poleas no tuviesen masa basta con hacer I = 0  en los resultados anteriores. Sólo tendríamos 
una tensión a lo largo de la cuerda y su valor, junto con la aceleración, sería: 
 
 
 
 
 
 

d) Sustituyendo los valores numéricos tenemos para el apartado a): 
 
 
 
 
 
 
Los valores numéricos verifican: que T1 es menor que el peso del bloque 1, con lo cual este bloque 
acelera hacia abajo, que T2 es mayor que el peso del bloque 2, con lo cual este bloque acelera hacia 
arriba, que la aceleración es inferior a la de la gravedad (lógico ya que no caen libremente sino que 
hay una cuerda uniendo los bloques y tirando de ellos) y que la diferencia T1 !Tp  es igual a la 
diferencia Tp !T2 , ya que las dos poleas son iguales y se aceleran por igual. 
 
Y para el apartado c): 
 
 
 
Los valores numéricos verifican: que T es menor que el peso del bloque 1, con lo cual este bloque 
acelera hacia abajo, que T es mayor que el peso del bloque 2, con lo cual este bloque acelera hacia 
arriba, que la aceleración es inferior a la de la gravedad. 
 
 

 
  

a = m1 !m2

m1 +m2

"
#$

%
&'
g T = 2m1m2

m1 +m2

"
#$

%
&'
g  

T1 = 18.9 N

T2 = 13.3 N

a = 3.5 m/s2

Tp = 16.1 N

 

a = 4.9 m/s2 T = 14.7 N  
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3. Tenemos un tanque con agua en su parte inferior y una capa de aceite de 

grosor a en su parte superior (ver figura). Si dejamos flotando en dicho 
tanque un bloque cúbico de hielo de lado 2a. 

a) Determinar la longitud de hielo que sobresale por encima de la superficie. 
(0.8)  
Si estando en equilibrio desplazamos ligeramente (una pequeña distancia x) 
el bloque de hielo hacia abajo y soltamos: 

b) demostrar que la fuerza neta sobre el bloque obedece a la ley de Hooke 
(es de tipo elástico) y que por lo tanto el movimiento posterior del bloque 
será armónico simple. (0.4) 

 c) Calcular el periodo de las pequeñas oscilaciones del bloque de hielo. (0.8) 
Datos: densidad del hielo 0.92 g/cm3, densidad del aceite 0.95 g/cm3. 

 
 
 
SOLUCION 
 
a) Si llamamos s a la longitud de hielo que sobresale por encima de la superficie tenemos que por 

equilibrio electrostático: 
 
Mhielog = Elíquido

desalojado
= Eaceite + Eagua ! "hielo 2a( )3 g = "aceite 2a( )2 ag + "agua 2a( )2 a # s( )g

! "hielo 2a( ) = "aceitea+ "agua a # s( ) ! s =
"aceite + "agua # 2"hielo( )a

"agua

=
 

 
b) Si se aparta el bloque del equilibrio desplazándole una pequeña distancia x hacia abajo el 

empuje va a aumentar. Si llamamos E al empuje anterior que equilibraba al peso y !E  al empuje 
en esta nueva situación, tenemos que la fuerza neta sobre el bloque será ascendente y de valor: 
 

Fneta = !Elíquido
desalojado

"Mhielog = Elíquido
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La fuerza neta tiene sentido contrario al desplazamiento y es proporcional a éste, es por lo tanto 
una fuerza de tipo elástica o que obedece a la ley de Hooke, con lo que el movimiento que el 
bloque va a realizar será un movimiento armónico simple. 
 

c) El periodo de las oscilaciones será: 
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