EXAMEN DE FISICATI (GTI) 6-10-2012

CUESTIONES

1) a) Define el momento de un vector respecto a un punto (0.2). b) Si tenemos un sistema de vectores,
encuentra la relacion entre el momento resultante respecto a un punto O y un punto A (0.5). ¢) Discuta en
que casos el momento resultante coincide (0.3).

SOLUCION
a) Es el producto vectorial del vector que va del punto (A) al origen del vector (P),
con el propio vector V.
A P M, V= AP AV
z A\ v
b) Vamos a calcular el momento resultante respecto a un punto cualquiera A y A

lo relacionaremos con el obtenido respecto al origen.

MA: EAPIAVI:Z(AO+OP1AV1):2(-OA+OPI)AV1 =

= S (-OAAV) + Y (OP,AV) =-OAAX (V) + 3 (OP,AV) = - 5
OAAR + S(OP,AV,) = = -OAAR + M,

Es lo que se denomina campo de momentos.
¢) Sila resultante es nula (R =0) = M, = M lo que significa que el momento resultante es igual cuando

lo calculamos respecto al origen o respecto aun punto cualquiera A, y por lo tanto es independiente del punto
respecto al cual se calcula.

2) Relacion entre las coordenadas espaciales, velocidades y aceleraciones en el movimiento relativo de
traslacion uniforme (Transformaciones Galileanas) (0.6). ;Cuando no se pueden utilizar estas
trasformaciones, y hay que utilizar las de Lorentz? Da una idea de porqué. (0.4)

SOLUCION

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia con los
ejes paralelos y uno moviéndose respecto al otro a lo largo

de la direccién x con una velocidad : v =vi

Supongamos también que para t = O el origen de

coordenadas de ambos sistemas o0 y 0" coinciden. 0 > e > < ?,
En un cierto instante de tiempo la separacién entre los dos 7 7 '
origenes sera R=00"=vt =vti

La posicion de una particula respecto al sistema o viene descrita por un vector de posicion r, mientras que
respecto al sistema o” el vector de posicion sera r’.




La relacion entre los vectores de posicion en ambos sistemases | r=R +r”

Solo es diferente la coordenada x. Derivando la relacion vectorial de las posiciones:

E: dr/dt = dR/dt+dr/dt=v +V’

=

X = vt +x’
y =Y
Z =z
Vx = v + Vx
Vy = Vy
Vz = Vz

Solo es diferente la componente x de la velocidad. Derivando la relacién vectorial de las velocidades:

a=dV/dt =dv/dt + dV’/dt

Pero al ser un movimiento de traslacion uniforme: dv/dt=0y dV’/dt=a” por lo que

Este es un resultado muy importante, ya que la aceleracion es un invariante en los sistemas que se mueven

con velocidades uniformes unos respecto de otros (sistemas inerciales).

Las transformaciones de Galileo dejan de ser validas cuando las velocidades entre los sistemas de referencia
se acercan a la velocidad de la luz. En ese caso tenemos que utilizar las transformaciones de Lorentz. La
razon esta en que la luz tiene que llevar la misma velocidad para los dos sistemas de referencia, y esto solo se

cumple si aplicamos las transformaciones de Lorentz.

Para velocidades de desplazamiento entre sistemas pequeflas (v << c¢) aunque apliquemos las
transformaciones de Galileo, la luz lleva practicamente la misma velocidad ¢ para los dos sistemas. Sin
embargo, si v tiende a c, al aplicar las transformaciones de Galileo, encontrariamos claramente diferentes

velocidades para la luz en los dos sistemas y ello nos obliga a utilizar Lorentz.

a=a

s,

3) Construimos un péndulo suspendiendo una masa M de un hilo de longitud L y masa
despreciable. Demostrar el tipo de movimiento que realiza para pequefios dngulos. Encontrar su

periodo.

o

SOLUCION

Al desplazar la masa de su posicion de equilibrio, la componente
tangencial del peso, origina una aceleraciéon tangencial. Si
aplicamos la 2° ley de Newton:

Fr=ma md—V—mdzs—deze =
T di i
AN
~
~
29




El signo (-) de la fuerza se introduce ya que cuando el dngulo 0 es (+) la fuerza es (-). La fuerza se opone al
aumento del dngulo

Si 6 <10° senB =0 = Laecuacion anterior se transforma en

d%e %6 ¢
-90=L = + =0 =0
e d’ L

Es una ecuacion diferencial de 2° grado cuya soluciénes 0 = 6, cos(‘,‘% t + ocj

Por lo que realizara un movimiento periddico armonico simple de amplitud 6,,, fase inicial o y frecuencia

angular o= % =

el periodo serd: T =2mw/w = T = 27:\/%

4. Enunciar los teoremas de Pappus-Guldin (0.4) y aplicar a un caso concreto (0.6).

SOLUCION

Permiten calcular centros de masas de curvas y superficies planas.
a) El drea de una superficie de revolucion (A) es igual a la longitud de la curva generatriz (L) multiplicada
por la distancia recorrida por el centro de masas de la curva cuando se engendra dL
la superficie. Nota: la curva no puede cortar al eje de giro. y

El dA generado por un dl al girar es: dA = 2rny dL; integrando para toda la
longitud: A = [2rty dL = 2=y dL.
J ydL

Por definicién yg = porloque | A=2mygL

Ejemplo: alambre semicircular,

y
L1V
dA&
L
A 2 y
L=12Q2mR)=mR y A=4nR> = |y _ 4mR7 2R
= 2nxL 27nR T

-
-

X

b) El volumen de un cuerpo de revolucion (V) es igual al drea generatriz (A) multiplicada por la distancia
recorrida por el centro de masas del drea cuando se engendra el volumen.
Nota: el drea no puede cortar al eje de giro.

Uy,
e B
A 3




El dV generado por un da al girar es : dV = 2wy dA, integrando para todo el
area: V :f2ny dA = 2nfy dA. i/
-y ydA *
Por definicién yg = porloque | V=2mygA dv
Ejemplo: Placa semicircular,
I 4 3 y
Vo /3 TR _ 4_R
Y
X

2 3
A=12@R") y V=43aR™ = |yg = =
—  27A 27r% 7R?




PROBLEMAS

I. Una pequefia esfera de 100 g de masa cuelga de un hilo de 2 m de longitud cuyo otro extremo estd
sujeto a un punto fijo. Lanzamos horizontalmente otra pequefia esfera que choca frontalmente con la primera,
siendo el coeficiente de restitucion e = 0.25. Calcular la velocidad minima que ha de llevar la segunda esfera
(0.8) y su masa (0.7) para que la primera esfera describa un movimiento circular completo en el plano
vertical y la segunda caiga verticalmente después del choque. ;Qué energia se pierde en el choque? (0.5)

SOLUCION

Cuando después del choque la primera esfera se encuentra en el punto superior de la trayectoria circular
aplicando la segunda ley de Newton podemos encontrar informacién sobre su velocidad vy,

72 ’2
- . . %
T+mg=ma = T+mg=ma=m, 12”" = T:mg[ﬂ—l}

Lg

Como la tension debe ser positiva 0 como minimo nula:

72
%
T =mg[%—l}20 = Vi, 2VEL

4

aplicando la conservacidn de la energia entre la situacidn superior y la situacién inferior con la velocidad
/ot ’ .
minima Vl,sup.m]'nima °

1 ’2

,2 _
Vl ,sup. minima E m2vl,inf. minima

ng(ZL)+%m2

1 1 , ,
= mg2L)+ Emz (gL) = 5m2v1,12nf.m1’nima = Vit minima = V8L

Teniendo en cuenta que el choque es frontal, los cambios de las velocidades en el choque se producen en
dicha direccion horizontal (las componentes verticales de las velocidades se conservan). La segunda esfera
no tenia inicialmente velocidad vertical y por lo tanto tampoco la tendréd después del choque. Si nos dicen que
la segunda esfera va a caer verticalmente, nos estdn por lo tanto diciendo que va a salir del reposo, sin
velocidad ni horizontal ni vertical.

Aplicando las ecuaciones de conservacion del momento lineal y del coeficiente de restitucion:

m
—_ 4 _ _1 4 _ ’ _ _
MyVy =MVise = Vo= — Vi, V) minima = 4 Vi inf. minima = 4/ J&L =39.6 m/s
2
=
025_v1’,inf. _4 ’ ﬂ:4 = ml:25g
ET = V) = AV m,
2

El cambio en el choque de la energia del sistema sera:

1 2 1 ’

Ec,ﬁnal - Ec,inicial = E va,ml’nima - 5 mvl

=-14.71

2
Jjinf.minima




El signo negativo indica que se pierde energia en el choque.

2) Una varilla homogénea OA de masa m y longitud L, puede girar en un plano vertical en A
torno a un eje que pasa por O (ver figura). 5
a) Calcular el momento de inercia de la varilla respecto al eje que pasa por O.

b) Calcular la aceleracion angular de la varilla en el instante en que se abandona desde la

posicién horizontal.

¢) Calcular la velocidad angular y la aceleracion angular cuando la varilla forma un dngulo 0 con la
horizontal.

d) Aplicar las ecuaciones encontradas en los tres apartados anteriores para determinar I, ou(0), w(0) y a(0) en
el caso de m=2kg, L =0.5my 0 = 30°.

SOLUCION

a) La definicién de momento de inerciaes I=fdm1* con dm=pdV =p Sdr (S = seccién transversal de
la barra) =

<—1r—>
2 r3 1 3 a | ]
I = JpSdrr™= pS|— =-pSL > i€
0 3 3 dr

Donde p y S han salido fuera de la integral por ser una barra uniforme.

Como la masa de la barra es m = p SL, el momento de inercia se puede escribir como |I = (1/3) mL?

b) Para calcular la aceleracion angular, utilizamos la ecuacién XM = Io. La unica fuerza que produce
momento sobre la varilla es el peso, situado en su centro de masas.

<L/2>

Q - ]

— L2 3 14.71
mg( / ) = £ = rad/52 mg¢

M=o =.| a= —= 5 =
—— I 1/3)mL 2L

¢) La forma mas sencilla de determinar la velocidad angular es por energias. Respecto
al eje, la varilla realiza un movimiento de rotacién puro, por lo que la perdida de
energia potencial gravitatoria se convierte en energia cinética de rotacion:

-AEp =AEc = mg(-Ah)=(1/2) 1 (0” -0,

Teniendo en cuenta que parte del reposo w,= 0. Ademads la perdida de Ep se contabiliza en el centro de
masas por lo que -Ah = (L/2) senf. Con estas consideraciones la ecuacién de la energia se transforma en:

Mg(L/2)senf = (112)Tw* = [ 0 = [—2—=07 — ‘/—Egsené rad/s
L 112 L

-m
3
En cuanto a la aceleracion angular, aplicamos de nuevo M =Ia. =.
M L2 3 0
0= —= & @2) se;nﬁ = B9 471 cosb rad/s”
— 1 (1/3) mL 2L




d Sim=2kg,L=05my0=30° =

1=(1/3) 2 (0.5)* = 0.1667 kgm®

a(0) = (14.71/0.5) = 29.42 rad/s”

0(30) = [ 2N s Adradss | |a(30) = 14.71‘:((’;‘:;_0

0.5

= 25.48 rad/s’

3) Una compuerta uniforme rectangular de masa M, alturary
anchura b estd sujeta por goznes en A. Si el liquido de densidad P ~ormorororrom s
alcanza una altura r, determinar: :
a) La fuerza que el liquido ejerce sobre la compuerta (en funcion
dep,g,b,ry0).

b) El punto de aplicacidn de la fuerza resultante (en funcion de r).
¢) El angulo que alcanza la compuerta respecto de la vertical, 0
(en funcién de p, b, ry M).

Si el liquido es agua, r =2 m, b=0.5 m y M = 1000 kg, calcular numéricamente:

d) La presion debida al agua en el fondo del recipiente.

e) La fuerza que ejerce el agua sobre la compuerta y el dngulo 0 utilizando las ecuaciones encontradas en los
apartados a y ¢ respectivamente.

MM’“WMG
A T e T T T

SOLUCION

O\

a) Consideramos una franja de la compuerta de grosor dy y longitud b situada a
una distancia y del gozne y por lo tanto a una profundidad ycos0, la fuerza que
actia sobre la misma serd la presién ejercida por el agua (P = pgycosO)
multiplicada por la superficie:

dF = Pds = Pbdy = pgycos0 bdy

, b
Para calcular la fuerza total sobre la presa debemos integrar dF entre la superficie : /
del agua y el extremo inferior de la compuerta:

T
1
E= J-(;dF = J;pgycosebdy = pgbcosO J.(;ydy = pgbcosO B] = ipgbcoser2
0

b) El punto de aplicacion de la fuerza F sobre la presa serd aquél en el que el momento de la fuerza sea igual
a la suma de los momentos que actian sobre cada franja (el momento de la resultante = resultante de los
momentos)

v/ | N




El momento respecto al punto A de un dF actuando sobre una franja de anchura dy a una
distancia y sera:

dM=dF y = pgycos0 bdy y

donde hemos tomado el valor de dF calculado en el apartado anterior. Para calcular el momento total
integramos entre el borde superior e inferior de la presa:

3 r
M = .[(;dM = _[(r)pgycosebdyy = pgbcosO _[(;yzdy = pgbcosf [y?] -
0

M = (1/3) pgbcosO P

Si el punto de aplicacién esta a una distancia d respecto al gozne A de la presa, tiene que verificarse que

Fd=M=

d = 1\_/1 3 (1/3)pgbc089r3

F (1/2) p g bcosO r2

d=2/3)r

d) La compuerta es uniforme, por lo que el punto de aplicacién del peso esta situado en
el centro de la misma, a una distancia r/2 del gozne.

En el equilibrio, la compuerta no rota, por lo que XM, =0 =

Mg (r/2) sen® - F(2/3)rsen90 =0 =

Mg (1/2) send = (1/2) pgbcosd 1* (2/3)r=> M (senb/cosd) = pbr” (2/3) =

2 pbr?
3M

d) La presion debida al agua a una profundidad H es pgH, en nuestro caso H =r:

E: pgr = 10° 9.81 2=19.62 10° Pascales = 0.1937 atm

e) [F=(1/2) pgbeosd ? = (1/2) 10° 9.81 0.5 cos® 2° = 9810 cosd N

2pbr> 21000 0.5 22
3M 31000

tef = =:— = O=arctg (4/3) = | 0=53.13°

Si sustituimos este valor del dngulo en la ecuacion de la fuerza: IE: 9810 cos(53.13) = 5886 N




