EXAMENDE FISICAI (I.1.el.Q.) 7-2-2004

CUESTIONES

1) Losvectores (-3,2,-1), (1,-3,5y (2, 1,-4), estan aplicadosen lospuntosa(2, 1,2),b(-1,0,1)yc
(1, 2, 0) respectivamente. Calcular:
a) Laresultante.
b) EI momento resultante respecto del origen.
c¢) El momento resultante respecto del punto P (5, 8, —=3).

SOLUCION
a) Laresultante esla suma de |os vectores: A= (3,2,
B= (1, -3, 5
= (2,1,-49),
R= (0,0, 0)
b) El momento resultante es la suma de los momentos
i ]k
MA=|[2 1 2| =i(-1-4+j(-6+2)+k(4+3) = -5i—-4j+7k
-3 2 -
i j k
MB=1-10 1 = i(0+3)+j(1+5+k(3-00 = 3i +6 +3k
1 35
i j ok
MC= 1|12 0| =i(-8-0)+j(0+4)+k(1-4 = -8i +4j-3k
2 1 -4
El momento resultante es la suma de |os momentos: aMy= -10i +6j+7k

¢) Larelacion entre el momento resultante respecto al origen O 'y respecto a un punto P es

Mp :MO 'OPUR

Como laresultanteesnulaR =0,aMp =aMg P | Mp= -10i +6j +7k

.




2) Si tenemos dos sistemas de referencia, uno que rota respecto a otro con una velocidad angular w
constante, ¢Es posible distinguir cual de los dos sistemas esta rotando? Explica por que y da un giemplo
de como podrias hacerlo. Encuentra la relacion entre las velocidades de una misma particula, v y V',
observadas en cada uno de los sistemas (recuerda que la derivada respecto del tiempo de un vector i que
rota con unavelocidad angular w esdi/dt = o Ui).

SOLUCION

Si, ya que € sistema que rota no esinercial y aparecen fuerzas ficticias. Una forma de distinguirlo seria con
un péndulo de Foucault, ya que en un sistema que rota, el plano de oscilacion del péndulo gira respecta al
sistema, mientras que en sistema gue no rota, € plano permanece constante. Otra forma para distinguirlo
seria usando un girGscopo.

Observador O utilizando € sistemade referencia(x, y, 2): V= d_)t( i J%t/j + j—f k
Observador O utilizando €l sistemadereferencia(x’,y’,2): Vv = d—X¢i¢ +d—y¢j¢ + zq:k<

dt dt dt

Observador O utilizando €l sistema (x’, y',z'). Para este observador los vectores unitarios i’, j'y k™ estan

. . dx¢. di¢ dy¢. di¢ dz¢ dk¢
rotando por lo que su derivadaesdiferentede0. v= — i¢+x¢— +—=— j¢+ W= + — k¢+ Z— =
poriod a T T Y T o
dx¢. dy¢. ~ dz¢ di¢ di¢ dk ¢
—i¢+—=j¢+ — ke + X— +yW— + B— =
a T a ot
(Lostres primeros téminos corresponden av'): V' + x¢(wl i) +y¢(wlL j + 2(wLk)=

(Las coordenadas pasan a multiplicar los vectoresunitarios) v+ (oL x¢id + (wL y¢j§ + @ L z¢kd =

(Sacamos factor comin a w) V' + ol (x¢i¢+ yejt+ z¢kg=
(r=r) V + oLrt=v+ olLr
Por lo tanto: V=V + oLt
A
3) Cacular € centro de masas de un cono homogéneo de altura H y radio en la base H
R.
-

.




SOLUCION

Por simetria, €l centro de masas estaraalo largo del ge b Xem =0

Yem =0
Como €l cono es homogéneo en lugar de masas utilizamos volimenes, asi por N
definicié Q/z dv
nicion:
inici Zem = Q/ ry \ <R

Para calcular z,,, descomponemos el cono en un conjunto de discos de radior.
Cada disco estara situado a una altura z por lo que su centro de masas estara H

situado en z. ’T\
Enestecaso dV = pr2 dz z
El radio depende de z, larelacionesr/z=R/H b r=2zR/H \l/

Introduciendo estos valores en |a ecuacidn anterior

. 3.4 4u
& 2R R \H 3 JBEH o
(é"m 20z ng—ﬂzdz “QHB Qz dz g,qg [ ] gHﬂ§4 45

nrldz HaERg2 aRQZ\H 2 Y2 H aERgzg%_?’ oY
OO QgH dz Ty O 2 n—B[—BO me U

283 3d

zllnRZHz
Zem = 1, P Zem =

H

W

El centro de masas esta a 3H/4 del vérticey aH/4 de labase.

4) Enunciar y demostrar el teorema de Steiner o teorema de los ges paralelos (busca un gjemplo sencillo en

el que se pueda aplicar dicho teoremay aplical o).

SOLUCION

El teorema de Steiner dice que € momento de inercia respecto a un ge cualquiera es igual a momento de

inercia respecto a un gje paralelo que pase por e centro de masas mas el producto de la masa por
entre gjes al cuadrado

2
|:|CM+md

Demostracion:

|adistancia




Consideremos un sistemas de referencia O" (X", y*, Z') con origen en e centro de masas, y otro O (X, Y, 2)
separado una distancia d, con los tres gjes paralelos a primero y de formaque losgjesy ey’ se superpongan

ver figura
Z/\ A
z

&&7 m;

0l«e—d——>|O

Ladistanciaal cuadrado de unamasam; cualquieraal gjez es: Ri'z = xi'z + yi'z

mientras que ladistanciaad gezes: RZ= x 2+ (y; +d)° = x 2+y 2+ d?+2y’d =R Z+d*+2y/d

El momento deinerciarespecto al ez ser& 1, =a m Riz = am [Ri'2+ &’ + 2y;/dl b

IZ: é mi Ri,2 + é mid2+ é mi 2yi,d = ICM + dz(é mi)+ ZdW

Llamando m =& m;, y considerando que & m;y;" = mygy , dondeycy” eslacoordenaday del centro de
masas en el sistema de referencia centro de masas, por loque ygy =0b & m; y;” =0, nos queda

2
|:|CM+md

Un gjemplo de aplicacion puede ser e momento de inercia de un cilindro homogéneo respecto aun ge
perpendicular que pase por su centro: | = (1/2) mr®. El momento deinercia respecto aun gje paralelo que
pase por € bordedel discoes | =(1/2) mr. +mr? = (3/2) mr?

Otro g emplo en e de unavarilla homogénea de longitud L. El momento de inercia respecto de un ge
perpendicular que pase por su centro es| = (1/12) mL2. El momento deinercia respecto de un gje paralelo a

primero, que pase por un extremo delamismasera es | =(1/12) mL? + m(L/2)2 =(13) mL 2




PROBLEMAS

1) Disponemos de un muelle vertical de K = 1000 N/m, longitud L, = 110cmy 95
masa despreciable sobre €l que colocamos una lamina de 10 kg.

a) ¢Cud eslalongitud del muelle L, unavez colocada dicha masa?
Desde una azotea de 16 m de altura se lanza un balon de 1 kg a una velocidad de 16m
20 m/s formando un éngulo de 30° con la horizontal.
b) ¢A que distancia x debemos colocar € muelle para que € baldn caiga sobre la % @2
l&amina?

c) Unavez que & baldn choca con laldmina, determinar las vel ocidades de
ambos (e = 0.8) y laenergia perdida en e choque.

d) ¢Cual seralaminimalongitud del muelle L3?

SOLUCION

a) Al colocar lamasa el muelle se comprime un valor Dy. Como €l sistema queda en equilibrio, € ,t\_KDy
peso es equilibrado por lafuerza del muelle:

mg+(-KDy) =0 b Dy=mg/K = 10 9.81/1000 = 0.0981 m mg
Porloque| L,=L;—Dy=110-9.81=100.2cm |

b) Las componentes iniciales de lavelocidad son
Vox =Vp€0s30=20 (B/2=17.32m/s
Voy =Vp$en30=20 1/2=10m/s

En ladireccién vertical la ecuacion de latrayectoriaes y=Yo+Voyt+12 at® b
102=16+10t+12(-98)t> b -4905t°+10t+14.98=0 b

e J/I00 + 29301 _ }-1.0043
E_ 9.81 © 13.043s |

la solucion real corresponde a tiempo positivo, por lotanto t=3.043 s

En este tiempo €l bal 6n recorre una distancia horizontal: @: Voy 1 =17.323.043=52.70 m |

c) Antes del choque, €l balon llevaraunasvelocidades v, = v, = 17.32m/s
Vy = Vgy - gt =10-9.81 3.043 =-19.85 m/s

lalinea de choque vaen ladireccion vertical, por 1o que “el choque” se produce alo largo de esta direccién:

Conservacion del momento: mp be +m V|y =my V'by +m V'|y b 1 (-1985) +0=1 V'by + 10 V'|y (11)

v v vE -

Coeficiente de restitucion: e = M 0.8= M 15.88 = \ﬁy- vfty (1.2
(Vly' be) (0 -(-19.85))

Multiplicando laecuacion (1.2) por 10 y sumandole la ecuacion (1.1): -
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158.8-19.85 =10V'p, +V, P |V =1263m/s
Sustituyendo esta velocidad en la ecuacion (1.2): Vy=-325m/s

en ladireccion horizontal |as velocidades del balon 'y la placano cambian V'px = Vpx = 17.32m/s
V,|X =Vix = Om/s

El médulo de lavelocidad del balon antes del choquees v, = v/19.85% + 17.32 =26.34m/s
Y después del choque V= v12.63° +17.32¢ =21.44m/s

Durante el choque, no se producen cambios ni de energia potencial gravitatoria ni elastica, solo de energia
cinética. Eci=(U2) myvy® = (U2)1 26.34° = 346.9 dulios
Ecf = (1/2) my V' + (U2) m v/ 2= (U/2)1 21.44° + (1/2) 10 3.25° = 282.6 Julios

Laenergia perdidaen el chogue es|Eci -Ecf = 346.9-282.6 = 64.3 Julios.

d) Para encontrar la minima longitud del muelle, aplicamos € principio de
conservacion de la energia mecanica de la lamina entre € punto inmediatamente
después del choquey € punto de maxima compresion, donde la energia cinética sera
cero. Tenemos que recordar que en la posicion inicial (inmediatamente después del

choque) el muelle esta comprimido una longitud y4, por lo que ya tenemos energia
potencial elastica.

<x<>
< l\\><

< I—"_H
<[>

mgl, + U2 m v 2+ 12 K y,® = 12 ky,>+ mgl s
maLo-Lg) +12m v 2+ 12 Ky, = 12 ky,”
mgly,-y1) +12m v + 12 Kx® = U2 ky,”
10 9.81 (y,—0.0981) + 1/210 3.25%+ 1/2 1000 0.0981° = 1/2 1000y,
500 X,° - 98.1X, —48.00 = 0 |
981+ v 98.1% +96000 0.423m |
| V2~ 1000 -0.227m

N

—_) ——

y Ly=L;-y, = 11-0423 = 0.677m

2) Una esfera sdlidade masamy radio r rueda sin resbalar alo .
largo del carril que se muestraen lafigura. Si parte del reposo, A
encontrar: |
a) Las velocidades con las que llega a |la parte inferior y la h
parte superior del lazo circular.

b) La velocidad minima que tiene que llevar en la parte
superior del lazo para no caer.

c) ¢Cud es e vaor minimo de h de modo que la esfera
complete lavuelta?

d) ¢Cuales son las componentes de | as fuerzas que actlian sobre la esferaen €l punto Psi h = 3R?

.




e) Calcular numéricamente las velocidades del apartado a) y las fuerzasdel d) paraR=1m,r=20cmy h =
3R.

SOLUCION

a) Como la esfera rueda sin dedlizar, no hay perdida de
energia por friccion y por lo tanto podemos aplicar €
principio de conservacion de la energia, considerando h
para la energia potencial gravitatoria, la posicion del
centro de masas. i

Parte inferior: mg(h+r)=mgr+1/2 mvZ+ 1/2 Iw? b (recordando que w = v/r)
mgh = 1/2mv?+ 12 2/5mr® (vir)>b__(dividiendo por la masa)

gh = 12v*+15v? = 7/10V° b | v = ,/I7Ogh

Parte superior: mg (h +r) =mg (2R-r) + 1/2 mv2 + U2 w2 b (recordando que w = vi/r)
mg[h-2(R-1)] = V2mv>+ 12 2/5mr® (vin? b (dividiendo por lamasa)
g[h-2(R-N] = U2v2+ 15V = 7/10v° b

v = ,/I7Gg[h-2(Rr) 2.1)

b) En la parte superior del lazo, las Unicas fuerzas que actian son la normal y €l /-\
peso, ambas dirigidas hacia el centro de la circunferencia, por o que en ese punto

la Gnica aceleracion es la centripeta. N
Al aplicar & F=m a,,, hay que considerar que el centro de masas realiza un
movimiento circular de radio R-. ac\l/ mg

mg+N=m v2/(R—r) P N=m v2/(R—r) -mg
Lacondicion de que la esfera pase sin caer es que haga contacto con la superficie, esdecir N3 0 b

mvi(Rr) -mg3 0 b VIR 3 g b V2 e g(R-1) | 22

b) En la ecuacion anterior (2.2) hemos determinado la velocidad minima, y en la (2.1) se relaciona la
velocidad con la altura. Combinando ambas ecuaciones
10/7 g[h-2(R-1r] 3 g(R-nP
[h-2(R-1)] 3 7/110(R-nb
h3 710(R-r) +2(R-r)b

h 3 (27/10) (R-1)

¢) Primero calculamos la velocidad en ese punto por energias:

punto P: mg(h+r)=mgR+ 1/2 mv2+ U2 1w b (recordando que w = v/r)
.




mg(h+r—R) = U2mv>+ 12 2/5mr? (vi)>p  (dividiendo por lamasa)
gh+r—-R) = U2v2+15v% = 710v* b v = \/17Og(h + 1 R

Sh=3R P v:\/l—;)g(3R+ rR) b v:,/79(2R+ r)

a
En e punto P actlan inicialmente € peso y la Normal, y la esfera tendra aceleracion

centripeta (asociada a la fuerza norma) y aceleracion tangencial (asociada a peso). Al ac r
tener aceleracion tangencial (la velocidad de la esfera disminuye a ir ascendiendo) <

también tiene aceleracion angular (la velocidad angular disminuye a ascender). Por lo <€
tanto, respecto a centro de masas cada vez gira mas despacio, (a negativo) por 1o que N \1/
tiene que actuar un momento que se oponga a giro de la esfera, y este momento solo

puede estar originado por la fuerza de rozamiento. a  |,mg

Peso|P = mg
Normal N=ma,= mvzl(R—r) p

_ 10 mg(2R + 1)
7 (R-7)

Para determinar la fuerza de rozamiento, tenemos que estudiar la aceleracion tangencial (que va en la
direccion vertical g =a,) y laangular simultaneamente:

aFy =ma, P (parasimplificara, =a P mg- fr—ma (2.3)
M=la P (a=arnhk frr=(2/5) mr? (@r)y b a=(/2) (frim) (2.4

Qo

sustituyendo este valor deaen laecuacion (2.3) mg—fr=m (5/2) (frim)=(5/2)fr b mg=(7/2) fr b

fr =(2/7) mg

dParaR=1m,r=20cmyh=3R

Parteinferior: |Z_ —gh = \/1—0 9.813 = 6.48m/s

Parte superior: |Z_ ,/—g[h 2(Rr) = v = \/—O 9.81[3-2(1-0]= :443m/s

Las fuerzas quedaran en funcion de lamasam.

P=mg=981m N

10 mg(2R + 1) _ 10 m9.81(2 + 0.2)
7 (R-T) 7 (1-0.2)

N = =3854m N

fr=(2/7)ymg =(2/7ym9.81= 28m N




3) Un recipiente cuadrado delado L =1 my aturalL/2 = 0.5 m
(medidas interiores), esta dividido en dos partes iguales por una
placa de acero de 4mm de espesor. Dicha placa esta unida al
recipiente por un ge en su parte inferior (ver figura). Vertemos
249 litros de agua en la parte izquierda 'y 124.5 litros de mercurio /

(rpg=13.6 g/cm3) en la derecha. L
a) ¢Cud eslapresion en el fondo del recipiente en los dos lados? /
b) ¢Cudl es lafuerza que gerce el agua sobre la placay €l punto

de aplicacion?

c) ¢Cud es la fuerza que gerce e mercurio sobre la placay € punto de
aplicacion?

d) Determinar lafuerzatotal gercida sobre laplacay €l punto de aplicacion
Para que la placa no gire, tenemos que unirla mediante un cable a uno de
los lados del recipiente. ¢A que lado habra gque unirla, y cuanto valdra la
tension?

Si ladensidad del aceroesr ;=7 g/cm3,

e) ¢Cuanto pesaralaplaca?

f) ¢Cudl seralareaccion en el ge?

Al cortar €l cable laplacaempiezaagirar

0) ¢Cud serdlaaceleracion angular inicial?

SOLUCION

a) Primero calculamos las alturas al canzadas por €l aguay € mercurio:

-3 3 _
h, =V,/S = %mz =05m
(1x 0.498) m
- 3.3 —
hHg :VHg/S = m =0.25m
(1x0498) m> —

Lapresion manométrica sera: Pa=ra9h,= 10009.81 0.5 = 4905 Pascadles = 0.0968 atm
Prg =T Hg 9 hhg = 136009.81 0.25 = 33354 Pascales = 0.329 am

b) La fuerza gjercida por € agua sobre la placa sera Unicamente debida a la A
presion gercida por € agua, que a una profundidad y es P= rgy. S T
consideramos una franja de la presa de atura dy y longitud L, toda ella situada
aunaprofundidad y, lafuerza que actlia sobre la misma seré& f H
y
dF=Pds=PLdy =r gy Ldy ﬂ/%/l
dy 4\/ .




Para calcular la fuerza total sobre la presa debemos integrar dF entre la superficie del aguay € extremo
inferior de la presa:

5 o
E: CBH pgyLdy =p gl é&zléo = (W2)p gLHIP E: (1/2) 10°9.81105° = 1226.25N
El punto de aplicacion de lafuerza F sobre la presa sera aquél en el que el momento de lafuerza seaigual a

la suma de los momentos que actlian sobre cada franja (el momento de la resultante = resultante de los
momentos)
H

3
\hL dF
dy " pl—
dM= dF(H-y)=r gy Ldy (H-y) A \ ¢H_y

donde hemos tomado el valor de dF calculado en el apartado anterior. Para calcular e momento total,
integramos entre e borde superior e inferior de la presa:

El momento respecto a un punto del fondo de un dF actuando sobre unafranjaa
una profundidad y ser&

. . 2 gayz"' y3""§5 g@ 30
M = L (Hy)dy= pgL Hy-9dy = potH[L| - [L| Z=posé— - =P
Cgpgy (Hy)dy=pg (f( y-ydy pgg [Z]O [3]05 POl 35

M = (U6) r gLH® (3.1)

Si e punto de aplicacién esta a una aturad respecto ala parte inferior de la presa, tiene que verificarse que

Fd=M P

_M _ @WepgLH?

" F W 5 b |d=(3)H| P |d,= 01667m
2)pgLH

c) En €l caso del mercurio las ecuaciones son las mismas cambiando Unicamente la densidad y €l valor de la
dturaH (H =0.25m).

F= (U2)rgLH®> b EHg = (U2)13.610°9.8110.25° = 4169.25N

d=(U3)H b dhg = 0.08333m
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d) lafuerzatotal gjercida por los fluidos sobre la placa es
Fr= Fa—FHg = 1226.25 - 4169.25 = -2943 N

esunafuerzade 2943 N dirigida hacia el sentido negativo del gje x. 2> FHg

El punto de aplicacion estara a una distanciad tal que o
d FT = daFa - ng FHg b d= (daFa - ng FHg) / FT b

Ei = (204.4—347.4) ] (- 2943) = 0.0486m

s observamos en la figura la fuerza resultante y € punto de aplicacion, vemos que trata de girar la =
placa en sentido antihorario, por 1o que para que no gire, tendremos que unir € extremo superior de é
e
T
=

laplacaal lado B.

El valor de latension la calculamos aplicando las leyes de la estética, y en particular como la placa
no puede rotar, aM = 0.
Calculamos los momentos respecto a ege y considerando que el cable forma 90 grados con la
placa,

(LI T+dFr=0b T=-(dFp)/(L/2) P T=-(0.0486 -2943) /05p T=286.1N

€) Lamasade laplacasera el producto del volumen por ladensidad:
E:v [ sero=1X 05X 0.004x 7 10°= 14 kg|

f) lareaccién en el ge se calcula aplicando las leyes de la estética, y en particular como la
placa no setraslada

afx=0 b Ff +T+Rx=0 b |Rx=-(T +Fq)=-(286.1 - 2943) = 2656.9 N
afy=0 P Peso +Ry=0 b |Ry=-Peso =-(-14 9.81) = 137.34 N

g) El momento respecto al ge originado por €l aguay e mercurio es diferente de cero.
Este momento iniciamente es compensado por €l cable. Al cortar este, la placa

comenzaraagirar. La ecuacién de larotacion es Fa =
3 = = 3 — H
aM=1la b a aM/l 2 g
o
dJF; -d - - -
E: ai\ HgFHg _ 0.1667 1226.125 0.08333 4169.25 _ 2044 - 347.4 —1226r1ad /s

.
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