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Leccion 1

Espacios Vectoriales

1.1 Definicion de Espacio Vectorial. Primeros ejemplos.
En todo lo que sigue K denotara uno de los cuerpos Q, R 6 C.

Definicion 1.1.1
Sea K un cuerpo y V. un conjunto no vacio. Se dice que V es un K—espacio vectorial si existen dos
operaciones

+:VxV =V S KxV >V

verificando las siguientes propiedades (siendo u, v, w elementos cualesquiera de V y a, b elementos
cualesquiera de K; 1 denota el elemento neutro del producto en K):

o (utv)+tw=u+WV+w); u+v=v+u;

o Fuxiste un elemento 0 en'V tal que u+0=u

o Para cada uw en'V existe w en V tal que u + w = 0;
ea-(utv)=a-u+a-v;(a+b)-u=a-u+b-u;
e a-(b-u)=(ab) -u; 1 -u=u.

Los elementos de V' se denominan vectores y los elementos de K escalares.

Figura 1.1: Operaciones con vectores

Proposicién 1.1.1
Si 'V es un K—espacio vectorial entonces se verifican las siguientes propiedades (siendo v un elemento
cualquiera de V' y a un elemento cualquiera de K):

¢ 0-v=0;,a-0=0;(—a) - v=a-(—v)=—(a-v);

e Sia-v=0 entoncesa=0 ov=0.
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Ejemplo 1.1.1
En las lineas siguientes aparecen ejemplos de espacios vectoriales que serdan utilizados con frecuencia.

e El conjunto R? de las parejas de niimeros reales con las operaciones:

(1, 22) + (y1,92) = (w1 +y1, 22 +y2)  a-(21,72) = (az1,axs)
es un R—espacio vectorial.

e Si K es un cuerpo cualquiera entonces el conjunto K" (las n-uplas con coordenadas en K) con
las operaciones:
(*Tlv"wwn) +(y17"'7yn) = (wl—i_ylﬂ"'axn_‘_yn)

a-(x1,...,x,) = (azx1,...,axy)
es un K—espacio vectorial.

e Si K es un cuerpo cualquiera entonces el conjunto M, ,,(K) de las matrices con n filas y m
columnas y entradas en K es un K—espacio vectorial.

e Si K es un cuerpo cualquiera entonces el conjunto K[X] de los polinomios en la variable X y
coeficientes en K es un K—espacio vectorial. También es un K—espacio vectorial el conjunto K, [x]
cuyos elementos son los polinomios en K[z] cuyo grado es menor o igual que n.

e Sea V el conjunto de todas las aplicaciones de R en R. Si f y ¢g son dos elementos cualesquiera
de V' y o un numero real cualquiera, se definen f + g y « - f de la siguiente forma:

(f+9)(x) =fz)+9(z) v (o f)(z)=a- f(z)

donde z denota un numero real arbitrario.

El conjunto V' con las operaciones suma y producto por escalares asi definidas es un R-espacio
vectorial, llamado R-espacio vectorial de las funciones reales de variable real.

1.1.1 Ejercicios

Ejercicio 1.1.1.1

Escribir cuatro ejemplos de espacios vectoriales, senalando el conjunto de elementos sobre el que se
define la suma (V'), el conjunto de nimeros utilizado para definir el producto por escalares (K), la
operacién suma (+) y la operacién producto (k).

Ejercicio 1.1.1.2
En los distintos casos que se presentan a continuacién, y sabiendo que se trabaja en el R-espacio
vectorial R®, sustituir los - - - por los valores que permiten obtener las igualdades senaladas.

1. (-1,4,2,0,0,1) + 3(1,0,0,—2,—1,1) + (—1)(0,0,0,1,0,0) =
(...7...7...’...’...’...)

2. ---(—1,4,2,0,0,0) 4+ 3(1,0,0,--,4,4) = (0,---,---,15,- -+, ---)

3. 0(-vyooyeeyeeey oo, --0) =(0,0,0,0,0,0).

4' ([L"y’Z’t’fr’(g)+(...7...’...’...’...7...):(x’y’z’t’/r78)
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Ejercicio 1.1.1.3
En el R-espacio vectorial May3(R) de las matrices de tamano 2 x 3 (dos filas y tres columnas) con
coeficientes reales se consideran los siguientes elementos:

1 2 3 -1 -2 -3
A_<3 2 1) B_<—3 -2 —1)
1 0 0 2 2 3
C_(l 1 1) D_<4 3 2)

Senalar, justificando la respuesta, cudles de las afirmaciones siguientes son correctas.

1.
2.

3.

La matriz B es la opuesta de la matriz Ay A+ (—B) +2C = 2D.
Existen ntimeros reales o y 8 ambos no nulos tales que A = 8D.

SiaB+ BC = D, entonces = —a = 1.

Determina el vector v =34 — B + 56’ + 2D, asi como un vector w tal que v + 3w = A.

1.2

Subespacios Vectoriales. Combinaciones lineales.

Definicién 1.2.1
Se dice que un subconjunto no vacio U de un K-espacio vectorial V es un subespacio vectorial si U
con las operaciones de V es también un K-espacio vectorial.

Los subespacios vectoriales admiten la siguiente caracterizacién.

Proposicién 1.2.1

Un subconjunto no vacio U de un K—-espacio vectorial V' es un subespacio vectorial si y solo si para
todo a1 y az en K y para todo u; y us en U se tiene:

aiu1 + asus € U.

Ejemplo 1.2.1
Se muestran a continuacién algunos ejemplos de subconjuntos de un espacio vectorial que son (o no)
subespacios vectoriales.

El conjunto de los vectores (z,y) en R? verificando x + 2y = —1 no es un subespacio vectorial
de R? como R-espacio vectorial. Si es subespacio vectorial el conjunto de los vectores (z,y)
verificando = + 2y = 0.

El conjunto de los vectores (z,y,2) en R? verificando que z 4+ y + z = 1 no es un subespacio
vectorial de R? como R-espacio vectorial.

El conjunto de los vectores (z,y, z) en R? verificando que = +y+ 2 = 0 es un subespacio vectorial
de R? como R-espacio vectorial.

El conjunto de las matrices diagonales con 5 filas y 5 columnas es un subespacio vectorial de
Ms5 5(R) como R-espacio vectorial.

El conjunto de los polinomios en K[z]| de grado menor o igual que 3 es un subespacio vectorial
de K[z] como K-espacio vectorial.
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L
\I.ﬂ

a0
Py T T T T 17T T

[TTT T T T T T T RIT T
-3 -2 -1 1 2
X

[TTTT T TIT A TT R AT I T T[T T T T[TITT

— Si es subespacio

— No es subespacio

Figura 1.2: No todas los subconjuntos de R? son subespacios

e El conjunto de los polinomios en K|z] de grado igual a 3 no es un subespacio vectorial de K|z]
como K-espacio vectorial.

e El conjunto U = {(z,y,2) € Q% : 2 < 0} no es un subespacio vectorial del Q-espacio vectorial
Q3.

e En el R-espacio vectorial V = {f:R — R : f es aplicacién}, el conjunto W formado por aquellas
aplicaciones de V' que verifican 2f(0) = f(1) es un subespacio vectorial de V.

Con el fin de construir de forma sencilla subespacios vectoriales se introduce a continuacién la
definicién de combinacion lineal. Esto permitird establecer la definicién de subespacio generado por
una familia de vectores.

Definicién 1.2.2
Sea V' un K-espacio vectorial y u,uq, ..., un vectores de V. Se dice que u es una combinacion lineal
de los vectores uq, ..., u, St existen ai,...,a, en K tal que

U =aiuy +aju + ...+ aplm

Es inmediato que si u es combinacién lineal de los vectores w1, ..., Uy, y cada uno de éstos es combi-
nacién lineal de los vectores wi, ..., w;, entonces u es combinaciéon linel de los vectores wq, ..., w;.

Definicion 1.2.3

Sea V' un K-espacio vectorial y S = {uy, ..., un} una familia de vectores de V. Se define (S) como el
subconjunto de V' formado por todos aquellos vectores de V' que son combinacion lineal de los vectores
Uty -y Um-

Observar que:

1. Puesto que la combinacién lineal de dos elementos en (S) es también una combinacién lineal
de los vectores de (S), de acuerdo con la proposicién 1.2.1, se tiene que (S) es un subespacio
vectorial de V.

2. Se tiene asimismo que (S) coincide con la interseccién de todos los subespacios de V' que contienen
asS
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3. (S) es el subespacio vectorial de V' més pequeno de todos aquellos que contienen a S en el sentido
siguiente. Si U es un subespacio de V tal que S C U entonces (S) C U.

Ejemplo 1.2.2
Se muestran a continuacién dos ejemplos de subespacios generados por un conjunto de vectores.

1. En el R-espacio vectorial R?, si S; = {(1,—1)}, (S1) representa la bisectriz del primer y tercer
cuadrante. Para So = {(1,0)}, (S2) representa el eje de abcisas; y si S5 = {(1,-1),(1,0)},
entonces (S3) = R2.

X

-2 -1 " 1 2 3

Lo b gttt 1100 L1 1]
L

=52»

(ORI B B A |

|

'
)

|
w

Figura 1.3: Combinaciones lineales de elementos de R?

2. Si en el R-espacio vectorial M3(R) de las matrices cuadradas de orden 3 se consideran los
subconjuntos

100 10 0 000 00 0
S;={lo 10|} S={looo],[o10],{0 00}
00 1 000 000 00 1

entonces (S7) es el conjunto de matrices escalares (matrices diagonales con todos los elementos
de la diagonal principal iguales) y (S3) es el conjunto de matrices diagonales. u

Todos los espacios vectoriales que vamos a considerar a continuacién van a tener en comun la
propiedad de estar generados por un ntumero finito de vectores: diremos que S = {uy,...,u;,} es un
sistema de generadores de un K-espacio vectorial V' si V' = (S). A los espacios vectoriales que
verifiquen esta propiedad se les denominard espacios vectoriales de tipo finito.

e Los K-espacios vectoriales K", M), ,,(K) y K,[z] son de tipo finito.
e KJx] como K-espacio vectorial no es de tipo finito.

e No es de tipo finito el R-espacio vectorial V.= {f:R — R : f es aplicacién}.

Salvo que se indique explicitamente lo contrario, en todo lo que sigue, espacio vectorial denotard
espacio vectorial de tipo finito.
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0,5+ 1,8
w3 w3

w2 0,6 0,6 v=(-v2+ 3(\2
y=vi-v2

0,4 0,4
| -w2{2 ] w3{2
21 2]
N vl N vl
T T T T T T T T T l]\ TTTTTTTEHT ||||||||||||||||’|’

-1,0 -0,5 no 0,5 1,0 -0,5 -0,25 00NSO,25 05 075 1,0
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-0,6—] 0,6

-0,8— -0,8

1,0 w2 -1,0 w2

Figura 1.4: Dos formas diferentes de expresar v como combinacién lineal de vy, ve, v

La nocién de sistema generador sirve para motivar la introduccién del concepto de vectores lineal-
mente independientes, objeto de la siguiente seccién.

Es fécil comprobar si consideramos V' = R? como R-espacio vectorial, la familia S = {v; =
(1,0),v2 = (1,-1),v3 = (1,1)} es un sistema de generadores de V. Por ejemplo, el vector v = (0, 1)
puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de S de la siguiente forma:

v=1(0,1)=1-(1,0)+ (=1) - (1,=1) +0- (1,1) = v — vy

Pero también

1H4QD:04L®+(—;-@—U+%WLD:%Pm+w)

Las graficas de la figura anterior ilustran este hecho.

La busqueda de la unicidad, i.e. una unica forma de representacion, en la escritura de un vector
como combinacién lineal de aquellos que forman un sistema de generadores es lo que conduce, primero
a la nocién de vectores linealmente independientes y, segundo, al concepto de base.

1.2.1 Ejercicios

Ejercicio 1.2.1.1
Se consideran los siguientes vectores del R-espacio vectorial R?:

U1 = (17 17 _170)71)2 = (172707 1),’03 = (1707 172)
wy = (3,1,1,4),ws = (2,3,-4,—-2), w3 = (0,—1,—1,—1)

1. Escribir tres combinaciones lineales distintas de los vectores wi, wy, ws (que denotaremos por
U1, g y Uu3).

2. Expresar wi, we v w3 como combinaciéon lineal de vy, vo y vs.

3. Expresar los vectores uj, us v uz dados en el primer apartado como combinacién lineal de vy,
V2 ¥ V3.
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4. (Es verdadera o falsa la siguiente afirmacién?: ”Si v = (z,y, z,t) € R* es combinacién lineal de
w1, we Vv w3, entonces v es combinacién lineal de v1, vy y vs.

Ejercicio 1.2.1.2
En el R-espacio vectorial R* se considera el conjunto

U={a(1,1,1,1)+ 5(1,1,-1,-1) : o, B € R}.
Completa cada una de las frases siguientes.
1. U es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores ..........
2. U es un subespacio porque si u1,us € U, entonces ..............
3. U es el subespacio generado por ........ccccceeuneeee.
4. El vector u = (1,1,0,0) pertenece a U porque ..................
5. El vector u = (1,1, —1,0) no pertenece a U porque ..................
Responde a cada una de las cuestiones siguientes:
a) Si S es un subespacio de R* tal que (1,1,1,1) € Sy (1,1,—1,—1) € S, ;es cierto que U C S?
b) Si W = {v(1,1,1,1) + 6(2,2,2,2) : 7,0 € R}, jes cierto que W C U?
c) SiT={v(1,1,0,0) +6(0,0,1,1) + e(—1,—1,3,3) : v, d,e € R}, jes cierto que T'=U?

Ejercicio 1.2.1.3
En el R-espacio vectorial R* define un subespacio U generado por tres vectores, tal que W =
{7(1,1,1,1) 4+ 6(2,2,0,0) : v,6 € R} sea un subespacio de U.

Ejercicio 1.2.1.4
En el R-espacio vectorial R* se consideran los vectores y subespacios siguientes:

vy = (1,1,1,0),v2 = (1,1,0,1),v3 = (1,0,1,1),v4 = (0,1, 1, 1),
S1 = ({v1}), Sa = ({v1,v2}), Sz = ({v1,v2,v3}), Sy = ({v1,v2,v3,v4}).
1. Escribir tres vectores distintos de cada uno de los subespacios 51, 52, S3, S4.
2. Justificar la gréafica anterior.

3. Escribir dos vectores de So que no estén en S7, dos vectores de S3 que no estén en So, y dos
vectores de S4 que no estén en Ss.

4. Si B, = {e1,e2,e3,e4} es la base canénica de R*, se puede expresar cada e; como combinacién
lineal de vy, vo, v, v47

5. ;Se puede afirmar que R* = ({vy,vo,v3,v4})

Ejercicio 1.2.1.5
Se consideran las siguientes familias de vectores del R-espacio vectorial R?:

c={(1,1,1,1),(1,1,1,0)} y S={{(1,1,1,1),(1,1,1,0)})
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1. Indicar la cantidad de vectores que hay en C' y en S.
Comprobar que C no es un subespacio de R?*, y que S si lo es.

Dar un vector de S que no pertenezca a C. jHay algin vector de C' que no esté en S?

- W N

.Se puede decir que C' es un sistema generador de S?

Ejercicio 1.2.1.6

Sea R el cuerpo de los niimeros reales. En el R-espacio vectorial R? se consideran los siguientes
conjuntos.

U= {(z,y) €R? : 32—y > 0}
W ={(z,y) eR*:2>2 y <0}
T = {(z,y) € R*: 52 — 2y = 0}

Si @ € R, definimos aU = {au : u € U}; andlogamente se define aWW y oT. Ademds llamamos
Ux={ou: ueU aecR}; de forma similar T, W,

1. Representa gréficamente U, W, T, (-1)-U,3-W y5-T.
2. Representa graficamente Ux, W, T,
3. {Quiénes de los conjuntos U, W y T son subespacios de R??

Ejercicio 1.2.1.7
Sea R el cuerpo de los ntimeros reales. ;Cudles de los siguientes subconjuntos del R-espacio vectorial
R3 son subespacios vectoriales?

a) R={(r,y,2) € R3: 3z — 8y = 0}.

b) S ={(z,y,2) ER3:2 <0,y =2}.
c) T={(z,y,2) ER3:2€Z~ 6 z € R}
d) U={(x,y,2) e R®: 2% + ¢y = 1}.

d) W={(z,y,2) eR¥:2,y,2 € Q}.

Representa graficamente los conjuntos definidos en los apartados anteriores. Ilustra también las re-
spuestas dadas.

Ejercicio 1.2.1.8

Sea Q el cuerpo de los numeros racionales. Define dos subconjuntos U y W del Q-espacio vectorial
V = Q? tales que U sea subespacio de V y W no lo sea.

Ejercicio 1.2.1.9

Un productor de té comercializa cinco mezclas (M1, ..., M5) de tres tipos diferentes de té (T1, T2,
T3). La composicién de 50 grs. de cada mezcla estd dada por la siguiente tabla.
T T2 T3

M1 /10 20 20
M2 15 10 25
M3]| 12 16 22
M4l 5 30 15
M5\ 20 12 18

;Cudles de las mezclas M3,M4 y M) pueden ser obtenidas de las mezclas M1 y M27?
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Ejercicio 1.2.1.10
Se considera el R-espacio vectorial R?. Determina en cada caso los valores de z y de y, si es posible,
para que:

1. (3,2,z,y) € ({(1,4,-5,2),(1,2,3,1)}).
2. (m,x+1,y,y+1) € ({(1,3,0,2)}).
3. (zyx—1y,y+1) € ({(1,3,0,2)}).

Ejercicio 1.2.1.11
. Cuéles de los siguientes conjuntos son subespacios del R-espacio vectorial R3[X]?

L {p(X) € Rg[X] : p/(X) =3}
2. {X?+1,X}

3. {p(X) e R3[X] : p(0) = 0}
4. {aX : a€R}

Ejercicio 1.2.1.12
Se considera el R-espacio vectorial R? y los siguientes subespacios de R?.

U=({(14,-5),(1,2,3)})
W ={a(1,-1,0)+ £(1,2,3) : o, 5 € R}
1. Da un subespacio T' de R3 tal que T # {6}, TcUyTCW.
2. Da un subespacio S de R3 tal que U C Sy W C S.

3. Siendo S el subespacio dado en el apartado anterior, jes cierto que S = R3?

1.3 Independencia lineal. Bases.

Definicién 1.3.1

Sea V' un K-espacio vectorial y uq,...,u, vectores de V. Se dice que los vectores uq, ..., U, Son
linealmente independientes (o que la familia {uy, ..., uy,} es libre) si se verifica la siguiente condicidn:

ajul +asue + ...+ oy, =0 — a1 =0,a0=0,...,0,, =0

En otras palabras, los vectores u1, ..., u, son linealmente independientes si y sélo si la tinica forma
de escribir el vector 0 como combinacion lineal de los vectores ui,...,u, es aquélla en la que todos
los escalares involucrados son iguales a 0.

Ejemplo 1.3.1
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e Los vectores (1,1) y (1,—1) de R? como R-espacio vectorial son linealmente independientes
puesto que:

a1(1,1) + as(1, 1) = (0,0) = ator=0 0 ay=0
Oél—OéQZO

En cambio, y dentro del mismo espacio vectorial, los vectores (1,1), (1,—1) y (1,0) no son
linealmente independientes puesto que:

(0,0) = 0(1,1) + 0(1, —1) + 0(1,0) = %(1, 1)+ %(1, 1)+ (—1)(1,0)

e En el R-espacio vectorial R3[X] de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que
3, los vectores 1, X, X3 son linealmente independientes. También son linealmente independientes
los vectores 1 — X v X2, y son linealmente dependientes los vectores 1 — X, X + X?2,2,3X?2. Esta
ultima afirmacién queda justificada mediante la siguiente igualdad.

3
3X2—3(X2+X)—3(1—X)—§2:0

e En el R-espacio vectorial V' = {f:R — R : f es aplicacién} las funciones f(z) = cos(x), g(x) =
sen(z), h(x) = = son linealmente independientes.

Supongamos que a.f + Sg + vh es la aplicacién nula. Por tanto,
acos(z) + fBsen(x) + yr =0 para todo ndmero real  x.
En particular, si x = 0, se deduce que o = 0 y se tiene
Bsen(z) +yxr =0 para todo nimero real  z.
Si se hace x = 7, se obtiene v = 0, y en consecuencia

Bsen(x) =0 para todo nimero real .
7T .
Para z = 5 es obligado que 3 sea 0.

e En el Q-espacio vectorial R la familia {1,1/2} es libre. Si en la combinacién «- 1+ 3-v2 =0
con o, f € Q se tuviese 8 # 0, v/2 podria escribirse como cociente de dos niimeros racionales, y
por tanto seria racional. Al ser falsa esta conclusién, debe ser 5 = 0, y entonces a = 0.

Si R se considera como R-espacio vectorial, es inmediato que la familia {1,v/2} es ligada puesto
que se puede escribir (—v/2) -1+ 1-+v/2=0.

Una situacién ansloga se tiene para la familia {1, v/2,v/3}.

Si los vectores uy,...,u, no son linealmente independientes diremos que son linealmente de-
pendientes o que {uy,...,u;,} es una familia ligada.

La siguiente proposicién recoge un conjunto de propiedades de la independencia lineal que seran
muy utiles en todo lo que sigue.

Proposicién 1.3.1
Sea V' un K-espacio vectorial y S = {uy,...,un} una familia de vectores en V.
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~

. 810 €S entonces S es una familia ligada.
Si en S hay dos vectores repetidos entonces S es una familia ligada.

Si S es una familia libre entonces, para todo i, S — {u;} es una familia libre.

e e

Si S es una familia ligada y w es un vector cualquiera de V' entonces S U{w} es una familia
ligada.

©

S es una familia ligada si y sélo si existe un vector u; en S que es combinacion lineal de los
vectores de S — {u;}.

6. Si S es una familia libre y w & (S) entonces S U{w} es una familia libre.

7. u1 y ug son linealmente dependientes si y solo si existe o € K tal que up = aus

El siguiente teorema muestra como, en los espacios vectoriales de tipo finito, las familias libres
tienen a lo sumo tantos elementos como el ntimero de vectores en cualquier sistema de generadores
del espacio vectorial considerado.

Teorema 1.3.1
Sea V' un K-espacio vectorial y S = {uy,...,un} una familia de vectores en V tal que V = (S). Si
T =A{w1,...,wn} es una familia libre de vectores en V' entonces m < n.

Aplicando este teorema es inmediato deducir que:
e En K", como K-espacio vectorial, las familias libres de vectores tienen a lo sumo n elementos.

e En M, »(K), como K-espacio vectorial, las familias libres de vectores tienen a lo sumo nm
elementos.

e En K,[z], como K-espacio vectorial, las familias libres de vectores tienen a lo sumo n + 1
elementos.

e En {(z,y,2) € R® : 2 +y + 2z = 0}, como R-espacio vectorial, las familias libres de vectores
tienen a lo sumo 3 elementos.

e En {A € M,,(K): A essimétrica}, como K-espacio vectorial, las familias libres de vectores
tienen a lo sumo n(n + 1)/2 elementos.

La nocién fundamental de esta seccion es el concepto de base. De acuerdo con lo ya reseiado al
final de la seccién anterior, el principal defecto de los sistemas generadores se encuentra en la falta de
unicidad a la hora de representar un vector como combinacién lineal de los vectores de los mismos.
Este problema se resuelve exigiendo la independencia lineal a los vectores en el sistema generador.

Definicién 1.3.2
Sea V' un K-espacio vectorial y S = {u1,...,un} una familia de vectores en V. Se dice que S es una
base de V si S es una familia libre y S es un sistema de generadores de V.

Proposicién 1.3.2

Sea V' un K-espacio vectorial y S = {uy,...,u,} una familia de vectores en V. La familia S es una
base de V si y sdlo si todo vector de V' se escribe, de forma unica, como combinacion lineal de los
vectores de S.
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Sobre el concepto dado a continuacion se insistird en lecciones posteriores, pero lo visto en el
resultado anterior permite introducirlo aqui:

Definicién 1.3.3
Sea V' un K-espacio vectorial y B = {uy,...,un} una base de V. Por la proposicion precedente, se
sabe que la forma de escribir un vector cualquiera v € V. como

V= aqiu] +aug + ...+ anun,

es unica. Tal unicidad permite establecer esta nueva definicion.
La n-upla (aq, g, -+, ) € K™ recibe el nombre de coordenadas de v respecto de la base B.

A la vista de todo lo anterior se debe indicar aqui que, si bien la definicién de base se ha realizado
para un conjunto de vectores, a partir de ahora el orden en el que se escriben los vectores en una base
es importante puesto que ese orden marca quienes han de ser las coordenadas de un vector respecto
de una base. Asi, si {uj,u2} es una base de un espacio vectorial V' y las coordenadas de un vector v
son (aq, ) entonces {ug, u1 } también es una base de V' y las coordenadas de v respecto de esta base
son (g, a).

Para cada uno los ejemplos de espacios vectoriales que hemos estado manejando hasta ahora, existe
una “base candnica”, una base que es especialmente sencilla de describir y respecto de la cudl es facil
expresar cualquier vector:

e En K", como K-espacio vectorial:

1 en lugar i)

B={ei,...,en} donde e¢; =(0,---,0,1,0,---,0) Vi

e En M, ,,(K), como K-espacio vectorial:

0 0 0
B={A,...,Aun} donde A;;= 0 1 O
0 o 0
e En K,[z], como K-espacio vectorial:
B={1,z,2% ..., 2" 2"}

A continuacién se muestran, entre otras propiedades, que todo espacio vectorial de tipo finito tiene,
al menos, una base, que dos bases distintas de un mismo espacio vectorial tienen siempre el mismo
numero de elementos (lo cual conduce al concepto de dimensién) y que toda familia libre de vectores
puede extenderse a una base.

Teorema 1.3.2
Sea V' un K-espacio vectorial de tipo finito y S = {u1,...,un} un sistema de generadores de V.
Entonces existe un subconjunto T de S tal que T es una base de V.

Corolario 1.3.1
Todo espacio vectorial de tipo finito tiene una base.
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Sea V' un K-espacio vectorial y &1 = {u1,...,un} v So = {w1,...,w,} bases de V. Aplicando
el teorema 1.3.1 a &1 como sistema generador de V' y a Sy como familia libre se obtiene que n <
m. Reciprocamente, intercambiando los papeles de §1 y Sz, obtenemos m < n. Con esto queda
demostrado el siguiente teorema, que motiva la definicion de dimension de un espacio vectorial de tipo
finito.

Teorema 1.3.3
En un K-espacio vectorial de tipo finito V' todas las bases poseen el mismo nimero de elementos. Se

define, por ello, la dimensién de V', dim(V'), como el nimero de elementos en una base cualquiera
de V.

Asi, como K-espacios vectoriales, se tiene que dim(K") = n, dim(M,, ,,(K)) = nm y dim(K,[z]) =
n+ 1.

La siguiente proposicion, de nuevo consecuencia del teorema 1.3.1, muestra cémo el conocimiento
de la dimension de un espacio vectorial simplifica la caracterizacién de sus bases.

Proposicién 1.3.3
Sea V' un K-espacio vectorial de tipo finito y dim(V') = n.

1. SiV = ({uy,...,um}) entonces n < m.
2. Siuy,...,un son linealmente independientes entonces m < n.
3. 81V ={u,...,u,}) entonces {uy,...,un} es una base de V.

4. Stuy,...,u, son linealmente independientes entonces {u1,...,u,} es una base de V.

De acuerdo con los apartados 2 y 3 de la proposiciéon anterior si un conjunto de m vectores de
V' linealmente independientes no es una base de V' entonces m < dim(V'). El Teorema de la Base
Incompleta muestra como esta familia de vectores puede extenderse a una base de V.

Teorema 1.3.4 (Teorema de la Base Incompleta)

Sea V' un K-espacio vectorial y B = {v1,...,v,} una base de V. Si wy,...,w,, son vectores de V
linealmente independientes entonces existen n — m wvectores, vy, ...,v;, ., en B tal que la familia
{wi, ..., W,y ... v, } es una base de V.

Es una consecuencia obvia que los subespacio de un espacios vectorial de tipo finito también son de
tipo finito. Ademads, como consecuencia inmediata del Teorema de la Base Incompleta (teorema 1.3.4)
se tiene que la dimension de un subespacio siempre es menor o igual que la dimension del espacio
vectorial en el que se encuentra. Todo esto se recoge en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 1.3.4
Sea V' un K-espacio vectorial y U un subespacio vectorial de V. Entonces U es un K—espacio vectorial

de tipo finito y, ademds, dim(U) < dim(V'). Si dim(U) = dim(V), entonces U = V.
1.3.1 Ejercicios

Ejercicio 1.3.1.1
Sean vy = (0,1,1,0) y v2 = (1,0,0,1) dos vectores de R*.

1. Demostrar que v y v2 son linealmente independientes.
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. Sea S el subespacio generado por v; y ve, jes cierto que S = {(a,b,b,a) : a,b € R}?

. Dar un vector w que no esté en S y probar que {vi,vs,,w} es una parte libre de R*.

Sea T el subespacio generado por el conjunto de vectores {vy, ve, w} del apartado anterior. Hallar
un vector u no perteneciente a 7'y probar que R* = ({vy, vo, w, u}).

Ejercicio 1.3.1.2
Sea G el siguiente conjunto de vectores del R-espacio vectorial R*:

3.
4.

G={v1=(1,-1,0,1),v2 = (1,1,2,1),v3 = (1,0,1,1),v4 = (4,1,5,4)}

. Comprobar que G es ligada, y eliminar de G el menor niimero de vectores posible para llegar a

una familia libre L.

. (Es cierto que (G) = (L)?

,Cudl es el nimero maximo de vectores linealmente independientes que hay en (L)?

Afiade a L cuantos vectores sean necesarios para llegar a una familia libre F' tal que R* = (F)

Ejercicio 1.3.1.3
Sea C el cuerpo de los nimeros complejos y R el de los reales. Se consideran los espacios vectoriales
siguientes:

1.
2.

3.

(C27+7'C) (C2a+7'R>
Comprobar que (1 —¢)(1+1,2i) + (—2)(1,i+ 1) = (0,0)
En (C2%,+,¢), los vectores (1 +14,2i) y (1,4 + 1) son linealmente independientes? ;Por qué?

En (C2,+, r), {los vectores (1 +1,2i) y (1,4 + 1) son linealmente independientes? ;Por qué?

Ejercicio 1.3.1.4
En R? se consideran los conjuntos de vectores:

B={(0,1),(2,1)} vy B = {(2,2),(2,-1)}

. Probar que B es base de R2.
. Escribir, si es posible, cada vector de B en funcién de B’.

. ;Si v es combinacién lineal de B, v es combinacidn lineal de B'?

.Es B’ sistema generador de R?? ;Es B’ base de R??

. Dar una representacién grafica de By de B’ y de la forma de expresar el vector v = (3, —4) en

funcién de cada una de esas familias de vectores.

Ejercicio 1.3.1.5
En R? se considera el siguiente conjunto de vectores:

1.

G={(z,y) eR?*: 3<x<1l,y=1}

.Es G es subespacio de R??
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2.

3.
4.

Demostrar que los vectores v1 = (—3,1) y v2 = (1,1) forman una base de R.
Expresar cada vector de G en funcién de B = {v1,v2}. Representar graficamente este resultado.

i Serfa correcto decir que B es una base de G7

Ejercicio 1.3.1.6
En R? se consideran los conjuntos de vectores:

3.
4.

B=1{(0,0,1),(0,2,1),(3,2,1)} y B ={(2,1,0),(0,2,1),(2,0,1)}

. Probar que B es base de R3.

. Escribir, si es posible, cada vector de B en funcién de B'.

.Si v es combinacién lineal de B, v es combinacién lineal de B'?

.Es B’ sistema generador de R3? ;Es B’ base de R3?

Ejercicio 1.3.1.7
Sea V' el R-espacio vectorial May3(R) de las matrices de tamano 2 x 3 con coeficientes reales, y sea
U el siguiente subespacio de V'

5.

ail a2 as
U={ ta1 + a1z = 0,a21 + age —agzz = 0,a;3 = 0}.
az a2 a3

. Escribir tres elementos (concretos) My, Ma, M3 de U que sean linealmente independientes.

. (Todo vector de U se puede expresar de la forma

=1 0Y (0 0 0) (0 0 0),
“No o0 o0 101/ o 1 1)°

. (Es posible anadir a las matrices M7, My, M3 dadas en el primer apartado un cuarto elemento

My € U tal que la familia { My, My, M3, My} sea libre? Dar dos bases distintas de U.

Es posible afiadir a las matrices M7y, My, M3 dadas en el primer apartado un cuarto elemento
My €V tal que la familia { M7, My, M3, My} sea libre (en V')?

Hallar vectores My, M5, Mg de V tales que { My, My, M3, My, M5, Mg} sea base de V.

Ejercicio 1.3.1.8

Sea V = R3[X] es conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 3. Dar
dos bases B y B’ diferentes de V' y expresar cada vector de B como combinacién lineal de los vectores
de B’ y reciprocamente.

Ejercicio 1.3.1.9
. Cuéles son las coordenadas del vector v = (1,2,3,4) € R* respecto de la base B = {v1.v2,v3,v4}
siendo v; = (4,3,2,1), va = (3,2,1,0), v3 = (2,1,0,0), v4s = (1,0,0,0).

Ejercicio 1.3.1.10

Sean V un K-espacio vectorial y L = {v1, va, - -+, v40} una parte libre de V. ;Cuéles de las afirmaciones
siguientes son verdaderas?
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1. dim(V)> 40

2. Si L es sistema generador, entonces dim (V)= 40
3. dim(V)=40

4. Existe S C L tal que S es sistema generador de V'

Ejercicio 1.3.1.11
Sean V un K-espacio vectorial y sea S = {v1,v9,---,v6} un sistema generador de V. ;Cuéles de las
afirmaciones siguientes son verdaderas?

1. dim(V)< 6
2. Si S parte libre, entonces dim(V')= 6
3. dim(V)>6

Ejercicio 1.3.1.12
Se considera el R-espacio vectorial V' = R%*. ;Cudles de los siguientes subespacios de V tienen di-
mensién 27

1. Th= <{(17 1, 170)7 (_172737_1)}>
2. Th = <{(17 1,0, 1)) (_1)27370)7 (O> -3, -3, _1)}>
3. Ts ={(z,y,2,t) €V : 20—y =0, 2+ 2t =0}

4. Ty ={(z,y,2,t) €V : 2z —y+ z+ 2t =0}

1.4 Suma e interseccién de subespacios. Suma directa

Si V' es un K—espacio vectorial y Uy y Us son subespacios vectoriales de V' es muy facil demostrar,
usando la proposicién 1.2.1, que la intersecciéon de Uy y Us, es decir U; NUs, es un subespacio vectorial
de V. Andlogamente se obtiene el mismo resultado para la intersecciéon de una familia cualquiera de
subespacios de V.

Sin embargo para la unién de subespacios no es posible asegurar un resultado analogo, como
muestra el siguiente ejemplo en el R-espacio vectorial R?:

Ur=({u=(1L1}, Us={u=(01-1}
Uy = (1,1) cUiUUs, wus= (1,—1) ceUiulUs, up+us= (2,0) ¢ Uy UUs

Este comportamiento de la unién de subespacios es lo que motiva la definicién del subespacio suma
de Uy y Us como
Ui +U; = <U1 U U2>

esto es, como el més pequernio de los subespacios de V' que contienen a U; UUs. Si Uy y Us son de tipo
finito se tiene, de acuerdo con la definicion de subespacio suma, que:

U, = <{’LU1,...,’LUS}>, Us; = <{’L)1,...,’Ut}> = U; +U; = ({wl,...,wm,vl,...,vt}>

A continuacién se muestra la razoén por la que a este nuevo subespacio se le denomina subespacio
suma: todo vector en U; + Uy es suma de un vector en U; y de otro vector en Us.
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3

1==ul>

U2=<u2>
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Lova o by by gy

Figura 1.5: Combinacién lineal de vectores de Uy U Us que no esta en Uy U Uy

Proposicién 1.4.1
Sea V' un K-espacio vectorial y Uy y Us subespacios vectoriales de V. Entonces:

U1—|—U2:{U1+’022U1 GUl,’UzEUQ}

Anilogamente para s subespacios de V se tiene:
Ui+ Us+ ...+ Us = (U1 UUU...UUs)
y es muy sencillo demostrar:
Up+Us+...+Us={vi+ve+...+vs:v1 €Up,v3 € Us...,vs5 € Us}
De la definicién de Uy + Us se deduce claramente que siempre se verifica la siguiente desigualdad
dim(U; + Usy) < dim(Uy) + dim(Us)

ya que la unién de dos bases By y Bo de Uy y Us nos proporciona, a lo sumo, un sistema de generadores
de Uy + Us. No es dificil probar la siguiente equivalencia

B; UBy basede Uy + Uy <= U1ﬁU2={0}
que también puede expresarse como
dim(U; + Up) = dim(U;) + dim(Uy) <= Uy NU; = {0}

equivalencia que motiva la definicién de suma directa de dos subespacios y la introduccién de la
férmula de Grasmann que proporciona la relacién existente entre las dimensiones de los subespacios

Uy, Uz, Uy + Uz y Uy NUs.

Definicion 1.4.1
Sea V' un K-espacio vectorial y Uy y Us subespacios vectoriales de V. Se dice que la suma de Uy y Us,
Ui + Us, es directa si Uy N Uy = {0}. En tal caso escribiremos Uy + Uy = Uy @ Uy
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Teorema 1.4.1 (Formula de Grasmann)
Sea V' un K-espacio vectorial y Uy y Us subespacios vectoriales de V. Entonces:

d1m(U1 + Uz) = dlm(Ul) + dlm(Ug) — d1m(U1 N UQ)

Ya hemos mostrado que la suma de dos subespacios es directa si y sélo si la unién de las bases de
los subespacios es una base del subespacio. La siguiente proposicién muestra como refinar el resultado
de la proposicién 1.4.1 que describia de forma precisa los elementos del subespacio Uy + Us.

Proposicién 1.4.2
Sea V' un K-espacio vectorial y Uy y Uy subespacios vectoriales de V. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. La suma de Uy y Us es directa.
2. La union de dos bases cualesquiera de Uy y Us es una base de Uy 4 Us.

3. Todo vector de Uy + Uy se escribe, de forma tnica, como suma de un vector en Uy y de un
vector en Us.

Se finaliza el capitulo generalizando todo lo anterior al caso de la suma de méas de dos sube-
spacios. Para ello se nota en primer lugar que si se quieren mantener las propiedades 2 y 3 de la
proposicién anterior no se puede definir la suma directa de s subespacios mediante condiciones sobre
sus intersecciones. Si en R?, como R-espacio vectorial, se consideran los subespacios

U = <{(1,0,0), (07071>}>7 Uy = ({(0,1,0)}>, Us = <{(1, 1,0)}>,

se tiene

UlﬂUgﬂngUlﬂUQ:UQQU?,:UlﬂUg:{O}

pero ni la unién de sus bases no es una base de Uy + Uy + Us, ni todo vector de Uy 4+ Us + Us se escribe
de forma tnica como suma de un vector en Uy, de un vector en Us y de un vector en Us:

(0,0,0) = (0,0,0) + (0,0,0) + (0,0,0) = (1,0,0) + (0,1,0) + (-1, —1,0)

Definiciéon 1.4.2

Sea V' un K-espacio vectorial y Uy, ...,Us subespacios vectoriales de V. Se dice que la suma de
Ui,...,Us es directa, y escribiremos U1 @ ... DU, si todo vector de Uy +. ..+ Uy se escribe, de forma
Unica, como suma de un vector en Uy, de un vector en Us, ..., y de un vector en Us.

Proposicién 1.4.3
Sea V' un K-espacio vectorial y Uy, ...,Us subespacios vectoriales de V. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. La suma de Uy,...,Us es directa.

2. La union de s bases cualesquiera de Uy, ...,Us es una base de Uy + ...+ Us.

Notar finalmente que si la suma U; + ... + Us es directa entonces la interseccién de cualquier
nimero de subespacios en {Uy,...,Us} es igual a {0}.

Ejemplo 1.4.1
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e Sea M el conjunto de matrices 2 x 3 con coeficientes reales, y U y W los subespacios siguientes.

a a a
U={M= """ "2 "3 c M:2a1, +ags = a3}
a1 Qa2 a3

12 0 0
W={MeM:M[1 -1 _< )}
0 o 00

Es facil deducir que una base de U es
By = { 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O }
v=Wo o 2/)'\ooo/’\ooo/’\1t oo0/’\0 11

y una base de W es
0 0 1 0 0 0
BW_{<0 0 0)’(0 0 1>}

Utilizando las bases obtenidas uno puede comprobar que

vow—<(§ 0 1)

De la férmula de las dimensiones, se deduce que U + W = M.
e Se considera el R-espacio vectorial V = RS | y los siguientes subespacios de V:
U={(z,y,2,m,8t) eRC:x+y+2=0r+s+t=0}
W ={(z,y,z,r,5t) eRC 1z —y=0,2—2=0,r—s=0,r—t =0}
Puesto que un vector v = (z,y, z,7,s,t) € UNW siy sélo si
z+y+2=0r+s+t=02z—y=0r—2=0,r—s=0,r—¢t=0
podemos deducir que el inico vetor que estd en U N W es el vector nulo.
Una base de U es
By ={(1,-1,0,0,0,0),(1,0,-1,0,0,0),(0,0,0,1,-1,0),(0,0,0,1,0,—1)}

Una base de W es
Bw ={(1,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1)}

La férmula de Grasmann nos asegura que la dimension de U + W es 6, y que dicho subespacio
es por tanto todo RS, Como UNW = {0}, RS =U & W.

e En el R-espacio vectorial R* se consideran los subespacios
W ={(z,y,2,t) ER*:z +y+ 2=0,t =0}

U=1{(2a,—a+b,—a+3b0):a,be R}

Un vector v que esté tanto en U como en W, verificard 2a + (—a + b) + (—a + 3b) = 0, y se
tendra que
veUNW << wv=a(2,-1,-1,0)

esto es, UNW =< {(2,—1,—1)} >. Para hallar una base de U + W consideramos una de
UNW y la ampliamos sucesivamente a una de U y a una de W. Asi una base de U + W es
B = {((27 -1, _1)’ (07 1, -1, 0)7 (O> L, 3)}
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1.4.1 Ejercicios

Ejercicio 1.4.1.1
Se consideran los vectores de R? siguientes v; = (2,4,6), vo = (—1,2,1), v3 = (—8,—-8,-16) y
v1 = (6,4,10).

1. ;Es la familia de vectores anterior libre? ;Es base de R3?

2. ;Se puede obtener una base de R? eliminando alguno de los vectores v;? (Es el vector (1,0,0)
combinacién lineal de la familia (vy,ve,v3,v4)?

3. Sea S = ({v1,vs,v3,v4}). Determina un subespacio T' de R? tal que R® = S @ T.

Ejercicio 1.4.1.2
Sean U y W los subespacios de R* siguientes:

U={(z,y,2,t) eR*: 2+ 2y +32=0,3y + 22+t = 0}
W = ({(—4,1,1,0),(~1,0,0,~5)})
1. Demostrar que By = {(—2,1,0,—3),(—3,0,1,—2)} es una base de U.
2. Hallar una base de W.

3. Sea v un vector de R* de la forma (—4a — 8, a, a, —53) tal que a — 8 = 0. ;Puede decirse que
veUNW?

4. Deducir que UNW = ({(—=5,1,1,-5)}).
5. Hallar una base de U + W, pero antes de obtenerla determinar dim(U + W).

Ejercicio 1.4.1.3
Se considera el R-espacio vectorial V = R3 y los siguientes subespacios

U=({(1,1,2),(3,4,00)), W={(z,y,2) €V : 2 =0, 6y + 2z = 0}

;,Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. UnW = {0}
2. WcU
3. U+W=R3
4. U=W

Ejercicio 1.4.1.4
En el R-espacio vectorial R®

1. Dar una base de R® distinta de la base canénica.
2. Dar dos subespacios U y W de R® tales que dim(U) = 2, dim(W) =3y UNW # {0}.
3. Hallar una base de U + W.

4. Hallar un subespacio 7' de R® tal que (U + W) @ T = R®.
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Ejercicio 1.4.1.5
Sea U el siguiente subespacio de R>:

U= {(z,y,2,t,u) €ER® : x+y+2=0,t+u=0}.
;,Cudles de los subespacios W; siguientes satisfacen la condicién
UeW;=R"?
1. Wi ={(z,y,2,t,u) ER® : x+y+2z+t+u=0}
2. Wy =({(1,0,-2,1,0),(0,1,0,3,—4)}).
3. Wy ={(z,y,2,t,u) €ER® : 2 +2y=0,2=u=0}

Ejercicio 1.4.1.6
Sea U el siguiente subespacio del R-espacio vectorial R*:

U={(z,y,2,t) R : 242y =0,32—t=0}.
;,Cudles de las afirmaciones siguientes son ciertas?
1. Si Wy = ({(1,1,1,1)}), entonces la suma de U y W es directa: U & Wj.
2. Si Wy = ({(—2,1,1,3)}), entonces W esta contenido en U: Wy C U.
3. Wi ={(z,y,2,t) € R* : £+ 2y =0}, entonces U N W3 =U.
4. Wy ={(z,y,2,t) ER* : 2 +y+2=0,t =0}, entonces U & W, = R%.

Ejercicio 1.4.1.7
En el R-espacio vectorial VV = R? se consideran los siguientes subespacios

U=({1,1,1,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1)})
W={(z,y,z,t,u) eV :2x4+2y—3u=0,2y—t—u=0,z+y—z—t=0}
1. Determinar bases de UNW y U + W.
2. (Es U+ W = V? En caso negativo, dar un subespacio T'de V tal que V.= (U+W)® T

3. Sea v = (z,y, 2,t,u) un vector cualquiera de V. Determinar las coordenadas de v respecto de la
siguiente base de V.

By ={(1,1,1,1,1),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1),(3,0,4,-1,1),(0,0,0,0,1)}

Ejercicio 1.4.1.8
Sea U y W los siguientes subespacios del espacio vectorial real R4%4:

U= {(I‘l,ﬂj‘g,...,l‘454) €R454:$1+x2+...—|—$454 :0}

W = {(I’l,xQ,...,$454) €R454::L‘1 =9 =... ::L‘454}

T ={(z1,22,...,2450) ER® 12y 4+ 20 =0, 2; =0 i=3,4,...,454}
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1. Halla bases de U, W y T.
2. Comprueba que dim U + dim W = 454 = dim R**. ;Es cierto que R¥* = U @ W?

3. Comprueba que dimU + dim T = 454 = dim R**. ;Puede decirse que R** = U @ T? ;Quién
esUNT?

R454

4. Expresa todo vector de como suma de un vector de U y de un vector de W.

Ejercicio 1.4.1.9
Se considera el R-espacio vectorial V = R*, y sea U el siguiente subespacio de V:

U={(z,y,2t) € R : 20 +y—32=0}
;Cudles de las afirmaciones dadas a a continuacion son verdaderas?
1. ({(1,-2,0,0),(0,3,1.0)}) es base de U.

2. U tiene dimension 3.

w

W ={(2,y,2,t) ER* : x4+y—2=0, r— 22z =0} es un subespacio de U.

4. No existe un subespacio T de R* tal que U & W = R*.
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1.5 Problemas de Espacios Vectoriales

Problema 1.5.1
Sea Q el cuerpo de los numeros racionales. ;Ctales de los siguientes subconjuntos del Q-espacio
vectorial Q3 son subespacios vectoriales?

a) R={(v,y,2) € Q*: 3z — 8y =0}.
b) S ={(z,y,2) € Q®: 3z — 8y = 4}.

c) T={(z,y,2) €Q®:2€Z" 6 xcQ}.

Problema 1.5.2
Sea V un K-espacio vectorial no nulo, donde K =Q, R o C.

a) Demuestra que V' posee un n9 infinito de vectores.

b) Sea {u,v} una familia libre de vectores de V' y a,b € K con b # 0. Prueba que la familia
{bu,au + v} es también libre.

¢) Sean u, v, w vectores de V' linealmente independientes Prueba que también u+v, u—v, u—2v+w
son linealmente independientes.

d) Para V =R?y K = R, estudia si cada uno de los conjuntos de vectores siguientes es un sistema
libre o un sistema dependiente:

S={@3,1,1),(1,3,1),(1,1,3)}
T={(3,21),(1,-3,2),(—-1,-2,3)}

e) Para V = C? y K = C, estudia si cada uno de los conjuntos de vectores siguientes es linealmente
dependiente o independiente:

S = {(1,0, ), (0,4, ~1), (i, 1,1 +4)}

T={(1,i,—1),(0,1,1+24),(1,1+4,—-1)}

Problema 1.5.3
Prueba que la familia {1 + X, X + X2, 1 + X?} es un sistema generador libre de

Qo[ X] = {p(X) € Q[X] : grado(p(X)) < 2}

Escribe 3 4+ 2X + 5X2 como combinacién lineal de la familia anterior.

Problema 1.5.4
Decir, razonadamente, si es verdadera o falsa cada una de las afirmaciones siguientes.
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1. Se considera el siguiente conjunto de vectores de R?
S={(1,1,1),(1,a* + 1,a + 1),(1,a®> +1,2a)} cona €R

Entonces para todo a € R se verifica que la dimensién del subespacio generado por S es mayor
que 1.

2. En el C-espacio vectorial C? el conjunto de vectores {(1,1), (i,1)} es base.

3. En el R-espacio vectorial R? existen vectores vy, vs,v3 linealmente dependientes tal que vy, vo
son linealmente independientes, v, v3 son linealmente independientes, asi como también lo son
V2, V3.

Problema 1.5.5
Di razonadamente si es verdadera o falsa cada una de las afirmaciones siguientes:
En un espacio vectorial

a) Todo vector es combinacién lineal, de forma tnica, de un sistema generador.
b) Todo vector es combinacién lineal, de forma tinica, de una familia libre.

¢) Siun vector es combinacién lineal de una familia libre, los coeficientes son tnicos.

Problema 1.5.6

Demuestra que en el R - espacio vectorial R? ninguno de los vectores v; = (—1,—1,1), v2(0,0,1)
depende linealmente de S = {w = (1,1,0)}. {Es w combinacién lineal de los vectores vy y va?

Di si es verdadera o falsa la afirmacién siguiente:

Aunque ninguno de los vectores vi, va, ..., v, dependa linealmente de un sistema S =
{wi,wa, ..., wy}, puede ocurrir que alguna combinacion lineal de aquellos dependa lineal-
mente de S.

Problema 1.5.7

Sean v y v dos vectores distintos de un K - espacio vectorial V. Analiza si algunos de los vectores
(24 a)u+(3—a)v con a € K pueden ser iguales. ; Es S = {(2+a)u+(3—a)v : @ € K} un subespacio
vectorial de V'?

Problema 1.5.8
En el R - espacio vectorial R4[X] se consideran los conjuntos de vectores siguientes: S = {2 — X, 1+
X2 X+ X3}y T={1,X2.

e Prueba que S y T son libres y que todo vector de T' es linealmente independiente de S.
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e Establece una combinacién lineal nula de los vectores {2 — X, 1+ X2, X 4+ X3, 1, X2} en la que
no todos los escalares de la misma sean cero.
e Di si es verdadera o falsa la afirmacion siguiente:

Si en un K - espacio vectorial V, S = {vi,va,...,vp} y T = {w1,wa,...,wg} son sis-
temas libres y todo vector de T' es linealmente independiente de S entonces el conjunto
SUT es un sistema libre.

Problema 1.5.9
Considera los siguientes subconjuntos de R*

S = {(5a _27374)7 (1>O7 _170)7 (77 _3a 5a6)}
7, ={(1,0,0,0),(1,-1,1,-1),(1,1,1,1),(1,2,3,4)}
-5 13 =5 7
TQ = {(6, 7,4, 5)7 (].].7 —3, 1,6), (?, 7, 5,

1. Determina una base B del subespacio generado por S.

5),(-3,1,-1,-2)}

2. Extiende el conjunto B hallado anteriormente a una base de R* afiadiendo, si es posible, vectores
de T1 .

3. Realiza el mismo ejercicio que en el apartado anterior pero teniendo en cuenta T5.

Problema 1.5.10
Sea V' el R-espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 3.
En V se consideran los siguientes subconjuntos:

W={pX)eV:p(0)=0} v T={pX)eV:p'Q1) =0}

donde p'(X) y p”(X) representan, respectivamente, la derivada primera y la derivada segunda del
polinomio p(X).

a) Demuestra que W y T son subespacios vectoriales de V.
b) Determina bases de W y T, asi como del subespacio W N T.

c¢) Determina, si existe, una base de un subespacio U tal que U @ (W NT) =1V.

Problema 1.5.11
Se considera el R-espacio vectorial V' = R5.

a) Da un subespacio vectorial U de V' de dimensién 2.

b) Da dos subespacios distintos Wy W/ de V talesque V=W aUy V=W aU.



28 LECCION 1. ESPACIOS VECTORIALES

¢) Para los subespacios que hayas dado en b), determina W N W".

d) (En algin caso hubieras podido encontrar subespacios W y W’ con las condiciones de b) y
wWnw' ={0}?

Problema 1.5.12
En R3 se considera la base canénica {ej,e2,e3}, v los subespacios W = ({e1,e2}), W' = ({e3}) vy
W = ({e2 + es}).

a) Prueba que RE=W + W' + W'y WnW =WnW" =W nWw"={0}.
b) (EsRE=W oW oW"?

Problema 1.5.13

En el R-espacio vectorial R* se consideran dos subespacios U y W tales que dimU = r > 1y
dim W = s > 1. Determinar todos los posibles valores de r y de s para que la suma U + W pueda ser
directa.

Problema 1.5.14
Considera los subespacios de R3 siguientes.

S=({(1,1,2),(1,-1,3)}) vy T ={(a,3a — 2b,a+b) : a,b € R}

Determina bases de S, T, SNT y S+ T. ;EsR3 =S @ T?

Problema 1.5.15
18 Sea V' un espacio vectorial n-dimensional y W y W’ dos subespacios de V.

e Supuesto que W NW’' = {0}

1. Demuestra que existe un subespacio U tal que V = U + W. Dicho subespacio U, jes tnico?
2. ;Existe un subespacio U tal que V=W o U y W' Cc U?
3. (Existe un subespacio W” tal que V.=W @ W' ¢ W"?

e SiV=W+W’' Pruebaque V=W & W'siy sélosi dimV = dim W + dim W".

Problema 1.5.16
Sea M, (R) el R—espacio vectorial de matrices n x n con coeficientes reales.

a) Demuestra que el conjunto W formado por todas las matrices (a;;) tales que a;; = 0 para i > j
es un subespacio de M, (R).



1.5. PROBLEMAS DE ESPACIOS VECTORIALES 29

b) Admitiendo que W' = {(a;;) € Mp(R) : aij =0 st i < j} es un subespacio, describe el
subespacio W N W', y determina bases y dimensién de W, W/ y W N W”".

Problema 1.5.17
En el R-espacio vectorial R,,[X] (conjunto de polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual
a n) se considera el subconjunto

B = {po(X),p1(X), p2(X), ..., pn(X)}

donde el grado de p;(X) es i para i =0,1,2,...,n. Demuestra que B es una base de R, [X].

Problema 1.5.18
En R* se consideran los siguientes subespacios

U={(z,y,2,t) eR* 12— 2y +2=0,243t =0}

W = {(2a,a +4b,0,c 4+ b) € R* : a,b,c € R}

Determina bases y dimensién de los mismos. ;Es R* = U + W?

Problema 1.5.19
Sea V un K-espacio vectorial. Di si es verdadera o falsa cada de las afirmaciones siguientes.

a) SiV=UeWaT, vgU@W, entonces v € T.

b) Si dim V' = 2n, entonces es posible encontrar subespacios U y W de V', ambos de dimensién n
y tales que V.=U g W.

¢) SidimV =6,y U y W son ambos de dimensién 3, entonces V =U & W.

d) Si U y W son subespacios de V tales que dim U + dim W > dim V', entonces U N W # 0.

Problema 1.5.20
Sean los subespacios de R3 y R*, respectivamente, dados por las condiciones:

z+y=0 r—y+z+t=0
(A)S y+2=0 (B) v —y+42=0
20 4+3y+2=0 x+6y—2+t=0

Determina las bases de dichos subespacios.

Problema 1.5.21
Se consideran los vectores de R? siguientes vy = (2,4,6), vo = (—1,2,1), v3 = (-8,—-8,-16) y
v1 = (6,4,10).
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a) (Es la familia de vectores anterior libre? ;Es base de R3?

b) ;Se puede obtener una base de R? eliminando alguno de los vectores v;? ¢Es el vector (1,0,0)

combinacién lineal de la familia (vy, ve,v3,v4)?

c) Sea S = ({v1,v2,v3,v4}). Determina un subespacio T de R3 tal que R® = S @ T.

Problema 1.5.22
Una matriz 3 x 3 con coeficientes reales

ay az ag
by by b3
i1 €2 (3

se dice que es un cuadrado magico si la suma de todos los términos de cada una de las filas y de cada
una de las columnas es un mismo numero s.

1.

Reescribe las condiciones para un cuadrado magico como un sistema de ocho ecuaciones en
funcién de s, a;, b;,c; con 1 <4 < 3, y aplica el algoritmo de Gauss a dicho sistema.

. Prueba que 3by = s.

. Reemplaza las estrellas por ntimeros para convertir la siguiente matriz en un cuadrado maégico.

N X% ot
Dl S
= X

Demuestra que los cuadrados magicos forman un subespacio del R—espacio vectorial de las matri-
ces reales 3 X 3. Prueba que una base de dicho subespacio esta dada por las matrices siguientes.

1 1 1 1 -1 0 0 1 -1
1 11 -1 0 1 -1 0 1
1 11 0 1 -1 1 -1 0
. Probar que toda matriz
ay a2 das
* Kk ok
* Kk ok

puede convertirse en un cuadrado magico. ;Hay una tnica forma de hacer ésto?




Leccion 2

Aplicaciones Lineales y Matrices

En la leccién anterior se han introducido los términos y propiedades relativas al concepto de espacio
vectorial. En ésta se estudian las aplicaciones ligadas a ellos: las aplicaciones lineales, también llamadas
homomorfismos de espacios vectoriales. El significado del término homomorfismo proporciona una
primera idea de lo que se pretende con este estudio: ;qué se puede decir de aquellas aplicaciones en
las que la suma de dos vectores se transforma en la suma de sus transformados, y el doble, la mitad,
... de un vector se transforma en el doble, la mitad, ... de su transformado?; ;qué fenomenos, en
principio al menos, se manifiestan de forma lineal?, jreconoce alguno de ellos el lector?

2.1 Definicion de Aplicacién Lineal. Ejemplos

Definicién 2.1.1

Sean V. y W dos K-espacios vectoriales, y f : V. — W una aplicacion. Se dice que f es un homomor-
fismo de espacios vectoriales o una aplicacion lineal si se verifica la siguiente condicion cualesquiera
que sean los elementos a1, ag de K y vy, v de V':

f(alvl + GQUQ) = alf(’ul) + agf(UQ).

Es facil probar que la condicién de la definicién anterior equivale a que se verifiquen simultaneamente:

flor+v2) = f(v1) + f(v2) y  flav) =af(v)

cualesquiera que sean vy, v3, y v en V y a en K.
Cuando V = W, la aplicacién lineal recibe el nombre de endomorfismo de V.

Ejemplo 2.1.1
A continuacién se muestran una serie de aplicaciones entre espacios vectoriales, de las cudles unas son
lineales y otras no.

e La aplicacién f : R® — R? definida por f(z,y,z) = (22,32 — z) es una aplicacién lineal. Las
lineas siguiente muestran la prueba de esta afirmacion.
Sean vy = (z1,y1,21) y v2 = (22, Y2, 22) vectores de R3 v a1, as ntimeros reales cualesquiera.

flarv1 + ague) = f(arz1 + a2wa, a1y1 + azye, a121 + azzg) =
= (2(a1z1 + a2x2), 3(a121 + agx2) — (@121 + agz2)) =
= (2a1x1 + 2a9w9, 3a11 — a121 + 3a22 — azzy) =
= (2a171,a1(371 — 21)) + (20222, a2(3z2 — 22)) =

= a1(2x1,3x1 — 21) + a2(2x2, 32 — 22) = a1 f(v1) + az f(v2)

31
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La aplicacién f : R? — R?* definida por
flx,y,2) = (22,3x — 2,2y + z,x + y + 2)
es una aplicacién lineal.

La aplicacién f : R™ — R™ definida por f(z1,...,2,) = (y1,...,Ym) donde

n
Yi = E Ak T,
k=1
para ¢ =1,...,m es una aplicacién lineal.

La aplicacién f : R3[X]| — R3[X] que a cada polinomio le asocia su derivada es una aplicacién
lineal.

La aplicacién f : R3[X] — Rg[X] que a cada polinomio le asocia su cuadrado no es una aplicacién

lineal. Para justificar esta afirmacién basta comprobar que f(X+1) # f(X)+f(1): X24+2X+1 #
2

¢ +1

Si U y W son subespacios de V tales que V = U @& W entonces la aplicaciéon de V en U que a
cada vector v = u+w conu € U y w € W, le asocia el vector u es una aplicacién lineal, llamada
proyeccién de V' sobre U (en la direccién de W). A lo largo de este texto, dicha aplicacién se
denotard habitualmente por py w .

Un ejemplo de esta situacién se muestra a continuacién. Sea V =R3, U = ({u; = (1,1,1),up =
(2,-1,0)}) y W = ({w = (0,1,4)}). En este caso, cada vector v = (z,y,2) € V se escribe como
combinacién lineal de u1,us y w en la forma

0= (5,7, 7) = 2x+§y zu1 n 3x 140y+zu2+( x 12(1);+32)
en U

de donde se deduce que py,w : R3 — U esté definida por

2z 44y —2z 3z —4y+ =

pU,W(U) :pU7W(x7yaz) - 5 U + 10 us =
_(2x+4y—z+23w—4y+z 20 4+4y—2z2 3x—4y+ =z 2x+4y—z)
a 5 10 5 0 5

. Quién serd pw (v)?
La figura siguiente muestra el significado de la proyecciéon desde un punto de vista grafico. Se

18
muestra el efecto de pyw sobre el vector v = (2, 5 §)
Si M es el espacio vectorial de las matrices cuadradas 3 x 3 con coeficientes reales, la aplicacién
de M en R que a cada matriz le asocia el producto de los elementos de su diagonal principal no
es lineal.

Si M es el espacio vectorial de las matrices cuadradas n X n con coeficientes reales, la aplicacién
de M en R que a cada matriz le asocia la suma de los elementos de su diagonal principal (su
traza) es lineal.

Proposicién 2.1.1
Sea f:V — W una aplicacion lineal. Se tiene entonces:



2.1. DEFINICION DE APLICACION LINEAL. EJEMPLOS 33

Figura 2.1: Proyeccién del vector v sobre U en la direccién de W

1. f(0) =0y f(—v) = —f(v) cualquiera que sea v € V.

2. f(;akvk) = kzr:_lakf(vk)-

3. Toda familia de vectores de V' linealmente dependiente se transforma en una familia de vectores
de W linealmente dependiente.

4. Sig: W — U es una aplicacion lineal entonces la aplicacion go f : 'V — U también es una
aplicacion lineal.

Demostracion.

1. Puesto que 0+ 0 =0y f es homomorfismo, se tiene la expresién f(0) = f(040) = £(0) + £(0),
de la que se deduce la primera igualdad.
Por otro lado

fo+ (o) = { T} = feo) =10

4. (go f)(a1v1 + agve) = g(f(arv1 + az2v2)) = g(a1 f(v1) + a2 f(v2)) =
= a19(f(v1)) + a2g(f(v2)) = ai(g o f)(v1) + az(g o f)(v2)

La prueba del resto de las propiedades se deja como ejercicio para el lector. "

2.1.1 Ejercicios

Ejercicio 2.1.1.1
Define tres aplicaciones f, g, h de R? en R? tales que f y g sean lineales y h no lo sea.
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Ejercicio 2.1.1.2
Se considera la base de R? siguiente

B={v=(1,1,1),v5 = (1,1,-1),v3 = (=2,0,3)}

y sea f : R? — R? la aplicacién que a cada vector v de R? le asigna el vector w = f(v) = (a,b) donde
a y b son la primera y la segunda coordenada de v respecto de la base B

1. Determinar la imagen por f del vector v = (1,3, —5) € R?
2. Demostrar que f es lineal
3. Determinar el conjunto de vectores de R? cuya imagen es el vector (0,0) € R2.

4. Completar la siguiente expresion

flx,y,2) = (coeeey e )

Ejercicio 2.1.1.3
Sea f : R® — R? una aplicacién. Sefalar qué condiciones de las siguientes (consideradas una a una,
por separado) bastarian para afirmar que f no es lineal.

L. f(0,0,0) = (1,0)

2. f(1,2,1) = (1,2), f(1,0,1) = (0,0), f(2,2,2) = (2,2)
3. f((w,y,2) + (20, 7)) = flw,y,2) + f(a, 9, &)

4. £(4,2,0) = (1,1) = f(2,1,0).

2.2 Nucleo e imagen. Formula de las dimensiones

Del concepto de aplicacién lineal surgen dos subespacios de especial relevancia, cuyo estudio es el
objeto de esta seccién.

Proposicién 2.2.1
Sea f:V — W wuna aplicacion lineal. Los conjuntos

1. Nicleo de f:
ker(f) ={veV: f(v) =0}

2. Imagen de f:
im(f) ={f(v) :veV}

son subespacios vectoriales de V y de W respectivamente.

La demostracion de cada uno de los apartados de la proposicién anterior no entrafia ninguna dificultad
por lo que se deja como ejercicio para el lector.

Los siguientes ejemplos ilustran los conceptos anteriores. Sélo en el primero de ellos se justifica la
afirmacién realizada, se pide al lector que trate de justificar el resto.
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Ejemplo 2.2.1

e Si f:R? — R2 es la aplicacién lineal definida por f(z,y,z) = (2z,3z — z) entonces ker(f) =
({(0,1,0)}) y im(f) = R2. Justifiquemos esa afirmacién:

Ker(f) = {(,4,2) € B® = f(2,9,2) = (0,0)} =
= {(z,y,2) € R : (22,3 — 2) = (0,0)} =
{(z,y,2) €ER® : 22 =0 A 3z — z =0}
={(z,y,2) €R® 12 =0A2=0}={(0,9,0) € R® : y € R} = ({(0,1,0)})
Para todo elemento w = (a, 3) € R? es posible hallar un elemento v = (z,y,2) € R3 tal que

f(v) = w, de lo que se deduce que im(f) = R?: basta hacer z = Y= 0,z = 20 B.
e Si f:R3 — R?* es la aplicacién definida por f(z,y,2) = (2z,3z — 2,2y + z,x + y + 2) entonces
ker(f) = {0} y im(f) = ({(2,3,0,1),(0,0,2,1),(0,—1,1,1)}).

e Si f:R3[X] — R3[X] es la aplicacién lineal que a cada polinomio le asocia su derivada entonces

ker(f) = ({1}) y im(f) = Ra[X].

e Si U y W son subespacios de V tales que V. =U @ W, y f es la aplicacion lineal de V en U
que a cada vector v =u+w con u € U y w € W, le asocia el vector u entonces ker(f) =Wy
im(f)=U.

e Si M es el espacio vectorial de las matrices cuadradas n X n con coeficientes reales, y f la
aplicacion de M en R que a cada matriz le asocia su traza entonces im(f) = R. Si A;; denota
la matriz de M que tiene un 1 en el lugar ij, y 0 en todos los demds lugares entonces ker(f) =
({Aij i, j=1,....,m5i#jEU{An — Ay :i=2,...,n}). ([Qué dimensién tiene ker(f)?

Definicién 2.2.1
Sea f:V — W una aplicacion lineal. La dimension de im(f) se denomina rango de la aplicacién
lineal f.

. Cudl es el rango de cada una de las aplicaciones lineales en los ejemplos anteriores?
La siguiente proposicién afirma que para calcular la imagen y el rango de una aplicacién lineal
f:V — W es suficiente determinar las imagenes de los vectores de un sistema generador de V.

Proposicién 2.2.2
Sea f:V — W una aplicacion lineal. Si {vi,va,...,v.} es un sistema generador de V' entonces el
conjunto S = {f(v1), f(va),..., f(vr)} es un sistema generador de im(f).

La demostracién de lo anterior se apoya en el hecho de que cualquier vector f(v) de im(f) se puede
expresar, por ser f lineal, como combinacién lineal de los vectores de S

fv) = flaavr +agua + ... + apvp) = a1 f(v1) + aaf(v2) + ... + ap f(vr).

Utilizando los ejemplos anteriores se puede comprobar que se verifica que la suma de las dimensiones
de los espacio nucleo e imagen coincide con la dimensién del espacio inicial. Este hecho no es una
mera coincidencia, corresponde a un resultado que se conoce como Férmula de las dimensiones y que
se recoge en el siguiente enunciado.
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Teorema 2.2.1
Sea f:V — W una aplicacion lineal. Entonces

dimker(f) + dimim(f) = dim V'

El resultado anterior puede probarse viendo que

e Si ker(f) = {0}, entonces {f(v1), f(v2),..., f(vn)} es base de im(f) cuando {vy, v, ..., vy} es
una base de V.
Teniendo en cuenta la proposicién 2.2.2 sélo falta probar que los vectores sefialados son lineal-
mente independientes.

arf(v1) + aaf(v2) + ...+ arf(vy) = flarvr + wva + ... + apvy) = 0 =

= a1v] + Uy + ... + apv, € ker(f) = {0} =

— a1 +avs+ ...+, =0— a1 =...=a, =0
e Si ker(f) # {0}, y {vi,v2,...,Up,Up41,...,0,} es una base de V donde {v1,vs,...,v,} es una
base de ker(f), entonces {f(vy11),..., f(vn)} es una base de im(f).

Por razones andlogas a las anteriores no es necesario probar que el conjunto referido es sis-
tema generador de im(f), y para probar la independencia se tiene en cuenta que ker(f) N

({ors1, - 0a}) = {0},

2.2.1 Ejercicios

Ejercicio 2.2.1.1
Determina el ntcleo y la imagen de la aplicacién del ejercicio 2.1.1.2

Ejercicio 2.2.1.2
Sea f : R? — R? una aplicacién lineal tal que (1,1,1) y (1,0,1) son vectores que estdn en ker(f).
Justificar cada una de las afirmaciones siguientes.

1. El vector a(1,1,1) 4+ (1,0, 1) pertenece a ker(f) cualesquiera que sean «, 8 € R.
2. Si f(1,1,—1) = (0,0), entonces f(v) = (0,0) Vv € R3.
3. Siw=(1,1,3)+a(1,1,1)+5(1,0,1), entonces f(w) = f(1, 1, 3), cualesquiera que sean «, § € R.

4. Si dim(ker(f)) = 2 y v1,v2 son vectores tales que f(v1) = f(v2), entonces v1 — vy = a(1,1,1) +
B(1,0,1) para algun a y algin $ en R.

Ejercicio 2.2.1.3
Sea f : R? — R? una aplicacién lineal tal que im(f) = ({(1,1)}) y ker(f) = ({(1,1,1),(1,0,1)}).
Probar cada una de las condiciones siguientes.

1. Si v es un vector de R? que no pertenece a ker(f), entonces f(v) = (o, ) para algin nimero
real a # 0.

2. Si v1,v9 son vectores de R? que no pertenecen a ker(f), entonces existen niimeros reales a, b tales
que avy + bug € ker(f).
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Ejercicio 2.2.1.4
Sea f : R? — R? la aplicacién lineal definida por

flz,y,2) = (x+y,z — 2).

Sean B. = {e1,e2,e3} y B'. = {€], €5} las bases canénicas de R? y R? respectivamente.

1.

d.
6.

Seav € R3. ;Es f(v) combinacién lineal de f(e1), f(e2), f(e3)? ¢El conjunto {f(e1), f(e2), f(e3)}
es un sistema generador de im(f)?

. Comprobar que {f(e1), f(e2)} es una base de im(f) y determinar una base de ker(f),

. (Existe algtin vector v € R3 tal que f(v) = (1,5)?

Sea g : R? — R? la aplicacién lineal definida por g(x,y) = (x + y,z + y). Demostrar que
go f : R = R? estd definida por (g o f)(z,y,2) = 2z +y — 2,2 +y — 2) y deducir que
dim(ker(g o f)) = 2. ;Es cierto que im(g o f) C im(f)?

Hallar una base de ker(g o f) y comprobar que ker(g o f) C ker(f)

;Existe algtin vector v € R3 tal que (go f)(v) = (1,5)?

Ejercicio 2.2.1.5
Realiza cada uno de los siguientes ejercicios.

1.

Demuestra que R3 = U @ W siendo

U=<{1,2,1)}> y W=<{(1,0,-1),(1,—-1,0)} >

. Expresa el vector v = (2,1,0) € R? como combinacién lineal de (1,2,1), (1,0,—1), y (1,-1,0).

Determina vectores u € U y w € W tales que v = u + w.

. Expresa el vector v = (z,y, 2) € R? como combinacién lineal de (1,2,1), (1,0,—1), y (1,—1,0).

Determina vectores u € U y w € W tales que v = u + w.

Expresa en funcién de z,y,z la imagen de un vector v = (x,%,2) de R? por la aplicacién
PUW - R3 — R3 donde pu,w es la proyeccién sobre U en direcciéon W.

. Demuestra que la aplicacién

f:R* SR talque f(z,9,2,t) = 2z +2y,z +y,2)

es lineal.

. Determina im(f) y ker(f) donde f es la aplicacién del apartado anterior.

Completa: La aplicacion

estd definida por (puw © f)(.eeevveeennne ) = (oo )

Ejercicio 2.2.1.6
Sean fi, fa, f3 v fa los endomorfismos de R* definidos por

4 fl(xuyaz)t) = (Z+t507ya _y)
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e folz,y,z,t)=(r—y+t,x—y+t,x—y+t0)

o f3(z,y,z,t) =(xr+y+2t,20+2+3t,x +y+2t,2x — 2z + t)

o fulz,y,z,t)=(z+t,z+t,z+y,x+y)

1. Determina los subespacios ntcleo e imagen para cada una de las aplicaciones anteriores.

2. Usa algunos de los simbolos €, C, D, N, U, # y = para completar las expresiones siguientes, con
el objetivo de establecer la relacién que existe entre el subespacio nicleo y el subespacio imagen
de cada uno de los endomorfismos anteriores.

ker(fr) -+ im(fr) - {0} ker(f2) <+ im(f2)
ker(fs) -+ im(f) ker(fa) -+ im(fa) -+~ {0}
3. Define un endomorfismo fs de R?* tal que dim(ker(fs5))=1, dim(im(f5))=3 y ker(fs) Nim(f) =
{0}

Ejercicio 2.2.1.7
Decir, razonadamente, si es verdadera o falsa cada una de las afirmaciones siguientes.

1. Si f es endomorfismo de V' tal que ker(f) = im(f), entonces dim(V') es nimero par.
2. Ninguna aplicacién lineal de Ry[X] en R* tiene rango 4.

3. Si existe una aplicacién lineal f de R* en R, [X] tal que ker(f) = {0}, entonces n > 3.

Ejercicio 2.2.1.8
Sea f un endomorfismo del R-espacio vectorial R3 del que se sabe

o Im (f) C Ker(f)

o f(1,-1,2) = (1,1,0)

o f(—1,3,0) = £(2,0,2)

1. Determinar bases de Im (f) y Ker(f) respectivamente.

2. Demostrar que B = {v; = (1,1,0),v3 = (=3,3,-2),v3 = (1,—1,2)} es una base de R3. ;Hay
alguna peculiaridad en los vectores que forman la base anterior?

3. Determinar las coordenadas de un vector v = (z,y, 2) € R3 respecto de la base B. Completar

flxy,2) = (o) oy o).

2.3 Tipos de Aplicaciones Lineales. Isomorfismos.

Entre las aplicaciones lineales que se pueden establecer de un espacio vectorial en otro, desempenan
un papel destacado dquellas que son inyectivas, por ser las que “transportan la forma” del espacio
inicial al espacio imagen. Si ademas el espacio imagen coincide con el espacio final, el espacio inicial
y el final son “idénticos desde el punto de vista estructural, como espacios vectoriales.

Definicién 2.3.1
Sea f:V — W una aplicacion lineal.
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. Se dice que f es inyectiva si ker(f) = {0}.

Se dice que f es sobreyectiva si im(f) = W.

Se dice que f es un isomorfismo si es biyectiva, es decir, si es simultaneamente inyectiva y
sobreyectiva.

De acuerdo con la Formula de las Dimensiones y las pautas dadas para su demostracién, se pueden

establecer las siguientes equivalencias.

f es inyectiva <= dim V = dimim(f) = rango(f) <
<= f transforma una base de V' en una base de im(f)

La serie anterior de equivalencias permite abordar el estudio de la inyectividad o no inyectividad de
una aplicacion lineal por distintas vias como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.1

e Sea f : R? — R* la aplicacién lineal definida por f(z,y,2) = (z + v,9,y — 2,z + z). Dicha

aplicacién es inyectiva puesto que las imagenes de los vectores de la base canénica de R? son
f(1,0,0) = (1,0,0,1), f(0,1,0) = (1,1,1,0), f(0,0,1) = (0,0,—1,1)

vectores linealmente independientes de R*.

También se puede mostrar que la aplicacién anterior es inyectiva resolviendo el sistema lineal
homogoéneo

z+y=0, y=20
y—z=0, z4+2z=0

que es el que determina ker(f).

Sea f: Ry[X] — Ro[X] la aplicacién lineal definida por f(p(X)) = p(0) + p(1)X + p(2) X2.
ker(f) = {p(X) € Ra[X] : p(0) = 0,p(1) = 0,p(2) = 0}

Asi pues, ker(f) esta formado por aquellos polinomios de grado menor o igual a 2 que tienen por
raices a los nimeros 0, 1 y 2. El tnico polinomio de Ry[X] con tres raices es el polinomio nulo.
Por tanto ker(f) = {0} y f es inyectiva. La férmula de las dimensiones nos permite deducir que
f es sobreyectiva, y por tanto un isomorfismo.

Sea M el R—espacio vectorial de las matrices reales n x n con todos los elementos de la diagonal
principal nulos. Se considera la aplicacién lineal f : M — R? con f(M) = (a,b) donde a es
la suma de los elementos de M que estdn por debajo de la diagonal principal y b la suma de
los elementos de M que estdn por encima de la diagonal principal. Esta aplicacién lineal es
sobreyectiva, y es inyectiva si y sélo si n = 2.

En uno de los ejemplos anteriores se establece una aplicacion inyectiva entre espacios vectoriales

de igual dimensién, y esto ha permitido concluir que dicha aplicacién es también sobreyectiva. Este
hecho es general y se recoge en una de las afirmaciones de la siguiente proposicién.
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Proposicién 2.3.1
Sean V y W dos K-espacios vectoriales.

1.

La composicion de dos aplicaciones inyectivas es inyectiva. La composicion de dos aplicaciones
sobreyectivas es sobreyectiva. La composicion de dos isomorfismos es isomorfismo.
Si f V. — W es una aplicacion lineal inyectiva o sobreyectiva y dimV = dim W, f es un
isomorfismo.
St f:V — W es un isomorfismo entonces dimV = dim W.

. Si f:V = W es isomorfismo entonces f~1: W — V es un isomorfismo.
Sea B = {v1,v9,...,v,} una base del K—espacio vectorial V.. Cada vector v € V' se expresa de
forma dnica en funcion de B: v = ajvy + agva + ... + apvy, y el elemento (a1, as,...,a,) de

K" recibe el nombre de coordenadas de v respecto B. Si f : V. — K" es la aplicacion que a
cada vector de V' le asigna sus coordenadas respecto B entonces f es un isomorfismo, llamado
isomorfismo coordenado respecto de B.

StV y W tienen la misma dimension entonces se puede establecer entre ellos un isomorfismo,
esto es, son isomorfos.

Ejemplo 2.3.2
En los tres ejemplos que siguen se muestran algunos de los aspectos senalados en la proposicion
anterior.

e En el R-espacio vectorial Ry[X] el polinonio 3 + 2X tiene coordenadas (3,2,0) respecto de la

base canénica Be = {1, X, X2}, tiene coordenadas (2,0, 3) respecto de la base B = {X, X2, 1},
y (6, —4,4) son las coordenadas del polinomio respecto de la base B = {% + X, X + X2 X2}

Ninguna aplicacién lineal de R™ en R, [X] es biyectiva puesto que las dimensiones de tales
espacios son n y n + 1 respectivamente.

Sea M el R—espacio vectorial de las matrices de la forma Z con a, b, c € R. Los R—espacios
vectoriales Ry[X] y M son isomorfos pues ambos son de dimensién 3. La aplicacién lineal
Ro[X] - M
a+bX +cX? <a 0>
b ¢

es un isomorfismo. Se puede comprobar que f = C; Lo ¢, donde C es la aplicacién coordenada
de Ry[X] cuando se considera la base {1, X, X?} y C; ' es la inversa de la aplicacién coordenada
de M cuando se considera la base

(o 0)-(1 0)-(6 1)

2.3.1 Ejercicios

Ejercicio 2.3.1.1
Sea May2(R) el R-espacio vectorial de las matrices cuadradas de tamano 2 x 2 con coeficientes reales,
y Ra[X] el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a 2.
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1. Decir las dimensiones de ambos espacios vectoriales. ;Son dichos espacios isomorfos?

2. Sea f : Ro[X] — Maxa(R) la aplicacién lineal que a cada polinomio p(X) = a + bX + cX? le

a b

asocia la matriz M = f(a+bX + cX?) = <c 0). Demostrar que f es inyectiva.

3. Siendo f la aplicacién del apartado anterior, jes posible encontrar dos polinomios p1 (X) y pa(X)
tales que sus imagenes pertenezcan a un mismo subespacio generado por una matriz A7

4. ;Serfa posible definir una aplicacién g : Ra[X] — Mayxa(R) que fuera sobreyectiva?

Ejercicio 2.3.1.2
Definir, si es posible, una aplicacién lineal de R en Ra[X] que sea isomorfismo.

Ejercicio 2.3.1.3
Sea f:V — W una aplicacién lineal.

1. Demostrar que si f es inyectiva, las imagenes de cualesquiera dos elementos distintos de V' son
distintas.

2. Demostrar que si las imagenes de cualesquiera dos elementos distintos de V son distintas, en-
tonces f es inyectiva.

3. Sea el caso V =R* W = Ry[X] y f la aplicacién que a cada vector v = (a,b,c,d) de V =R* le
asigna el polinomio f(a,b,c,d) = (a +b) X%+ (c+d) de W = Ry[X].

(a) Utilizando la férmula de las dimensiones, probar que f no es inyectiva.
(b) Determinar ker(f).
(¢) Dar un conjunto infinito C' de vectores de V tal que si v € C, entonces f(v) = f(1,2,3,4)

Ejercicio 2.3.1.4
Sean f:V — Wy g: W — U dos aplicaciones lineales.

1. Demostrar que ker(f) C ker(g o f), y deducir que si g o f es inyectiva, entonces f es inyectiva.
2. Demostrar que im(go f) C im(g), y deducir que si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
3.5ean ¢ : V- W yd : W — V coni = 1,2 tres aplicaciones lineales tales que ¢ o 61 = Iy y

090 ¢ = Iyy. Demostrar que las dmensiones de V' y W son iguales y que las tres aplicaciones son
isomorfismos.

Ejercicio 2.3.1.5
Sean f:R* = R3 y g: R? — R* aplicaciones lineales y se sabe que

® (gof)(1,1,2,2) = (gof)(—l,o,l,l)
e dim(ker(go f))=1

Determinar una base de ker(f) y el rango de f.
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2.4 Matriz asociada a una aplicacién lineal

En esta seccion, se estudian esencialmente las relaciones existentes entre las coordenadas de un vector
y las coordenadas de su imagen por una aplicacion lineal, una vez que se han fijado sendas bases en
los espacios inicial y final de la aplicacién considerada. Esto permitira asociar, de forma natural, una
matriz a la aplicacién lineal.

Antes de establecer las relaciones antes indicadas, se muestra bajo qué condiciones queda deter-
minada (de forma tnica) una aplicacién lineal. Se ha visto anteriormente que si f : V' — W es una
aplicacién lineal y {v1,v9,...,v,} es un sistema generador de V, en cuanto se conocen los vectores
f(vj) coni=1,...,r, sepuede conocer la imagen de cualquier vector de V. En la siguiente proposicién
se muestra bajo qué condiciones el reciproco también es cierto: en el caso de asociar elementos de
W a una base de V, queda determinada univocamente una aplicacién lineal f : V — W que
verifica las condiciones impuestas.

Proposicién 2.4.1

Sean V y W dos K-espacios vectoriales, B = {vi,va,...,v,} una base de V' y {wy,wa, ..., w,} una fa-
milia cualquiera de vectores de W (donde eventualmente algunos vectores pueden coincidir). Entonces
existe una y solo una aplicacion lineal f 'V — W tal que

flor) = wy, f(v2) =wa, ..., f(vn) = wy

Si se desea que la aplicacién a construir sea lineal y f(v;) = w; para i = 1,2,...,n, es obligado
que f(v) sea ajwi + agwy + ... + apwy, si v = a1v1 + agve + ... + a,v, (de ahi también la unicidad).
Es inmediato ver que la aplicacién f asi definida es lineal.

Ejemplo 2.4.1

/Cual es la imagen de un vector cualquiera de R3[X] por la aplicacién lineal f : R3[X] — R? tal que
f(1)=(0,0), f(X)=(1,0), f(XQ) =(2,2)y f(XB) =(3,6)7

Si g : R3[X] — R? es la aplicacién lineal definida por g(p(X)) = (p/(1),p"(1)), ;podemos afirmar que
f v g son iguales?

Sean V' y W dos K—espacios vectoriales, By = {v1,v2,...,v,} v By = {w1,ws,...,w,} bases de
V' y W respectivamente, y f : V — W una aplicacién lineal. Sean (z1,x2,...,z,) las coordenadas
de v € V respecto de la base By, v (y1,92,--.,Ym) las coordenadas de f(v) € W respecto de la base
Byy. La relacion existente entre (z1,%2,...,2n) ¥ (Y1,92,...,Ym) se obtiene mediante los siguientes
argumentos:

e Por un lado se tiene f(v) = y1wi + yowa + ... + YW,

e Por otro lado f(v) = f(x1v1 +zov2 + ...+ xpvy) = 1 f(v1) + zaf (v2) + ... + 2 f(vy). Sif(v;),
para i =1,...,n, se escribe en funcién de By se tendra

m
flvy) = arjwy + agiwa + ... + amiwy, = E ajiw;
Jj=1

e Tras llevar ésto a la igualdad anterior, agrupar términos en los que aparece el mismo vector w;
y utilizar la unicidad de expresion de un vector en funcién de una base, se llega a las siguientes

ecuaciones:
Y1 =  anT1+a12x2 + ...+ aipTy

Y2 = a21T1 + axx2 + ...+ apTy

Ym = 1Tl + @222 + ...+ Gy
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conocidas como ecuaciones de f respecto de las bases By y By .

El sistema de ecuaciones anterior puede escribirse en forma matricial:

Y1 ail ai12 e e QA1n I
Y2 a1 a9 cee e a9y, i)
Ym Aml AGm2 ... ... Qmn In

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién matricial de f respecto de las bases By y By vy la
matriz (ai;) de dicha ecuacién se denomina matriz de la aplicacién lineal respecto de las bases
By y Bw y la denotaremos por Mg, 5, (f)-

Los siguientes ejemplos muestran el cdlculo explicito de la matriz asociada a una aplicacién lineal
respecto un par de bases.

Ejemplo 2.4.2

o Sivy = (1,1,1,1),v2 = (1,1,1,-1),v3 = (1,1,-1,-1),vy = (1,-1,-1,-1) y f : R* 5 R3es la
aplicacién lineal definida por

f(vl) = (17 L 1)7 f(UQ) = (17 L, _1)
f(v3) = (17 _17_1)7 f(v4) = (_17 _17_1)

entonces
1 1 1 —1

Mpp.(f) =11 1 -1 -1
1 -1 -1 -1

considerando en R* la base B = {v1,v2,v3,v4} v en R? la base canénica Be. Si en R* y en R?
consideramos las bases candnicas, teniendo en cuenta que

— la base canénica de R* en funcién de B se expresa

1 1

1 1
ey = 5(111 +v4), €2 = §(U3 —vy), €3 = 5(112 —v3), €4 = 5(01 — vg)

— cada f(v;) esté expresado en la base canénica de R3

— f es lineal

entonces la matriz asociada a f respecto dichas bases es

o O O

1
0
0

S = O

0
0
1

e Sea g : R3[X] — R? la aplicacién definida por g(p(X)) = (p'(1),p”(1)). Es inmediato que g es
lineal; la matriz asociada a g respecto de las bases candnicas de ambos espacios es

01 2 3
0 0 2 6



44 LECCION 2. APLICACIONES LINEALES Y MATRICES

e Sea M el R-espacio vectorial de las matrices de la forma <Z 2) con a,b,ce Ry f:Ro[X] —

0

M la aplicacién lineal definida por f(a + bX + cX?) = . {Cudl es la matriz asociada a

a
b
esta aplicacién cuando en ambos subespacios se considera la base candnica?
Todo este proceso nos permite, una vez fijadas bases de los espacios inicial y final, asociar a cada
aplicacién lineal una matriz, que por otra parte, como muestra la siguiente proposicién, la determina
puesto que el proceso es reversible.

Proposicién 2.4.2
Dados K-espacios vectoriales V- y W en los que se consideran bases By = {v1,va,...,v,} y By =
{w1,ws, ..., wy} respectivamente, y una matriz M = (a;;) de tamano m x n, existe una aplicacion

lineal (y solo una) f -V — W tal que Mg, B, (f) =M.

Para definir la aplicacién lineal cuya existencia asegura la proposicién anterior sélo hay que con-
siderar como aplicacion f la definida por:

m
f(’l)z) = a1;W1 + ag;wa + ... + QW = E Q5 W;j
7=1

De este hecho resulta que habitualmente se identifique aplicacion lineal y matriz, y que enunciados
como el siguiente sean habituales.

Sea A la aplicacién lineal de R? en R3[X] definida por

W N = O
N = O O
o O O

(Cuadles son las imagenes de los vectores (0,1,0) y (1,2,3) por esta aplicacién?
Ese mismo enunciado se podria haber expresado asi:

Sea f : R® — R3[X] la aplicacién lineal que respecto de las bases canénicas estd definida
por la matriz

w N = O
N = OO
— o O O

Quién es £(0,1,0)? ;Y f(1,2,3)7?

El proceso realizado hasta aqui nos permite identificar el conjunto de las aplicaciones lineales entre
dos espacios vectoriales con el espacio vectorial de las matrices (con las dimensiones apropiadas) como
muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1

Sean V y W K-espacios vectoriales y By y Bw bases de V- y W respectivamente. Denotemos por L
el conjunto de las aplicaciones lineales de V- en W, y por M el K—espacio vectorial de las matrices
m X n con coeficientes en K, donde m = dim W yn =dim V. Se tiene entonces que:
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1. L tiene estructura de K-espacio vectorial con las operaciones siguientes

(f+9)(v) =fv)+g() vy (af)(v) =af(v)
donde f y g son elementos cualesquiera de L, y a € K

2. 81 ®: L - M es la aplicacion que asocia a cada aplicacion lineal f la matriz Mg, gy, (f)
entonces ® es un isomorfismo de K—espacios vectoriales.

Al comienzo de este capitulo se ha definido rango de una aplicacién lineal, y ahora se ha visto la
identificaciéon de aplicacién lineal y matriz, por tanto la pregunta siguiente es obvia: ;jqué relacién
existe entre el rango de una aplicacion lineal y el rango de cualquiera de sus matrices asociadas?

Si V' y W son K-espacios vectoriales, By = {v1,...,v,} v By = {w1,...,w,,} bases de V .y W
respectivamente, y f : V' — W una aplicacién lineal tal que A = Mg, B, (f), se tiene que el vector
f(v;) estd identificado, via el isomorfismo coordenado de W respecto By, con la columna i-ésima de
la matriz A, por tanto

rango(f) = dim(im(f)) = rango{f(v1), f(va),..., f(vn)} =
= rango{(ai1,...,am1), (@12, ..., am2), .., (Qln, -+ Qmn)} =

= rango por columnas de A

Consideremos ahora el subespacio S de K" generado por las filas de la matriz A. La dimensién de
dicho subespacio es el rango por filas de tal matriz, aunque en lo sucesivo no distinguiremos el rango
por filas del rango por columnas puesto que ambos coinciden como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.3
En la matriz A el rango por filas y el rango por columnas es el mismo, lo que permite definir rango
de una matriz como cualquiera de ellos.

Demostracion.
La demostracién de la afirmacién anterior pasa por probar que r < v’ y ' < r, donde r es el rango
por filas de A y ' su rango por columnas. Es suficiente ver que ' < r pues a la otra desigualdad se
llega de forma andloga (o bien considerando la matriz traspuesta de A).

No se pierde generalidad si se supone que son las r primeras filas de A las linealmente independi-
entes, y las restantes por tanto combinacién lineal de ellas:

,
(ai1, @iz, s Qin) = E ik (a1, ak2, - - 5 Ggn)
k=1
coni=r+1,r+2,...,m. De esta tltima igualdad se deduce:

r
Qi5 = Q1015 + Qj20a9; + ... QijrQrj = § :aikakj
k=1
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conr+1<i<m,1<j<n. Paraj=1,2,...,n,sea c; la columna j—ésima de A:
Cj = (alj,agj, ceey Qpgy Ar41g,y - - - ,am]’) ==
T T
= (alj, agj, Ceey arj, Z ar+1kakj, PN E amkakj) =
k=1 k=1

= alj(]-uoa v 707a7“+117 ) ,Oéml)+
+a2j(0, 1, 0, - ,0, Olpg12, .-, am2)+

de donde se deduce que cada vector columna de A depende linealmente de los r vectores que aparecen
en la combinacion lineal anterior. Por tanto el nimero de vectores columna linealmente independientes
no puede ser mayor que el nimero de los vectores que los generan, es decir, r’ < 7. "

La proposicién que se acaba de probar permite realizar el calculo del rango de una aplicacién lineal
por las filas o por las columnas, indistintamente, de la matriz asociada.

2.4.1 Ejercicios

Ejercicio 2.4.1.1
Sea f:R3 — R? la aplicacién lineal tal que

f(el) = 36/1 - 6/27 f(62) = 6/1 - 6/27 f(e3) = 36/1 + 26/2
donde B, = {e1,ea,e3} v B'. = {€],€h} son las bases canénicas de R? y R? respectivamente.
1. Completar: f(x,y,z) = (---, ).

2. Comprobar que el resultado obtenido en el apartado anterior coincide (escrito en columna) con
el obtenido al realizar la siguiente multipicacién matricial.

3 1 3\ ("
-1 -1 2)\"?
z
3. ;Es cierto que Mg, g (f) es la matrix 2 x 3 del apartado anterior?

Ejercicio 2.4.1.2
Sea f : R? — R* la aplicacién lineal tal que

fler) =€} —eh +ey, flea) = —€) — ey + e + e, flez) = 2¢) — ¢}
donde B, = {e1,ea,e3} v B'e = {€], €, e}, €} } son las bases canénicas de R? y R* respectivamente.

1. Sea v = (z,y,2) un vector de R3, y sea f(v) = (2/,9/,2',t'). Determina la matriz M tal que
('), 2, V')t = M(z,y,2)" (el superindice t denota "traspuesta de”).

2. Siendo M la matriz determinada en el apartado anterior, expresar la igualdad M(z,y,2)! =
(1,2,3,4)! como un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégnitas. Tiene solucién el sistema
anterior? ;Por qué?

3. A las preguntas del segundo apartado una persona responde “No, porque el vector (1,2,3,4) ¢
im(f)”. {Coincide con tu respuesta? ;Es correcta su respuesta?
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Ejercicio 2.4.1.3
Sean f y g dos aplicaciones lineales de R? a R* definidas por:

fz,y,2) =2z —y,3x+ 2z, 2+ y+ 2,2 —2y+ 2)
g(x,y,z2) = (x—y—2,3x —y+ 2,0+ 2y + 32,22 — 2y + 2)

1. Hallar las matrices M (f) y M(g) asociadas a las aplicaciones f y g respectivamente cuando en
el espacio inicial y en el espacio final se consideran las bases canénicas.

2. En general, si f1 y fo son aplicaciones lineales del K-espacio vectorial V' en el K-espacio vectorial
W, y v es un vector cualquiera de V', se define la aplicacion

fitfo: VoW
v = (fi+ f2)(v) = fi(v) + fa(v).

Teniendo en cuenta lo anterior, y siendo f y g las aplicaciones antes definidas, completar:
(f+g)(x7y’z) — (77’)

3. Determinar la matriz M (f + g) asociada a las aplicacién lineal f + g cuando se consideran las
bases candnicas en el espacio inicial y en el espacio final.

4. Hallar una relacién entre M (f), M(g) y M(f + g)

Ejercicio 2.4.1.4
Se consideran los siguientes endomorfismos de V = R2.

b f(:v,y) = (_21:’ _2y)

o g(z,y) = ((cos%)x - (sen%)y, (seng)x + (cos%)y)

e h(z,y) = (y,z)

1. Determina la matriz asociada a cada una de las aplicaciones anteriores respecto de las bases
candnicas en el espacio inicial y en el espacio final.

2. SeaT ={(xz,y) €V talque 0<z,0<y,z+y<1}

(a) Demuestra que T no es un subespacio vectorial de V.

(b) Representa graficamente el conjunto 7', y el transformado de T" por cada una de las aplica-
ciones anteriores.

(c) ¢Conoces el nombre de las transformaciones anteriores?

Ejercicio 2.4.1.5
Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal definida por su matriz asociada respecto de las bases canénicas
en el espacio inicial y final.

1 -1 -1 3
Mg g(f)=|1 1 2 4
1 1 1 5

,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
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)
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Figura 2.2: Vector v = (1,2) y transformados de v por f, gy h

—_

. f(Oé€1+,B€4) = <a+36705+46704+5/3>

[\

. El rango de la aplicacion lineal es 4.
3. f es inyectiva.

4. La dimensién del nicleo de f es 1.

Ejercicio 2.4.1.6
Sea f : R'? — R* la aplicacién lineal definida por su matriz asociada respecto de las bases canénicas
en el espacio inicial y final.

1000100071000
0100071000 T10 0
MBJvB](f)_001000100010
000100UO0T1U0UO0TO01

;,Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
1. f es sobreyectiva.
2. La dimensién del nicleo de f es 4.
3. ker(f) = ({e1 —e5,e1 — €9, €2 — €5, €2 — €10, €3 — €7,€3 — €11, €4 — €8,€4 — €12})

4. (1,1,1,1) € im(f).

2.5 Cambios de base y matrices equivalentes

En la seccién precedente se ha mostrado cémo, fijadas bases en los espacios inicial y final, cada
aplicacién lineal queda caracterizada por una matriz (que depende de esas bases). En lo que sigue,
se estudia la relacién que existe entre dos matrices asociadas a una misma aplicacion lineal pero
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referidas a distintas bases. Para ello, y previamente, se estudia la matriz asociada a la composicion
de aplicaciones lineales (que tambien es una aplicacién lineal).

Proposicién 2.5.1

Sean V, W y U K-espacios vectoriales, y By, Bw y By bases de V., W, y U respectivamente. Si
f:V—=>Wyg: W = U son aplicaciones lineales tales que Mp,, g, (f) = A y Mgy, 5,(9) = B,
entonces Mp, g, (go f) = BA

Una primera aplicacién de la proposiciéon anterior aparece en la siguiente afirmacion:

Sea A una matriz m X n, B una matriz p x m y BA la matriz producto. Se tiene entonces
que rango(BA) < rango(A). ;Puedes demostrarlo?

El siguiente ejemplo motiva la consideracion de los cambios de base: el estudio de la relacién entre
las coordenadas de un mismo vector respecto de distintas bases.

Ejemplo 2.5.1
Sea f : R3 — R* la aplicacién lineal definida por f(z,y,2) = (x — 2y — 3z,2 —y — 22,2 + 2y, 2 + 2).
La matriz asociada a f respecto de las bases candnicas en ambos espacios es

1 -2 -3
1 -1 -2
A= 1 2 0
1 0 1

Si en R3 consideramos la base
B=1{(1,2,1),(2,1,0),(1,0,0)}

y en R? la base
B =1{(1,1,0,0),(1,-1,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0)},

la matriz asociada a f respecto dichas bases es

9 1
-3 3 1
e 21 _% 0
2 2 1
5 4 1

El estudio de la relacion que existe entre estas dos matrices que representan la misma aplicacion lineal
pero respecto de distintas bases es el objeto del resto de esta seccién. La clave se encontrard en la
relacion que existe entre las coordenadas de un mismo vector respecto de distintas bases.

2.5.1 Cambios de Base

Sean B = {v1,va,...,vn} y B = {v],v},..., 0]} bases de un K—espacio vectorial V. Si (z1,x2,...,2y)
y (2,24, ..., 2]) son las coordenadas de un vector v € V respecto de B y B’ respectivamente, jqué
relacion hay entre dichas coordenadas? Si Iy : V' — V es la aplicacién identidad y P = Mp g(Iv),

teniendo en cuenta la ecuacién matricial de una aplicacion lineal, se verifica que
/
1 1

/
T2 )
=P

T x,
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La matriz P recibe el nombre de matriz del cambio de base de B’ a B (sus columnas son las
coordenadas de los vectores de B’ expresados en funcién de B). Ademds se tiene que la matriz P es
inversible:

Sea P* = Mg (Iv) e I, la matriz identidad de orden n. Es claro que I, = Mg (ly) =
Mp g (Iv), pero también se tiene Mpp(ly) = PP* y Mp g (Iy) = P*P (la composicién
de aplicaciones tiene como matriz asociada la matriz producto e Iy o Iyy = Iy). Por tanto
I, = P*P = PP*y P* =P~

Se ha visto entonces que todo cambio de base tiene asociada una matriz regular. El proceso
es reciproco: si P = (pi;) es una matriz regular n x n y V es un K-espacio vectorial donde B =
{v1,v2,...,v,} es una de sus bases, existe una base B’ de V' tal que P = Mp (). Basta considerar

/! __ / / /
B = {v},vy,...,v,} donde
n
/— .. .
Vi =Y Djivj.
i=1

Ejemplo 2.5.2
En R3 se considera la base B = {(1,—1,1),(0,—1,1),(0,1,0)}. Si uno desea saber cudles son las
coordenadas del vector v = (3,2, 1) respecto de la base B, puede actuar

e bien resolviendo el sistema que resulta de la igualdad
(3,2,1) =a(l,-1,1) + b(0,—1,1) + ¢(0,1,0)

e 0 bien determinando la matriz del cambio de base P que da las coordenadas de los vectores de

la base canénica en funcién de B
—1

1 0 0 1 0 O
P=|-1 0 1]=|-1 -1 1
0 1 1 1 1 0

(

a 3
bl =P\ 2
c 1

Dado un vector v = (z,y, z), las coordenadas (z/,y’, z’) de v respecto B son las que se obtienen como

Ejemplo 2.5.3
En R3 se consideran las bases

B=1{(1,-1,1),(0,-1,1),(0,1,0)} y B ={(1,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}.

Si un vector v tiene coordenadas (z,y, z) respecto de By (2/,y/, 2) respecto de B, se tiene

x x’ 1 1 0
y|=P|ly ], coon P=[0 -1 1
z 2! 2 1 1

donde P es la matriz del cambio de base cuyas columnas dan las coordenadas de los vectores de B’
respecto de B. jPuedes escribir P como producto de dos matrices de cambios de base donde intervenga
la base canénica de R3?
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2.5.2 M =QMP

Todo lo visto anteriormente nos conduce de forma inmediata a la relacion existente entre dos matrices
asociadas a una misma aplicacién lineal pero referidas a bases distintas.

Teorema 2.5.1

Sea f : V. — W wuna aplicacion lineal, By y B, bases de V' y Bw y By, bases de W. Si M =
Mg, By (f) y M' = Mg, g, (f) entonces M' = QMP donde P y Q son matrices regulares de
dimensiones n X n y m x m respectivamente (P = Mg, g, (Iv) vy Q = Mg, By, (Iw)).

La relacién anterior da pie a establecer la definicién de matrices equivalentes.

Definicion 2.5.1

Dos matrices M y M’ se dice que son equivalentes si estdn asociadas a la misma aplicacién lineal, o
lo que es lo mismo, si ambas tienen el mismo tamano, m X n, y existen matrices requlares P y Q, de
dimensiones n X n y m X m respectivamente, verificando M' = QMP.

Desde un punto de vista préactico la definiciéon anterior de matrices equivalentes es poco ”mane-
jable”. El siguiente resultado (y su contrapartida vectorial) permitira caracterizar las matrices equiv-
alentes en funcién de su rango (y de su tamano).

Teorema 2.5.2
Si M es una matriz m X n y de rango r, entonces es equivalente a una matriz de la forma

I, 01
02 O3

donde por I, se denota la matriz identidad r X r, por 01 la matriz nula de tamano r x (n — 1), por Oy
la matriz nula (m —r) X r y por 03 la matriz nula (n —r) x (n —r).

Teorema 2.5.3
Sea f:V — W una aplicacion lineal de rango r con n = dimV ym = dim W . Entonces existe By
base de V y By base de W tal que

M= (g7 ot

donde por I, se denota la matriz identidad v x v, por 01 la matriz nula de tamano r x (n —r), por 0y
la matriz nula (m —r) x r y por 03 la matriz nula (n —r) x (n —1r).

Para demostrar el primer teorema (y el segundo) basta interpretar M como la matriz asociada a una
aplicacién lineal f : V' — W (respecto algunas bases) donde V' y W son K-espacios vectoriales de di-
mensiones n y m respectivamente, y realizar ciertos cambios de base. Si By = {v1,...,0p,Vp41,...,Un}
es una base de V', donde {v,41,...,v,} es una base de ker(f), y By = {w1,...,Wr, Wyr41,..., W} €S
una base de W donde w; = f(v;) con i = 1,2,...,r (comprueba que bajo estas condiciones los vec-
tores f(v1),..., f(v,) son linealmente independientes), entonces Mg, 5, (f) es de la forma descrita
en el/los enunciado/s.

Ejemplo 2.5.4
Sea

Il
— =
— =
—
N O N
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y sea f : R* — R3 la aplicacién lineal que respecto de las bases canénicas tiene como matriz asociada
M. Como el rango de M es 2, existen bases en R* y en R3 respecto de las cudles la matriz asociada
a f es de la forma

1 0
M=10 1
0 0

o O O

0
0
0
Puesto que ker(f) = ({(1,1,-1,0),(1,—1,0,—1)}), podemos considerar

By ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(1,1,-1,0),(1,-1,0,—1)} como base de R?* y

Bw = {(1,1,1),(1,-1,1),(1,0,0)} como base de R?
(f(l,0,0,0) = (17 17 1) y f(ov 1507[)) = (17 _17 1)) Asi MBV,Bw(f) =M

Proposicién 2.5.2
Sean M y M’ dos matrices. Entonces M y M’ son equivalentes si y sélo si tienen el mismo tamaro
y el mismo rango.

De la definiciéon de matrices equivalentes se deduce, de forma inmediata, que dos matrices que sean
equivalentes tienen igual tamano e igual rango. Si M y M’ tienen igual tamanio (m X n) e igual rango
(r), ambas son equivalentes a una matriz de la forma

_ Ir 01
=(0, o)
es decir, C = QMP = Q'M'P’ donde Q, P, Q' y P’ son matrices regulares. Esto permite escribir
M' = Q"M P" siendo Q" = Q'"~'Q y P" = PP'~! (ambas regulares). .
Si por M denotamos el conjunto de matrices m xn con coeficientes en K, la relacion de equivalencia

”ser matrices equivalentes” definida en M particiona el conjunto M en t + 1 clases de equivalencia
donde ¢ = minimo{m, n}. Cada clase de equivalencia esta representada candénicamente por una matriz

del tipo C = L O conr=0,1,2,...,t
02 03

Ejemplo 2.5.5
1 1 2 a

Las matrices [ 1 —1 | y | 2 a | son equivalentes si y s6lo si b# 0y a # 2. ;Cuadl es el represen-
1 0 b b

tante candnico de la clase de equivalencia a la que pertenecen?

2.5.3 Ejercicios

Ejercicio 2.5.3.1
Sea V =R*, B. = {e; = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)} la base canénica
deV=R'yB= {vi =(1,1,1,1),v9 = (1,2,1,1),v3 = (0,0,0,1),v4 = (1,0,0,—1)}

1. Demuestra que B es base de V.
2. Sea v = (1,2,3,4) € R*. Determina las coordenadas de v respecto B. y respecto B.

3. Sea v = (2,9, 2,t) € R%. Determina las coordenadas de v respecto B. y respecto B.
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4. Si un vector v € R* cualquiera tiene coordenadas (o, a2, a3, ay) respecto B, y coordenadas
(B1, B2, B3, fa) respecto B. Determina una matriz M tal que

B1 aq
B2 Qo
=M
B3 as
Ba ay

., Qué nombre recibe esa matriz M?
5. Sea B’ = {v], va,v5,vj} con
vy =(0,0,0,1),v5 = (0,0,2,1),v5 = (0,1,-1,-1),vy = (-1,1,1,-1)
(a) Demuestra que B es una base de V = R*
(b

)

) Sea v = (1,2,3,4) € R*. Determina las coordenadas de v respecto B'.
(c) Sea v = (z,y, z,t) € R*. Determina las coordenadas de v respecto B'.

)

(d) Si un vector v € R* cualquiera tiene coordenadas (81, 82, 33, 81) respecto By coordenadas
(71, 72,73, 74) respecto B’. Determina una matriz N tal que

7 B1
V2 B2
=N
V3 B3
V4 Ba

., Qué nombre recibe esa matriz N7

Ejercicio 2.5.3.2
Sea f:R3 — R* la aplicacién lineal definida por:

f(z,y,2) =2z —y,3x+ 2z, 2+ y+ 2,2 —2y+ 2)
1. Se considera la siguiente base de R3:
B={(1,1,-1),(1,-1,-1),(2,0,0)}.

Determinar la matriz P cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de B expresados en
funcién de la base candnica de R? (matriz de cambio de base).

2. Sea R la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de la base canénica de R3
expresados en funcién de la base B. ;Qué relacion existe entre las matrices Py R?

3. Sea M la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R*, y N la matriz asociada
a f respecto de las bases B en R? y canénica en R*. Sefialar una igualdad que relacione las
matrices M, N y P, y obtener M y N.

Ejercicio 2.5.3.3
Sea V =R* y U el subespacio de V definido por

U={(z,y,2,t) €V talque z—-2y=0,z+y+z—t=0}

1. Demostrar que By = {(2,1,0,3),(0,0,1,1)} es base de U.
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2. Sea v = (4,2,—1,2). Probar que v € U y determinar las coordenadas de v respecto By .
3. Sea v = (2a, «, 8,3+ ). Probar que v € U y determinar las coordenadas de v respecto By .
4. Demostrar que By, = {(0,0,—1,—1),(2,1,—3,0)} es base de U.

5. Si un vector v € U cualquiera tiene coordenadas (aq, ) respecto By y coordenadas (1, 52)
respecto B{]. Determinar una matriz M tal que

5) = (o)
=M

< B2 as

., Qué nombre recibe esa matriz M?

Ejercicio 2.5.3.4
Se consideran las siguientes matrices

Sea f : R — R* la aplicacién lineal cuya matriz asociada respecto de las bases B = {v; = (0,2,1),v3 =
(=1,1,3),v3 = (1,0,—1)} en R? y la base canénica B, en R* es M, M = Mg s (f) ;Cudles de las
siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Mg, g (f)=MP
2. Mg, (f) =MP™!
3. M. (f)=PM
4. Mg, g (f) =P'M

Ejercicio 2.5.3.5
Sea f el endomorfismo de R* que tiene por matriz asociada respecto de la base canénica la matriz

00 0 4
00 3 0
M=Ms.)=1¢ 9 ¢ 0
1000

(Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Si B ={e1,e4,e2,e3}, entonces la matriz asociada a f respecto de B es

Mg(f) =

O O = O
O O O -
N O OO
O W O

2. Existen bases By y By de R* tales que Mp, ,(f) = 1.

3. No existen matrices inversibles P y @) tales que QM P = I,.
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4. No es posible hablar de f~*
Ejercicio 2.5.3.6
Se considera la siguiente matriz real:
a 1 -1 1
a=la a b 1],
0 0 ¢ O
que es equivalente a una matriz de la forma
(I Oy
= (o o)
siendo I, la matriz identidad de orden r, y los 0}s matrices nulas de tamanos adecuados.
1. Determinar el valor de r segin los valores de a, b, c.
01 -1 1
2.8 A=|[0 0 b 1] eslamatrizde una aplicacién lineal de R* en R? referida a las bases
00 1 O

canodnicas, hallar bases de tales espacios respecto de las cuales la matriz asociada a f sea la

matriz C' correspondiente.

3. Determinar matrices P (4 x 4) y @ (3 x 3) tales que C = QAP (donde A y C son las matrices

del apartado anterior).

Ejercicio 2.5.3.7
Se consieran las siguientes matrices

1 0 1
A_<—2 1 1) ¢=

O = O N

0 1
-1 2
-3 0
0 -2

1. Hallar matrices By y By (distintas) tales que ABy = ABy = Iy

2. Hallar matrices D1 y Dy (distintas) tales que D1C' = DyC = I3
3. ;Sera posible encontrar una matriz B tal que BA = I3?
4. ;Serd posible encontrar una matriz D tal que CD = 147

(I, denota la matriz identidad de orden r)
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2.6 Problemas de Aplicaciones Lineales

Problema 2.6.1

Se considera el R-espacio vectorial R?, y se definen las siguientes aplicaciones f; de R* en R3. ;Cudles
de ellas son lineales?

a) filz,y,2,t) = (z,y,2) + (1,2,3)
b) faz,y,2,t) = (1,2,3)

c) fa(z,y,2,t) = (x,2y,32) + (1,2,3)
d) fa(z,y,z,t) = (sen x,cosy,z +t)
e) fs(z,y,2,t) = 2z —y,2y — 2,0)
f) fe(z,y,2,t) = (x+y,y+2,2+1)

Determinar el nticleo y la imagen de aquellas aplicaciones que hayan resultado ser lineales.

Problema 2.6.2
Consideremos el conjunto C de los niimeros complejos, y la aplicacién f: C — C que a cada nimero
complejo le asigna su conjugado. Se pide, averiguar si f es lineal considerando:

a) C como R-espacio vectorial
b) C como C-espacio vectorial

En los casos en que f sea lineal, hallar su nticleo y su imagen.

Problema 2.6.3

Determinar bases de los niicleos y las imagenes de las siguientes aplicaciones lineales definidas de R3
4
en R*:

a) filr,y,2)=(y+z,x+z,24+y,x+y+2)
b) fa(z,y,2) = (x —y,x +y,2,0)

) fs(z,y,2) = 22,3y, z —y,x +y +2)

d) fa(z,y,2) =0,z —y—zy—z—22-2-Y)

Problema 2.6.4
Sea V el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes reales.
Se considera la aplicacién lineal f:R® — V tal que (para ciertos a,b € R):

f(,1,1)=2b+aX  f(0,-1,1) =aX +bX>  £(0,0,1) =b+ (a —1)X

a) Halla a y b para que f no sea inyectiva
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b) Halla bases de ker(f) y de Im(f), en funcién de a y b.

c¢) Determina el subespacio f(U), segin a y b, siendo U = {(x,y,2) €R®: 2 + 2 =y + 2z = 0}.

Problema 2.6.5
Di, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas 6 no.

a) Sea f:R™ — R™ una aplicacién lineal. Si f no es inyectiva, Im(f) no es R™.

b) Existe alguna aplicacién lineal f de R? en R? que no siendo inyectiva tiene como imagen todo
R2.

c) Existe una aplicacién lineal f de R? en R3 que tiene como imagen todo R3.

d) Si f:R? — R3 es aplicacion lineal, entonces ker(f) = {0} o dim(Im(f)) = 1.

e) Si f es una aplicacién lineal de R™ en R, dim(Ker(f)) =n —1 o f es la aplicacién nula.
)

f) Si f es un endomorfismo de V' tal que Ker(f) = Im(f), dim(V) es un niimero par.

Problema 2.6.6
Sea V un K-espacio vectorial no nulo de dimensiéon n y f un endomorfismo de V verificando:

F2=0 y dim(lm(f)) > dim(ker(f))
;Ctiales de las siguientes afirmaciones son ciertas?:
a) dim(Im(f)) > dim(ker(f))
b) dim(Im(f)) = n
¢) Tm(f) Nker(f) = {0}
)

n es un n@ par

Problema 2.6.7
Sea V' un espacio vectorial de dimensién 3, {v, w,u} una base de V' y f un endomorfismo de V' tal que

fv) =v+w, f(u) = u, ker(f) =< {v+w}>.

Se pide calcular Im(f), ker(f?) y ker(f?).

Problema 2.6.8

Construye, si es posible, una aplicacién lineal con las condiciones pedidas en cada uno de los casos
siguientes:
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una aplicacién lineal inyectiva de R* en R3.

)

b) una aplicacién lineal sobreyectiva de R* en R3.
) una aplicacién lineal de R* en R tal que su rango sea 5.
)

una aplicacién lineal f de R en R* tal que dim ker(f) = 3.

Problema 2.6.9
Da un ejemplo, en cada uno de los casos siguientes, de una aplicacién lineal f : R? — R3 verificando:

a) Ker(f)nIm(f)# {0}
b) Ker(f) C Im(f)
c) Im(f) C Ker(f)

Problema 2.6.10
Sean U y W dos subespacios no nulos de R® tales que U & W = R5.

a) Determina todos los posibles valores de dimU para que pueda existir una aplicacién lineal
f:R®> = R? tal que Ker(f) =U.

b) Determina todos los posibles valores de dim U para que pueda existir una aplicacién lineal
f:R? = RS tal que Im(f) = U.

Problema 2.6.11
Sean f:R3 — R*y g: R* — R? dos aplicaciones lineales.

a) Demuestra que Ker(f) C Ker(go f).
b) Demuestra que si g es sobreyectiva, entonces Im(f) C Im(f o g).
¢) Supongamos que f y g verifican las siguientes condiciones:
i) dim Ker(go f) =1
i) dimIm(fog) =2
iii) g es sobreyectiva.
Deduce que en ese caso
- f no es inyectiva y Ker(f) = Ker(go f).
- Im(f) = Im(f o g).
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Problema 2.6.12
Sea f:R* — R3 la aplicacién lineal definida por f(z,y, z,t) = (z +y + 2z, 2x — t,0).

a) Escribe la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

b) Determina bases de ker(f), Im(f). ;(Es f inyectiva? ;Es f sobre?

Problema 2.6.13
Se consideran de R? en R? las siguientes aplicaciones lineales:

i) flz,y) = ((—=1/2)z,(-1/2)y)
i) g(z,y) = (', y) siendo (j) _ <C°”/4 sen ”/4> <x>

sent/4  cost/d ) \y
iii) h(z,y) = (y,2)

iv) j(z,y) = (3z,3y)

v) k(z,y) = (2z,5y)

vi) Uz, y) = (v + 3y, 2z +y)

a) Da la matriz asociada a cada una de las aplicaciones anteriores respecto las bases candnicas.
.Son todas automorfismos de R2?

b) Sea T = {(x,5) € R?: 0 <y < 1,0 <z < 1}. Representa graficamente dicho conjunto y su
imagen por cada una de las aplicaciones definidas en este ejercicio.

c¢) (Darfas un nombre especial a alguna de las aplicaciones anteriores?

Problema 2.6.14
Se considera la aplicacién lineal f:R3 — R? que respecto las bases canénicas tiene por matriz

1 -1 0
A‘(2 3 1)

a) Halla bases de ker(f), Im(f) y obtén las coordenadas del vector (1,0,2) respecto a una base de
R3 que contenga a la base del Kerf obtenida.

b) Sean B = {(-1,0,0),(1,0,2),(~1,2,0)}, y B’ = {(~1,1),(—1,2)} bases de R? y R? respectiva-
mente. Determina la matriz asociada a f respecto de estas nuevas bases.

¢) Halla la matriz de f respecto a las bases C = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} y C" = {f(1,1,1),
£(0,1,0)}.
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d) Halla matrices inversibles P y @ con P € M>(R) y Q € M3(R) tales que

PAQ = <I(; 8) € Mayx3(R)

donde r = dim(Imf).

Problema 2.6.15
Sea B’ la base de R? dada por los vectores {(1,0,1),(2,1,1),(0,1,2)}. Se considera la aplicacién

fir V=R — W=R?

(1,0,1) — (4,-2,1)
(2,1,1) — (11,2,—1)
0,1,2) — (1,2,-1)

donde todos los vectores estdn expresados en las bases candnicas.
a) Halla la matriz M de la aplicacién f respecto de la base B’ en V' y de la base canénica B en W.

b) Halla la matriz N de la aplicacién f respecto de las bases candénicas en V' y W, asi como las
matrices que relacionan N y M.

c¢) Halla las dimensiones del niicleo y de la imagen de f, y utiliza lo obtenido para justificar que f

no es isomorfismo.

Problema 2.6.16
Considerar la aplicacién lineal A : R? — R? dada por la matriz

1 /-1 2
A_3(4 1)
respecto de la base canénica de R?. Encontrar la matriz que representa dicha aplicacién respecto de
la base B = {(1,2),(—1,1)}. ;Cuél es el significado geométrico de dicha aplicacién?

Problema 2.6.17
Sea V' el R-espacio vectorial de las matrices reales de tamano 3 x 3, y sea ¢ : V — V la aplicaciéon que

a cada matriz le asocia su traspuesta.

a) Halla la matriz A que representa a o respecto las base canénica de V', esto es respecto de la base
Bc = {EH,Elg,Elg,E21,E22,E23,E31,E32,E33} donde Eij es la matriz de V que en el lugar
(,7) tiene un 1, y el resto de los términos son 0.

b) Halla la matriz A’ que representa a o respecto la base B de V siendo
B= {Eih EiZ? Ei37 Eélv Eé27 EéS? Eél? EL/’;Q? Ei/SB}

donde Ej; es la matriz traspuesta de Ej;.
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c¢) Halla una matriz inversible P tal que A’ = P~1AP.

Problema 2.6.18
Se considera un endomorfismo f de R? cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

1 9 0 O
A=-12 5 8
1 -2 13

a) Halla la matriz M que representa a f respecto la base B = {v; = (0,2,1),v2 = (2,1,0),v3 =
(1,0,2)}.

b) Halla las potencias A™ para n € N.

c) ;Existe un subespacio U de R? de dimensién 2 tal que f(u) = u VYu € U?

Problema 2.6.19
Sea R el conjunto formado por las matrices reales de tamano 5 X 5 que son de la forma

ag 0 0 0 O
aa ag 0 0 O
A(a17a27a37a4>a5> = as a2 a1 0 0

ag az ay ap O
as a4 a3 az ag

(R, +, r) es un R-espacio vectorial.

a) Sean I = A(1,0,0,0,0), M = A(0,1,0,0,0) y B = {I, M, M? M3, M*}. Demuestra que B es
una base de R y que M* es la matriz nula 5 x 5 si k > 5.

b) Sea N = A(1,2,3,4,5). Escribe N en funcién de la base B, y calcula N~! sabiendo que N~!
estd en R.

c) Seat: R — R la aplicacién lineal que a cada matriz le asocia la suma de los elementos de su
diagonal principal.

- Determina la matriz asociada a t cuando en el espacio inicial se considera la base B y en el
espacio final se considera la base B; = {1/5}.

- Determina Im(t) y Ker(t).
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Problema 2.6.20
Halla los valores de a € R para los que el sistema de ecuaciones (A) es indeterminado. Discute y halla
la solucién general segin el pardmetro a € R del sistema (B)

r1+Tota3+ ...+ Tpy1 = 0
r1t+are+x3+ ...+ Tp1 = o 42x+3y+z+24t =3
(A) r1+Tot+ars+...+xpr1 = 2x3 (B) r+6y+32+4 = 5
: . 6x+9y+52+6t =7
’ 8+ 12y +Tz+at = 9
1 txotz3+...taxrpy1 = NTp41

Problema 2.6.21
Sea f:R* = R3 la aplicacién definida por

flz,y,z,t) =Bx+z,z,z+y —z+1)
1. Determina un subespacio U de R* tal que R* = U @ Ker(f).
2. ;Es posible hallar un subespacio no nulo W de R? tal que R3 = W @& I'm(f)?

3. Sea (a, b, ¢) un vector cualquiera de R3. Sin intentar resolver el sistema responde justificadamente
la siguiente cuestién. ;Es verdadero o falso que el sistema

3r+z = a
z
rty—z+t =

siempre tiene solucién?

Problema 2.6.22
Construye, si existe, una aplicacién lineal suprayectiva f:R? — R2. En caso de haberla construido,
jes alguna de las siguientes matrices una matriz asociada a f? ;Por qué?

1 0 0 1 0 0 1 01
0 0 0 010 010

Problema 2.6.23

Sea f:R% — R3 una aplicacién lineal que respecto de las bases candnicas tiene por matriz, la matriz
A siguiente. ;Existen matrices inversibles P(5 x 5) y Q(3 x 3) tal que QAP sea la que a continuacién
se indica? En caso afirmativo calctlalas.

1 0 0 1 0 1 0 00 O
A= 1 1 2 2 3 QAP=|0 1 0 0 O
-1 1 2 0 3 0 00 0 O
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Problema 2.6.24
Sea A una matriz 55 X 44 y B una matriz 44 x 55. Demuestra que el determinante de AB es igual a
0.

Problema 2.6.25
Sea f:R? — R* la aplicacién lineal dada por

f(17070): (1’17071) f(O,l,O) = (_1723070) f(oaoa 1) :(0737()’ 1)
Halla la matriz asociada a f respecto las bases

B =1{(1,2,1),(0,1,2),(0,0,1)}

B =1{(2,1,0,1),(0,2,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,3)} .

Problema 2.6.26
En R* se consideran los subespacios siguientes:

U={(z,y,z,t)Jc+y+2z+t=0}, W={(z,y,2,t)/x—y=0,z—1t=0}
y sea f: U — W la aplicacion lineal definida por
flx,y,z,t) = (x —3y+ z,2 — 3y + 2,y + 2z — t,y + 2z — t).
a) Determina bases de U y de W.

b) Determina la matriz M asociada a f respecto de las bases halladas en el apartado anterior. ;De
qué tamano es dicha matriz?

c) Halla bases de Ker(f) y de Im(f).

d) Determina matrices Py ) regulares tales que

I, 0
QMP:(O 0>

donde I, es la matriz identidad r X r y r es el rango de f.

Problema 2.6.27
-1

0 0
Sea I : R? — R3 la aplicacién identidad en R3 ysea A= [ 0 1 0 |. Se pide
1 0 O

a) Hallar una base B; de R? tal que la matriz asociada a I sea A cuando en el espacio inicial se
considera la base B y en el final la base candnica.
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b) Hallar una base By de R3 tal que la matriz asociada a I sea A cuando en el espacio inicial se
considera la base candnica y en el final la base Bs.

Problema 2.6.28

Sea V el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales.
Sean A(X) =14+ X+ X2 B(X)=14+2X% C(X) = X+X% v=(2,0,1), w = (3,1,0), u = (1, -2,3).
Se considera la aplicacién f:V — R3 definida por

a) Halla la matriz de f respecto de las bases {A(X), B(X),C(X)} de V y {v,w,u} de R3. ;Qué
rango tiene la aplicacién f? ;Cualquier matriz asociada a f es equivalente a la matriz identidad
3 x 37

b) Halla la matriz de f respecto de las bases {1, X, X2} de V y la canénica de R3.

Problema 2.6.29
Sea f:R* — R* una aplicacién lineal y M la matriz asociada a f cuando en R** y R
las bases candnicas.

4 se consideran

1 2 3 4 0 0 .0
M=1153 w00 o
1 2 3 4 0 0 .0
a) Demuestra que Im(f) = ({(1,1,1,1)}) y que
ker(f) = ({2e1 — e2,3e1 —e3,...,44e1 — eqq, €45, €46, - . ., €444 })

b) ;Respecto de qué bases de R*** y R* la matriz asociada a f es la matriz N 4 x 444 siguiente?

1 0 0 ......... 0
00 0 ......... 0
N_OOO ......... 0
00 0 ......... 0

Problema 2.6.30
Sea f:R1000 _ R yna aplicacién lineal y A la matriz asociada a f cuando en R0 y R999 ge
consideran las bases candnicas. Se sabe que:

1. La primera y la quinta columnas de A son iguales.

2. El determinante de la matriz B es distinto de cero, siendo B la matriz que se obtiene de suprimir
en A la primera columna.
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Demuestra que ker(f) = ({e1 — e5}).

Problema 2.6.31
Sea f:R' — R* una aplicacién lineal y M la matriz asociada a f cuando en R'® y R* se consideran
las bases canénicas. La matriz M 4 x 16 es de la forma M = (AAAA) siendo A la matriz siguiente

— =
N NN O
w w o o
- o O O

Determina dimensiones y bases de ker(f) y Im(f).

Problema 2.6.32
Sean f, g, h,j:R3 — R? las aplicaciones lineales definidas por (considerando R? y R? como R-espacios
vectoriales):

f(xayaz):(_2$7z_y)7 g(x7y7z):(x+y+zax+y)7
M,y 2) = (y, 2 +2), j2,y,2)=(=3x+2y+2z2z+22)

Se pide, si V denota el R-espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R? en R?:

e Demostrar que f, g y h son vectores linealmente independientes en V. ;Pertenece el vector j al
subespacio de V engendrado por f, g y h?

e Resuelve matricialmente el apartado anterior (para ello tendras que fijar una base en R? y otra
en R3).

e ;Qué dimension tiene V? Construye una base de V que sea ampliaciéon de la familia libre

{f,9,h}.

e ;Qué base de V se puede considerar como “base candnica”?

Problema 2.6.33
Sea f:R? — R3 la aplicacion lineal definida por (considerando R3 como R-espacio vectorial):

f(z,y,2) = (y,2,0).

Si V denota el R-espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R? en R? determina el mayor n posible
para que los vectores de V

-[R37f7f2:fof7f3:fofof7"'7fn:fo"'of

sean linealmente independientes, donde Izs denota la aplicacién identidad de R3.

Problema 2.6.34
Sea V el R-espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R? en R y W el R-espacio vectorial de las
aplicaciones lineales de R? en R. Se pide:
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e Calcular bases y dimensiéon de V' 'y W.

e Si f:R3® — R? es la aplicacién lineal definida por (considerando R? y R?® como R-espacios
vectoriales):
fle,y,2)=(—2c+y—z,2—22z—1y)
y se define la aplicacién:
Frw — Vv
g +— gof
entonces demostrar que F' es una aplicacién lineal. Respecto las bases de V' y W calculadas en

el apartado inicial, calcula la matriz asociada a F'. ;Que nombre le darias a la aplicacién lineal
F?

e Determina bases de V' y W tal que la matriz asociada a F respecto dichas bases sea lo mas
sencilla posible.

Problema 2.6.35
Sea V' el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que tres y W el R-espacio
vectorial de los polinomios de grado menor o igual que dos. Se consideran las aplicaciones lineales:

g V — w h: W — w
p(x) — g(p(z)) q(z) — hig(z))

con g(p(z)) = p(0)a* + p(L)z +p(-1) ¥

Se pide:
e Determinar las matrices de g, h y h o g respecto de las bases candnicas de V y W.

e Determinar bases de V' y W de forma que las matrices asociadas a las aplicaciones lineales g, h
y h o g respecto dichas bases sean lo més sencillas posibles.

Problema 2.6.36
En el R-espacio vectorial R* se considera el subespacio

U={(z,y,z,t):x+y—2—1t=0, x+y+2+t=0}

y sea W un subespacio de R* tal que R* = U @ W. Si II: R* — U es la aplicacién lineal que a cada v
en R* le asocia el tinico elemento u € U tal que v = u +w con w € W. Se pide:

e Determinar una base de U y la matriz de II respecto la base canénica de R* y la base de U que
has calculado.
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e Si f:U — R3 es la aplicacién lineal definida por (considerando R? como R-espacio vectorial):

f(J:)y)th) = ($+y7yaz_t)7

determinar bases de R* y R? de forma que la matriz asociada a la aplicacién lineal f oIl respecto
dichas bases sea lo més sencilla posible.

e Determinar una base y la dimensién del R-espacio vectorial V' de las aplicaciones lineales de R*
en U. ;Cuales son las coordenadas de II respecto la base que has calculado?

e Si H es el subespacio de V' engendrado por la familia {II}, determina un subespacio @ de V tal
que V=H&Q.

e Determinar una base y la dimensién del R-espacio vectorial M de las aplicaciones lineales de W
en U.

Problema 2.6.37
Sea V' el R-espacio vectorial de las matrices 3 x 3 con coeficientes en R y W el R-espacio vectorial de
las aplicaciones lineales de V' en R. Se pide:

e Determinar una base y la dimensiéon de W.
e Si ® denota la aplicacion lineal “traza de una matriz”

%4 —
ail a2 a3
A= | axn a2 as — a1l + a2 + ass

az1 as2 a3z

calcular las coordenadas de ® respecto de la base de W que has calculado en el apartado anterior.

Problema 2.6.38

La matriz
2 -1 1 00
8 -5 2 0 0
-1 7 -3 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 3 4
es usada para codificar mensajes como sigue. Por identificacién de las letras A, B,C,---,Y, Z con
los ntimeros 1,2,3,---,25,26, un mensaje con k letras es considerado una k-upla de nuimeros. Esta

k—upla es dividida en 5—uplas; si k£ no es divisible por 5 uno anade ceros al final. Después cada una
de esas 5—uplas es multiplicada por la matriz dada. Teniendo en cuenta todo lo anterior, decodifica el
siguiente mensaje (escrito en inglés).

—3,-38,52,7,23;38, 145, —200, 15, 59; 5, 3, —5, 35, 119.
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Problema 2.6.39
Supongamos que

10 0 126
01 0|, 30
0 0 1 ! 7
Az=11 o g|| %2 =|o5 | =2
31 0] \" 540
2 1 1 377

donde uno de los coeficientes del lado derecho puede ser erréneo. Esto significa que Az = b+ ag;
donde o € R y el vector columna g; son desconocidos.

Este problema consiste en determinar x1, xo v z3, y da idea de cémo corregir errores en problemas
de codificacién. La versién codificada de un mensaje contiene informacién redundante que puede ser
usada si se producen errores durante la transmisién. En nuestro problema el mensaje estd constituido
por tres nimeros ( x1, x3 y o3), mientras que la versién codificada del mensaje consta de seis ntimeros.
Para resolver el problema sigue los siguientes pasos.

1. Halla una matriz real B de tamano 3 x 6 tal que BA sea la matriz nula, y que ninguna columna
de B sea multiplo de alguna otra columna de B.

2. Determina « y ¢; resolviendo la ecuaciéon matricial (O) = BAx = Bb + aBe;.

3. Halla x1, x2 y x3 resolviendo la ecuaciéon matricial de partida, habiendo corregido previamente
el miembro de la derecha tras resolver el apartado anterior.




Leccion 3

La Teoria del Endomorfismo

La nocién de autovalor y autovector de una matriz cuadrada es una de las herramientas mas potentes
que el Algebra Lineal proporciona para la resolucién de gran cantidad de problemas que aparecen
en Ciencia y Tecnologia. Para ilustrar lo que decimos, consideramos el siguiente ejemplo de carédcter
econdémico.

Un conocido empresario comenta en una entrevista la forma en que logré hacer, honradamente, su
fortuna. Inicié su andadura en los negocios con un capital de 200 euros, producto de sus ahorros. Tras
un ano de trabajo como repartidor de pizzas tenfa en su haber 1300 euros. A partir de ese momento,
decide comprar cada ano bienes por un importe igual a seis veces el valor de su capital a principios del
ano anterior, y venderlos por cuatro veces el valor de su capital al inicio del afio en curso. Con esta
estrategia el empresario conocia que en sélo 6 anos conseguiria un capital superior al medio millén de
euros.

Si u,, representa las ganancias a principios del ano n-ésimo, la informacién dada puede expresarse

mediante la siguiente relacién:
+1
Un+2 | _ 5 —6\" Up (3.1)
Un+1 1 0 uo .
donde n > 0.
Mediante técnicas que aprenderemos en este capitulo, podré comprobarse que

()= DGE )

Esta igualdad permite operar méds comodamente y afirmar que la expresion 3.1 puede escribirse como

n+1 _
Uny2 ) _ (3 2 3 n0+1 1 2 up (3.3)
Up+1 1 1 0o 2 -1 3 U
A partir de la cual es inmediato deducir que
Upsa = 900 - 372 — 700 - 2 H2

Esta expresién era a la que habiia llegado el empresario cuando decidié la estrategia a seguir.
Observar que en el ejemplo anterior, la igualdad 3.2 muestra una relacién del tipo M = Q~1DQ
donde M representa la matriz de partida y D una matriz diagonal: Los valores de la diagonal principal
de D son los ‘autovalores’ de M, concepto, entre otros que forma parte del tema que estamos iniciando.
Pero antes de comenzar con los aspectos propios de esta leccidon, vamos a realizar una serie de
puntualizaciones.
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Como el nombre de la leccién indica, nos vamos a centrar en el estudio de determinadas cuestiones

relativas a aplicaciones lineales en las que el espacio inicial y el espacio final coinciden, pudiendo,
obviamente, fijar igual base en ambos puntos (el de partida y el de llegada). Asi pues, a lo largo del
tema si f:V — V es una aplicacién lineal, y en V consideramos fijada la base B, se hablard de la
matriz asociada a f respecto de la base B, que denotaremos por Mz(f).
Observemos ademés que si M y N son dos matrices asociadas a f (en las condiciones senialadas),
entonces N = P~'MP, donde P es una matriz de cambio de base. Este hecho motiva la definicién
siguiente: Dos matrices M y N se dice que son semejantes si se puede establecer entre ellas una
relacion del tipo N = P~ M P. Es trivial que “matrices semejantes” es un caso particular de “matrices
equivalentes”.

3.1 Autovalores y autovectores

Sea V un K-espacio vectorial y f:V — V una aplicacién lineal, esto es, un endomorfismo de V. Las
nociones de autovalor y autovector juegan un papel fundamental en la bisqueda de la forma canénica
de un endormorfismo de V.

Definicion 3.1.1 Un elemento o en K es un autovalor de f si existe un vector v distinto de cero
verificando

fv)=av

El vector v se denomina autovector de f asociado al autovalor a.

La razon por la que estas nociones son fundamentales en el estudio de los endomorfismos se
encuentra en que si se dispone de una base de V' cuyos elementos son autovectores de f entonces la
representacién matricial de f respecto de esta base seria una matriz diagonal, en cuya diagonal se
encontrarian los autovalores de f. En el caso de que sea posible tal representaciéon diagonal para f se
dice que f es diagonalizable. Para comprender mejor esto, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1
Consideremos el endomorfismo f de R? definido por la matriz M siguiente referida a la base canénica.

M = Mg, (f) = (g 3)

En la figura siguiente se muestra la accién de f sobre la base candnica y sobre los vectores v; = (1,1)
y v2 = (1, —1). Es facil comprobar que f transforma los subespacios U = ({vi}) y W = ({v2}) en si
mismos. A la vista de lo anterior, es sencillo confirmar que v; = (1,1) y v2 = (1, —1) son autovectores
asociados a los autovalores 2 y —2 respectivamente. Ademds vy y vo constituyen una base; llamando
B = {v1,va} se tiene que

;. (2 0
es diagonal. "

Para justificar la validez de la estrategia anterior en situaciones generales (bisqueda de autovec-
tores) se demuestra en primer lugar la independencia lineal de los autovectores asociados a autovalores
distintos.

Proposiciéon 3.1.1 Sea f:V — V un endomorfismo, a1 y s autovalores distintos de f y w1 y uo
autovectores de f asociados a oy y ao respectivamente. Entonces uy y uo son linealmente independi-
entes.
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Figura 3.1: Accién del endomorfismo f sobre algunos vectores de R?

Demostracion.
Si u1 y us son linealmente dependientes entonces u; = Pus con S # 0 puesto que u; y us son
autovectores. Se tiene asi

oul = f(Ul) = f(ﬁuz) = Bf(UQ) = Bagug = apug

y por ello a; = a9, lo cual constituye una clara contradiccién. "

El resultado anterior se generaliza de forma sencilla al caso de s autovectores procedentes de s
autovalores distintos. A continuacién se muestra cémo calcular los autovalores (y los autovectores)
asociados a un endomorfismo, lo que conducird de forma natural a la definicién de polinomio carac-
teristico de un endomorfismo y de una matriz.

Proposicién 3.1.2 Sea f:V — V un endomorfismo, B una base de V- y A = Mg(f). Un elemento «
en K es un autovalor de f si y sélo si

det(al, — A) =0
donde 1, denota la matriz identidad de dimension n y n = dim(V).

Definicién 3.1.2 Sea A una matriz cuadrada de dimension n y coeficientes en K. Se define el
polinomio caracteristico de A como:

Py(X) = det(XT, — A)
donde 1,, denota la matriz identidad de dimension n.

e La manipulacién de algunas matrices concretas (que pueden ser elegidas por el propio lector)
permite observar el siguiente resultado cuya prueba se deja como ejercicio.

Sipa(X) =ap X" +a, 1 X" '+ ---+a1X + ag es el polinomio caracteristico de una matriz A,
entonces a, = 1,a,-1 = —traza(A),ag = (—1)"det(A).

Definicién 3.1.3 Sea f:V — V un endomorfismo, B una base de V.y A = Mg(f). Se define el
polinomio caracteristico de f como:

Py(X) = Pa(X)
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La definiciéon de polinomio caracteristico de un endomorfismo f:V — V, tal y como se ha intro-
ducido, depende de la base escogida en V. Sin embargo esta ambigiiedad desaparece notando que
si dos matrices son semejantes entonces sus polinomios caracteristicos coinciden. En particular, dos
matrices semejantes tienen igual determinante, igual traza y los mismos autovalores, vedmoslo. De la
relacién B = P~'AP puede obtenerse la siguientes cadena de igualdades:

Pp(X) = det(XI, — B) = det(XP~'P - P~'AP) =
= det(P~1 (X1, — A)P) = det(P~") det(XL, — A) det(P) =

= det(P~1) det(P) det(XI,, — A) = Pa(X)

La siguiente proposicién muestra un primer criterio de diagonalizacion, esto es, una condicién
cuya verificacion implica la existencia de una base respecto la cual la representacién matricial del
endomorfismo considerado es diagonal.

Proposicién 3.1.3
Sea f:V — V un endomorfismo. Si f posee n autovalores distintos en K (o lo que es lo mismo P(X)
posee n raices distintas en K) entonces f es diagonalizable.

Ejemplo 3.1.2

1
Es facil comprobar que el endomorfismo f : R? — R? representado por la matriz A = <(1) O>

(respecto de la base canénica) es diagonizable puesto que su polinomio caracterfstico es X2 — 1 y una
base de vectores propios es B = {(1,1),(1,—-1)}. ]

Sin embargo existen endomorfismos diagonalizables para los que no se verifica la condiciéon que
muestra la proposicién anterior, es decir, un endomorfismo de un espacio n-dimensional puede ser
diagonalizable sin que su polinomio caracteristico tenga n raices distintas. El endomorfismo identidad,
cuyo polinomio caracteristico es (X — 1)" es un ejemplo de ello, otro es el siguiente.

Ejemplo 3.1.3

El endomorfismo f : R® — R® que tiene asociada respecto la base canénica la matriz B es dia-
gonalizable. Su polinomio caracteristico es (X — 1)3(X + 1)2. Calculando directamente vectores
propios asociados a 1 y —1, o bien reordenando la base canénica ({e1,es,es,ea,e4}) para reducir
este problema, por cajas, a matrices iguales a la matriz A del ejemplo anterior, se puede ver que
{e1+e5,e1 —e5,e3,e2 + eq,e2 — e4} es una base de vectores propios.

0 0 0 01
00 010
B=10 01 0 0
010 00
1 0 0 00

El siguiente criterio permite caracterizar los endomorfismos diagonalizables en términos de los
subespacios propios que se definen a continuacién.

Definiciéon 3.1.4 Sea f:V — V un endomorfismo y o € K. Se define:
Vi) ={ue V: f(u) = au}

y se tiene que Vy(a) es un subespacio vectorial de V y que Vi(a) es no trivial si y solo si a es un
autovalor de f. Se dice que Vi(a) es un subespacio propio de f.
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Proposicién 3.1.4 Sea f:V — V un endomorfismo y o, ..., a5 los distintos autovalores de f (esto
es, las distintas raices en K de Pp(X)). Se tiene entonces que f es diagonalizable si y solo si se verifica

dim(V) =) dim(Vy(es))
=1

Puesto que existen endomorfismos que no se pueden diagonalizar, incluso aunque se aumente el
cuerpo de escalares, el siguiente teorema muestra cuando un endomorfismo se puede triangularizar,
ésto es, cuando existe una base tal que la matriz del endomorfismo considerado respecto dicha base es
triangular superior.

Teorema 3.1.1 Sea f:V — V un endomorfismo verificando que Pr(X) posee todas sus raices en K.
Entonces existe una base B de V tal que

1T

0 (6% *
Mg(f) =

o ... ... 0 o«

donde los a; son los autovalores de f (que no tienen por qué ser todos distintos).

Una forma de demostrar el teorema anterior es aplicando induccién sobre la dimension del espacio,
o lo que es equivalente, sobre el orden de la matriz, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.4
Consideremos el endomorfismo f de R* que respecto de la base candnica tiene como matriz asociada
la siguiente

A=13 o 5 _3

4 0 5 =2
La matriz A es triangulable puesto que su polinomio caracteristico tiene todas sus raices en R:
Py(X) = (X +1)*(X —2)%

Si lo que se trata es de buscar una base B de R* respecto de la cudl la matriz asociada a f es
triangular, el primero de los vectores de B ha de ser un vector propio de f. Como

Vi(=1) = ({e2 = (0,1,0,0)})

es el subespacio propio, respecto de f, asociado al valor propio —1, consideramos un subespacio U de
R* tal que R* = V(—1) @ U. Sea

U= ({e1 =(1,0,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)})

y B’ = {eg, €1, e3,e4}. La matriz asociada a f respecto de B’ es
—1
A =

o O O
=~ w o N
ot
&
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Sea g = py o fu el endormorfismo de U donde fry : U — R* es la restriccién de f a U, y py : R* = U
es la proyeccion de R* sobre U. Si extraemos de A’ la caja

0 -1 2
C=1[3 5 -3
4 5 =2

entonces se verifica que C' es la matriz asociada al endomorfismo g de U respecto de la base By =
{e1,e3,e4} de U.
El polinomio caracteristico de g es

Py(X) = Pe(X) = (X +1)(X - 2)%,

y el subespacio
Vo(—1) = ({—ex + e3 + ea}).

Sien U = Vy(—1) @ W, con W = ({eq,e3}), consideramos la base B, = {—e1 + e3 + e4, e1,e3}, se

tiene:
-1

MIB’U(Q) =( 0
0 -1

4 5
4 4
0

Reiterando el proceso, si de Mg, (g) extraemos la caja

4 4
p=(4 )

D es la matriz asociada a un endomorfismo h de W respecto de la base By = {e1,e3}: h = pw o gw
donde gy : W — U es la restriccién de g a W, y pw : U — W es la proyeccion de U sobre W.
El polinomio caracteristico de h es

Py(X) = Pp(X) = (X - 2)%,

y el subespacio

Vi(2) = ({—2e1 +es}).

Si en W fijamos la base By, = {—2e; + e3, e1}, se tiene que

MB;,V(h) = (g _21) :

Sea, finalmente, B* = {ea, —e1 + €3+ e4, —2e1 + €3, €1} la base de R* que hemos obtenido a lo largo
de todo el proceso anterior. Respecto de dicha base la matriz asociada a f es triangular:

-1 1 1 2
0 -1 -3 4 _

Mg« (f) = 0 0 5 1 —pl.A.P
0 0 0 2

donde P es la matriz que tiene por columnas las respectivas coordenadas de los vectores de la base B*
expresados en funcién de la base candnica.
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En las lineas siguientes vamos a realizar una serie de puntualizaciones que nos seran de utilidad, no
sélo para introducir algunas aplicaciones del resultado anterior sobre triangularizacién, sino también,
para abordar distintos aspectos contenidos en la secciéon inmediatamente posterior.

Sea f un endomorfismo del K-espacio vectorial n-dimensional V| y sea
p(X)=a, X" +a, 1 X" V. 4+ a1 X +ag
un polinomio cualquiera con coeficientes en K. Por p(f) se denota el endomorfismo de V' siguiente:

p(f)=arf +ar1f " .. Farf +aoly

donde

k veces
—fN—
k
fr=Fofo...0].
Andlogamente, si A es una matriz n x n con coeficientes en K, p(A) es la matriz

p(A) = a, A"+ ar 1 A"+ Far A+ all,.

Distintos resultados vistos en el capitulo precedente nos permiten afirmar que si B es una base de
V y M = Mg(f) entonces

Mg(p(f)) = a;M" + ar_1M"' + ...+ a1 M + agl, = p(M).
También es inmediato comprobar que si ¢(X) es otro polinomio con coeficientes en K entonces:
+a(f)=p(f)+alf)  (p-a)(f)=(a p)f)

(p+a)(4) =p(A)+q(4)  (p-)(4) = (g -p)(4) =p(A)-q(A) = q(A4) - p(A)

Una vez establecida la notacién y algunos resultados elementales relativos a expresiones polinémicas
de matrices vamos a ver algunos resultados sencillos, a modo de ejemplo, en los que la triangulacion
de una matriz juega un papel importante.

Ejemplo 3.1.5

e Si A es una matriz cuadrada n X n cuyos valores propios son ai,- -+, q, (no necesariamente
distintos), entonces traza(A) = a1 + -+ a, y det(A) = aq--- - Q.-

e Si p(X) es un polinomio cualquiera y A es una matriz n X n, entonces los valores propios de la
matriz B = p(A) son exactamente los nimeros p(«a1), -+, p(a,) donde a1, - -, v, son los valores
propios de A.

Para probar ambos resultados basta considerar una matriz triangular T semejante a
A y aplicar las propiedades relativas a polinomios caracteristicos de matrices semejantes.
En el caso de B, debemos observar ademds que si A = P~'TP entonces B = p(A) =
p(P~'TP) = P~!p(T)P donde p(T) es una matriz triangular en cuya diagonal principal
aparecen p(ay), -+, play,).

Aplicaciones interesantes de la iltima de las consecuencias son las siguientes.
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e Si Ay es una matriz 5 x 5 con valores propios distintos 1, —1,0 y A5 es una matriz 8 x 8 de valores

propios distintos 0, —1, 3, —6, —4, entonces la matriz By = A3 — A3 — 4A4; + 41 no es inversible,
pero si lo es la matriz By = A3 — A2 — 445 + 4I. La explicacién puede darse de la siguiente
manera. Las matrices By y Bg son p(A;) y p(As) respectivamente, con p(X) = X3 — X2 —4X +4.
Teniendo en cuenta que p(X) = (X —1)(X +2)(X —2), el 0 = p(1) es valor propio de By, lo que
significa que dicha matriz no es inversible. No sucede lo mismo con Bs, cuyos valores propios
son todos no nulos, pues ningin valor propio de Asg es raiz de p(X).

Si f es un endomorfismo de R? tal que 1/2,2,2 son sus valores propios, entonces el hecho de
someter a los vectores de R? una, dos, tres, cuatro, ... veces sucesivamente a la transformacién
f, conduce al mismo efecto que el haber proyectado los vectores de R3 sobre un subespacio de
dimensién 2. jPuedes justificarlo?

;,Qué hubiera sucedido en una situacion andloga a la anterior pero supuesto que f
tuviese por valores propios 1/2,1/2,1/3?

El ejemplo con el que vamos a finalizar esta seccién muestra que en casos muy particulares
es posible triangular una matriz sin tener que realizar un desarrollo similar al efectuado en el
ejemplo 3.1.4, y que nos daba las pautas generales de triangularizacion.

Se consideran los endomorfismos f y g de R? que respecto de la base canénica tienen por matrices
Ay B respectivamente:

-3 1 -1 1 -3 3
A=| -7 5 -1 B=|3 -5 3
-6 6 -2 6 —6 4

Ambas matrices tienen polinomio caracteristico p(X) = (X + 2)%(X — 4), y por ello los en-
domorfismos que representan son triangularizables. Si en ambos casos consideramos una base
formada por dos vectores propios (correspondientes a autovalores distintos) y un tercer vector
independiente con los anteriores, tenemos garantizada la triangularizacién.

En el caso de f, un autovector asociado al autovalor —2 es v; = (1,1, 0) y un autovector asociado
al autovalor 4 es vy = (0,1,1). Sea v3 = (1,0,0) y consideremos en R3 la base B = {v1,v2, v3}.
Respecto de esta base la matriz asociada a f es

-2 0 -1
A=10 4 —6
0 0 —2

Cuando se trabaja con g, el tercer vector de la base a hallar puede ser vector propio asociado
al autovalor —2, puesto que el subespacio propio asociado a dicho autovalor es de dimension
2. De esto resulta que g es ademds diagonalizable. La base de vectores propios es B = {v; =
(1,1,0),v2 = (1,1,2),v3 = (0,1,1) }.

Este es un caso en el que de nuevo aparecen matrices con igual polinomo caracteristico y que no
son semejantes.
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En la seccién que ahora concluimos se ha establecido una caracterizaciéon de los endomorfismos
que son diagonalizables, en la que interviene el concepto de polinomio caracteristico pero no ex-
clusivamente. También se ha podido observar que existen endomorfismos con el mismo polinomio
caracteristico pero de diferente comportamiento, lo que significa que el polinomio caracteristico de un
endomorfismo, a pesar de su nombre, no lo caracteriza plenamente.

En lo sucesivo iremos introduciendo nuevos conceptos que nos permitan, por un lado, un manejo
mas cémodo de un endomorfismo cuando no sea diagonalizable, y por otro, dar una caracterizacion
del mismo.

3.1.1 Ejercicios

Ejercicio 3.1.1.1
Sea f el endomorfismo de R? definido por f(e1) = e1, f(ea) = 2ea, f(e3) = 3es.

1. Comprueba que f(z,y,2) = (z,2y, 3z).

2. jSon ey, eq, e3 vectores propios asociados a f? En caso afirmativo, senalar respecto de qué valores
propios.

3. (Es diagonal la matriz asociada a f respecto de la base candnica?

Ejercicio 3.1.1.2

Sea d el endomorfismo de R?[X] que a cada polinomio le asocia su polinomio derivado. Se desea deter-
minar, si existen, los vectores propios relativos a d, y los valores propios correspondientes. Justificar
la siguiente linea de actuacién.

1. Se buscan los polinomios no nulos p(X) = aX? + bX + c tales que

20X +b=a(aX?+bX +¢) (3.4)

2. Si a # 0, entonces la igualdad (3.4) conduce a que p(X) debe ser el polinomio nulo.
3. Teniendo en cuenta (3.4), si « =0, entonces a =b =0, y p(X) = ¢ con ¢ # 0.

4. El 0 es por tanto el tinico valor propio de d, y tiene asociados como vectores propios los polinomios
constantes.

Existe una base de R?[X] respecto de la cudl la matriz asociada a f sea diagonal?

Ejercicio 3.1.1.3
Sea f el endomorfismo de R? definido, respecto de la base candnica por la matriz siguiente:

3 -1
=)
1. Determinar el polinomio caracteristico de f.

2. Hallar V¢(2).

3. (Es f diagonalizable?
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Ejercicio 3.1.1.4
Sea f el endomorfismo de R? definido, respecto de la base candnica por la matriz siguiente:

1 1 =2
A=11 1 2
2 -2 6

1. Determinar el polinomio caracteristico de f.
2. Hallar V¢(a), para cada valor propio a.

3. (Es f diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz regular P de tamafio 3 x 3 tal que
P~1AP sea diagonal.

Ejercicio 3.1.1.5
Sea f el endomorfismo de R3 definido, respecto de la base canénica por la matriz siguiente:

1 1
3 -1
1 1

2
A=10

0

1. Determinar el polinomio caracteristico de f.

2. Hallar Vy(«a), para cada valor propio .

3. (Es f diagonalizable? En caso afirmativo, hallar una matriz regular P de tamano 3 x 3 tal que
P~1AP sea diagonal. En caso negativo, hallar una matriz regular P de tamafio 3 x 3 tal que
P~1AP sea triangular.

Ejercicio 3.1.1.6
Sea f el endomorfismo de R3 definido, respecto de la base canénica por la matriz siguiente:

2 1 1
A=10 3 -1
01 1

1. Se consideran los polinomios p(X) = X? + 2y ¢(X) = 3X? + X + 1. Hallar las matrices p(A)
y q(A), y determinar la imagen del vector (1,1,1) respecto de los endomorfismos de R?® p(f) y

q(f)-

2. Con ayuda del tltimo apartado del ejercicio anterior, obtener los valores propios de ¢(f), y
comprobar que si los valores propios de f son «, 3,7, los de ¢(f) son q(«),q(B) v q(7)-

Ejercicio 3.1.1.7
Sea f un endomorfismo de C3. Justificar cada una de las afirmaciones siguientes, en las que a y 3
representan nimeros complejos, y v/—1 esta representado por .

1. Sips(X) = (X — )} (X — B) entonces dim V,(f) < 2.

2. Si a es un autovalor de f y dim V,(f) = 3 entonces f es diagonalizable y ps(X) = (X — a)3.

w

. Sipp(X) = (X —a)?)(X — B) y dim V,(f) = 1 entonces f no es diagonalizable.

o

. Sipp(X)=(X?+1)(X —2), entonces f es diagonalizable.
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5. Sipp(X) = (X —1i)?(X — 2), no estd garantizado que f sea diagonalizable.

Ejercicio 3.1.1.8
Sean f : R3 = R*y ¢ : R* — R3 las aplicaciones lineales definidas, respecto de las bases canénicas
correspondientes, por las matrices A y B siguientes:

i;é 1 1 2 2

A= B=|1 -1 -1 -1
20 1 0 -1 -1
1 2 1

Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.
1. go f es diagonalizable.
2. go f es inyectiva.

Ejercicio 3.1.1.9
Sea f el endomorfismo de R* que tiene por matriz asociada respecto de la base canénica la matriz

00 0 4
0030
1000

;, Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. e1 + e4 es vector propio asociado a algin autovalor de f.

[\V)

. 2,—2,4/6,—+/6 son los valores propios asociados a f.
3. f no es diagonalizable.

4. 2e1 + eyq es vector propio asociado a algin autovalor de f.

Ejercicio 3.1.1.10
Se considera la matriz siguiente

1/6 1.0 0 0 0 0
16 01 .0 0 0 0
1/6 0 0 1 0 0 0
A=|1/6 0 0 0 1 0 O
1/6 0 0 0 0 1 0
1/6 00 0 0 0 1
0 00O0O0O0O0

1. Calcular el polinomio caracteristico de A y comprobar que

1
pa(X) = S X(X - D(6X°4+5X* +4X% +3X%2 +2X +1)

2. El polinomio ¢(X) = 6X° +5X% 4+ 4X3 +3X2 42X + 1 posee una raiz real, que es es distinta
de 0 y distinta de 1. ;Por qué?
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3. El resto de las raices del polinomio ¢(X) anterior son todas complejas y distintas, y dos a dos
son conjugadas entre si. jPor qué es cierto esto ultimo?

4. Si h es el endomorfismo del C-espacio vectorial C” que respecto de la base candnica tiene asociada
la matriz A, jes h diagonalizable?

5. Si f es el endomorfismo del R-espacio vectorial R” que respecto de la base canénica tiene asociada
la matriz A, jes f diagonalizable?

6. Reescribir el polinomio caracterfstico de A en la forma p4(X) = ¢ X(7X%—r(X)) siendo r(X) =
X6+ X%+ X4+ X34 X2+ X 41, y comprobar que si « es raiz de p4(X), entonces a no es
raiz de r(X).

7. En las notas tedricas se ha probado que si a1, - - -, ., son los valores propios de una matriz M de
tamano n X n, entonces p(ay), - - -, p(ay,) son los valores propios de la matriz p(M) (donde p(X)
es un polinomio cualquiera). Teniendo en cuenta este resultado y el apartado anterior, deducir
que el nidmero 0 no es valor propio de la matriz B = A5 + A° + A* + A3 + A2 + A+ L.

8. Sea ¢ el endomorfismo de R” definido, respecto de la base canénica por la matriz B del apartado
anterior. ;Es g un isomorfismo?

9. Sean VLWL)U aplicaciones lineales entre K-espacios vectoriales. Demostrar que si fo
es isomorfismo entonces ker(f2 o f1) = ker(f1).

10. Conservando la notaciéon empleada en apartados anteriores, se considera el endomorfismo g o
(f —Ig7) de R”. ;Quién es la matriz asociada a tal endomorfismo respecto de la base canénica?

11. Teniendo en cuenta los dos apartados anteriores, deducir que ker(f7 — Ip7) = ker(f — Ig7).
Calcular dicho ntcleo.

3.2 El polinomio minimo de un endomorfismo

Uno de los conceptos a los que nos referiamos mas arriba es el de polinomio minimo de un endomor-
fismo.

Definicion 3.2.1
Sea A una matriz n X n con coeficientes en K. Se llama polinomio minimo de A a un polinomio
m(X) € K[X] verificando las siguientes condiciones:

1. m(X) es mdnico.
2. m(A) es la matriz nula.
3. m(X) es el polinomio de menor grado verificando las dos condiciones anteriores.

Antes de seguir debemos garantizar que la definicién que hemos establecido anteriormente tiene sen-
tido. Para ello vamos a demostrar el resultado que se conoce como Teorema de Cayley-Hamilton, y
que nos asegura la existencia de un polinomio verificando las dos primeras condiciones exigidas en
dicha definiciéon. Una vez probado tal teorema, sabemos que el conjunto

N ={r e N: existe ¢q(X) € K[X] ménico, grado(¢(X)) =1 y q(A) =0}

es no vacio y que por tanto posee minimo. Si ese minimo es r,,, un polinomio que tenga dicho grado (y
verifique lo pedido en la definicién de N) serd un polinomio minimo de A. Mé&s tarde se garantizardd
la unicidad del mismo.
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Teorema 3.2.1 (Teorema de Cayley—Hamilton)

Sea A una matriz nxn con coeficientes en K y P4(X) su polinomio caracteristico. Se verifica entonces
que la matriz P4(A) es la matriz nula.

Sea f:V — V un endomorfismo y Pr(X) su polinomio caracteristico. Se verifica entonces que el
endomorfismo Pr(f) es el endomorfismo nulo.

Demostracion.

Sea,
Pa(X) =det(XT, — A) = X" + b1 X"+ ...+ 51X + bo.

Denotemos por M la matriz X1,, — A, y por M* la matriz adjunta de la traspuesta de M, de donde

tendremos que
M- M* = det(XT, — A, = Pa(X)L, (3.5)

La matriz M* es una matriz con coeficientes en K[X], pero también puede ser vista como un polinomio
con coeficientes en un conjunto de matrices.

Si M* = (a;;) entonces a;; = (—1)"7 - M;;, siendo M;; el determinante de un menor de tamafio
(n—1) x (n — 1) de la matriz traspuesta de M. Por tanto cada «;; es un polinomio de grado menor
o igual que n — 1 en la indeterminada X:

a#_lX"_1 + ...+ a%lX + atl)l o aiﬁlX”_l + ...+ a%”X + a(l]”
M* = : :
att Xl al X et L @ X 4 a X+ afn
11 1n at! ... ai" adt ... a" 3.6
an_l o .. an_l 1 1 0 0 ( )
= ... ... x4+ Dol X +
nl nn
ap_1 ap_1 a?l RN a’f” agl . a’(}”

= nlenil—l—...—i-MlX—l—MO:M(X)
Teniendo en cuenta las igualdades 3.5 y 3.6 obtenemos
(M X1 + M X 4+ M) - (XTI, — A) = (X" + by, 1 X" 4.+ 01X + D) - 1, (3.7)

Haciendo operaciones en el miembro de la izquierda obtenemos:

=M, X"+ (My_5 — M, AX" 4 .. + (M — My A)X? + (Mg — M1 A)X — MyA
El miembro de la derecha puede escribirse como:
L X" + by L, X"+ + b, X + boll,

De 3.7, y del hecho de que dos polinomios son iguales si lo son los coeficientes de los términos de igual
grado, resultan las siguientes igualdades:

M, = I

My, o — MnflA = bnflﬂn
Mn—?) - Mn—2A bn—Q]In
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My — M A = bol,
My — MA = b,
—MyA = bl,

A la primera de las igualdades anteriores la multiplicamos por A", a la segunda por A" ! a la
tercera por A"~2, ... a la pentltima por A, y a la tltima por I,,, obteniendo:

M, A" = A"
My 2 A" — M, A" = b, A"
Mnngn_Q _ Mn72An—1 — bnszn_Q

MiA%2 — MyA? = by A
MoA — M1A2 = hA
—MpA = bol,

Sumando miembro a miembro estas igualdades, obtenemos [0] = P4(A) donde [0] denota la matriz
nula de tamano n x n. .

Proposiciéon 3.2.1
Sea A una matriz n X n con coeficientes en K, y sea m(X) un polinomio minimo de A. Se verifica
entonces:

1. Sip(X) es un polinomio de K[X], p(A) es la matriz nula si y solo si p(X) es multiplo de m(X).
2. El polinomio minimo de A es tunico, y lo vamos a denotar por ma(X).

3. El polinomio caracteristico de una matriz es mailtiplo de su polinomio minimo.

4. Si B es una matriz semejante a A, ma(X) = mp(X).

La demostracién del punto 1 de la proposicion se basa en el concepto de divisién euclidea de polinomios.
El segundo de los puntos se deduce del primero junto con el hecho de que los polinomios son ménicos.
El tercero es consecuencia del punto 1 y del teorema de Cayley-Hamilton, y el cuarto:

Si Ay B son semejantes, A = P~! - B - P, entonces

mp(A) =mpg(P~'-B-P)=P ' -mp(B)-P =P 'o]P =][0]

y, como consecuencia, m4(X) es un divisor de mp(X). Como un razonamiento analogo prueba que
mp(X) es un divisor de m4(X), y ambos son ménicos, han de coincidir.
Este 1ltimo hecho nos permite definir, sin problemas, el polinomio minimo de un endomorfismo.

Definicion 3.2.2
Para cualquier endomorfismo f de un espacio vectorial V', se define polinomio minimo de f como

el polinomio minimo de cualquiera de sus matrices asociadas. A dicho polinomio lo denotamos por
my(X)

Ejemplo 3.2.1
A continuacién se muestran algunos ejemplos de endomorfismos y matrices, junto con sus polinomios
minimos:
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e El polinomio caracteristico de la matriz identidad de tamano n x n es (X — 1) y su polinomio

minimo es (X —1).
1 -1
=0 o)

tiene por polinomio caracteristico y polinomio minimo X?2.

e La matriz

e El polinomio caracteristico de la matriz

A=

O O =
o N O
= o O

es (X —1)%(X —2) y su polinomio minimo es (X — 1)(X — 2).

e Si
1 -1 2 3
1 -1 0 O
A= O 0 1 -1
O 0 0 0

entonces P4(X) = X3(X —1) y su polinomio minimo serd alguno de los siguientes: X, X2, X3, X (X —
1), X2(X —1), X3(X —1). ;{Cudntos intentos serfan necesarios para poder concluir que m4(X) =
X2(X —1)?

El siguiente enunciado establece una cierta relacion entre los factores irreducibles del polinomio
caracteristico y los del polinomio minimo de una matriz, y con él se reduce el nimero de intentos
entre los divisores del polinomio caracteristico para obtener el polinomio minimo. Sobra anadir su
equivalente en términos de endomorfismos.

Teorema 3.2.2
Sea A una matriz nxn con coeficientes en K, P4(X) su polinomio caracteristico y ma(X) su polinomio
minimo. Se verifica entonces que todo factor irreducible de Pao(X) es factor irreducible de ma(X).

Demostracion.
Para probar este resultado vamos a probar que P4(X) es un divisor de (m4(X))", lo que garantiza
que todo factor irreducible de P4(X) lo es de (ma(X))", y como consecuencia de mu4(X). Sea
ma(X)=X"+c 1 X" '+ . .+ X +ceonr<nyc K

Consideramos las siguientes matrices:

By = I,
By A+ C’/‘—IHn
By = A? + cr—1A+ cr2ll,

(3.8)

Br_o = A" 24 A3+ 4 3A+ el
Broy = A7 4o AT 4+ 3 A+ A+,
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A todas ellas las multiplicamos por A obteniendo:

ABy = A
ABl = A2 + CrflA
ABy = A%+ 1A%+ 0A
: (3.9)
AB,_5 = AT 4 Cr_lAT_Q +...+ 83A2 + oA
AB,_1 = A"+ CT,1AT_1 +...+ C3A3 + 62A2 +c1A
Teniendo en cuenta 3.8 y 3.9, podemos establecer las siguientes relaciones:
By = 1T,
By = ABy+c1l,
By = ABi+c_ol,
. (3.10)
BT_Q = ABT—3 + CQ]ITL
B,_1 = AB,_2+cl,
Ademas de la ultima igualdad en 3.9 tenemos:
AB,_1 +coll, = A" + CrflAr_l + ...+ 63A3 + 02A2 + 1A+ ol = mA(A) = [0] (311)

y por tanto:
ABT,1 = —Co]In.

Consideremos el (resp. la) siguiente polinomio (resp. matriz) con coeficientes en M, (K) (resp.
K[X]):
B(X)=BoX" '+ B X" ?+...4 Br_3X + Br_1

que, a continuacién, multiplicamos por (XTI, — A):

(XI, — A)B(X) = B(X)X — AB(X) =

(BoX" 4+ ...+ Br1X) — (ABoX" '+ ...+ AB, 2 X + AB,_1) =
= ByX"+ (Bl — ABo)Xril + ...+ (BT,1 - ABT,Q)X — AB,_1 =
= LX" +e¢ 1L, X1+ .. +el, X2+l X +cl, =

(X" 4+ 1 X 4+ +eaX+)l, =

= muy (X)L,

Tomando determinantes en la igualdad anterior se obtiene:
det(XT, — A) - det(B(X)) = det(ma(X)L,,) = (ma(X))"

Como det(B(X)) es un polinomio de K[X] y det(X1I, — A) = P4(X), queda probado que P4(X) es
un divisor de (m4(X))". .

3.2.1 Ejercicios

Ejercicio 3.2.1.1
Se consideran las matrices

1 0 0
A:(; ;) B=[1 -1 -1 C:G’ 11>
1 0 0
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1. Determinar los polinomios caracteristicos de cada una de las matrices anteriores, y comprobar
que pa(A), pp(B) y pc(C) son las matrices nulas correspondientes.

2. Establecer todos los divisores de los polinomios p4(X), pp(X) y pc(X) respectivamente, que
contengan todos los factores irreducibles distintos que aparecen en las factorizaciones de cada
uno de los polinomios sefialados (p.e. si el polinomio caracteristico es X2(X — 1) s6lo se deberan
considerar los divisores X(X — 1) y X2(X —1)).

3. Determinar para cada caso el polinomio minimo de la matriz.

Ejercicio 3.2.1.2
Sea A una matriz 4 x 4. Justificar las afirmaciones siguientes.

1. Si el polinomio minimo de A es X, entonces A es la matriz nula.
2. Si A? es la matriz nula y A no es la matriz nula, entonces el polinomio minimo de A es X2.
3. Si A% — 14 es la matriz nula, no necesariamente A =1, 0 A = —I,.

Ejercicio 3.2.1.3
Sea f un endomorfismo del K-espacio vectorial V' de dimension n. Decir, razonadamente cudles de las
afirmaciones siguientes son verdaderas y cuéles son falsas.

1. Si el polinomio minimo de f es X, entonces f es la aplicacién nula.

2. Si f? es la aplicacién nula y f no es la aplicacién nula, entonces el polinomio minimo de f es
X2

3. Si ¢(X) es un polinomio ménico, de grado n y tal que ¢(f) es la aplicacién nula, entonces q(X)
es el polinomio caracteristico de f.

Ejercicio 3.2.1.4

Escribir tres matrices de tamano 4 x 4, y con coeficientes reales, tales que todas ellas tengan por
polinomio caracterfstico p(X) = (X —1)(X —2)3 y todas tengan polinomios minimos distintos.;Puede
existir un endomorfismo f de R* que respecto de bases adecuadas pueda ser representado por dos de
las matrices anteriores?

Ejercicio 3.2.1.5
En R® se consideran los subespacios

U= {{u1=(1,1,1,1,0),us = (-1,-1,—-1,—-1,-1)})
W = <{’IU1 = (17 1, 1,0,0),?1]2 = (07 1, 1,0,0),?1]3 = (0707 _17070)}>
1. Probar que R®> =U @ W

2. Sea p:R% — R el endomorfismo proyeccién sobre U en la direccién de W. (Ver en texto de
teoria primeros ejemplos de aplicaciones lineales). Determinar la matriz asociada a p respecto
de la base B = {uy, ug, wy, wy, ws}.

3. Hallar el polinomio caracteristico de p y el polinomio minimo de p.
4. Determinar los subespacios de vectores propios asociados a los distintos valores propios.
5. Determinar la matriz asociada a p respecto de la base canénica de R®.

Ejercicio 3.2.1.6
Determinar el polinomio minimo de la matriz A del ejercicio 3.1.1.10.
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3.3 Subespacios invariantes

En esta seccion se va a tratar el concepto de subespacio invariante por un endomorfismo de un espacio
vectorial. Veremos cémo hallar subespacios invariantes, que permitirdn asociar a un endomorfismo
una matriz diagonal por cajas. La nocién de endomorfismo nilpotente que se tratard en la siguiente
seccién, nos ayudard a transformar esas cajas a su forma candnica.

Definicién 3.3.1
Sea f un endomorfismo de V, y U un subespacio vectorial de V. Se dice que U es f-invariante o
invariante por f si se verifica cualquiera de las condiciones equivalentes siguientes:

1. f(u) € U, cualquiera que sea u € U.

2. f(ur), f(ua),..., f(u,) estin en U siendo {ui,us,...,u,} un sistema generador de U.

Ejemplo 3.3.1
A continuacién se muestran algunos ejemplos de subespacios invariantes:

e Si f es el endomorfismo de R?* tal que

1 -1 2 3
1 -1 0 0
MeeD) =10 0 1 -1
0 0 0 0

entonces es inmediato observar que ({e1,e2}) es un subespacio f-invariante y que ({es,e4}) no
lo es. También es invariante el subespacio ({(4,2,1,0)}) puesto que es el subespacio de vectores
propios de f asociados al valor propio 1.

e Sea f el endomorfismo de R® tal que

0000 1
00010
Mg, (f)=]0 0 1 0 0
0100 0
10000

Los subespacios U; = ({e1,e5}), Uz = ({e2,ea}), Us = ({e3}) y Us = ({e1,e5,e3}) son f-

invariantes.

Antes de enunciar y demostrar el resultado general relativo a los subespacios invariantes de “mayor
interés”, vamos a trabajar cada uno de los aspectos que recoge dicho resultado mediante un ejemplo.

Ejemplo 3.3.2

Se considera el endomorfismo f de R® que tiene asociada respecto de la base canénica la matriz

siguiente:
-1 -2 -1 2 2
-5 -8 0 -5 10
-3 -8 1 -3 7
0 -6 -1 -3 6
-4 -9 -1 —4 11
0O -5 -6 0 11 -3

O O O O O
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El polinomio caracteristico de f es Pr(X) = (X — 2)3(X + 3)® y su polinomio minimo es m¢(X) =
(X —2)3(X +3)2.
Si consideramos los subespacios V; = ker(f — 2Ips)® v Vo = ker(f + 3Igs)?, se tiene que

‘/1 = ({Ul = (07 17 1707 1)0)7U2 - (]—7 _]-7 ]-7 1,0,0),1)3 - (0707 _170707 1)}>
Va = ({w1 = (1,0,0,-1,0,0), w2 = (0,0,0,0,0,1),ws = (0,1,1,1,1,0)})
de lo que se pueden deducir los siguientes resultados:

1. La familia de vectores B = {vy,va,v3, w1, ws, w3} es libre, y por tanto es una base de RS, lo que
permite asegurar que R6 =V 4 V5.

2. Puesto que V1 NV = {0}, R® = V; & V4.
3. Si calculamos las imagenes por f de los vectores de B, obtenemos:
fvr)=vi—vy  f(va) =2va—wv3  f(v3) =v1 +v2+ 303

f(wl) = —3’[1)1 f(’u)g) == —321)2 f(wg) = w1 — 311)3.

Esto muestra que los subespacios V; y V5 son f-invariantes, y que la matriz Mp(f) es de la forma

1 0 1 3 0 1
(ﬂgl Ag ) con Mi=[-1 2 1], My=(0 -3 0
2 0 -1 3 0 0 -3

En la proposicién siguiente se muestra como describir un espacio vectorial V' como suma directa
de subespacios f-invariantes de acuerdo con la factorizacién de su polinomio minimo, siendo f un
endomorfismo de V.

Proposicién 3.3.1 Sea V un K-espacio vectorial n-dimensional y f : V — V un endomorfismo de
polinomio caracteristico

PrX)=(X—a)" - (X —ag)? ... (X —ay)"
y de polinomio minimo
mp(X)=(X—o)? - (X —a2)™ ... (X —y)¥
siendo 1 <s; <r; y oy # oy sii# j. Si denotamos Vi = ker((f — a1l)®') y Vo = ker(b(f)) siendo
B(X) = (X — )" ... (X — ap)*",
entocnes se tiene:
1. V es suma de los subespacios V1 y Va.
ViNVa = {0}, y por tanto V =V, & Vs.

V1 y Vo son f-invariantes.

> e

Si fi, coni=1,2, denota la restriccion de f a Vi, entonces mys (X) = (X — 1)t y mp(X) =
b(X).

5. La dimension de V7 es rq.
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Demostracion.

Por ser nicleos de aplicaciones lineales, V1 y V5 son subespacios de V. Los polinomios que definen
esos subespacios son primos entre si, por lo que aplicando la identidad de Bezout existen polinomios
p(X) vy ¢(X) en K[X] verificando

(f —aa)™ - p(f) + b(f) - ¢(f) = Iy (3.12)

Si v es cualquier elemento de V' entonces

(f = aa)™ (p(f)(0)) + b(f)(q(f)(v)) = v.
Como vy = (f — aq)**(p(f)(v)) € Vo y v1 = b(f)(q(f)(v)) € V1, se deduce la primera afirmacién de
la proposicién.
Si v € V1 NV, entonces (f — al)*(v) =0y b(f)(v) = 0. Teniendo en cuenta 3.12, se obtiene

v =p(/)(f —aal)*(v)) + a(f)(b(f)(v)) =0
yVinV, = {0}
Si v € V7 entonces
F((f —aa)™(v)) = 0 = (f — o)™ (f(v)),
y, por tanto, f(v) € V1. La f-invarianza de V3 se prueba de forma andloga.

Sean my, (X) y mg,(X) los polinomios minimos de f; y fo respectivamente. Si v € Vi entonces

(f =)' (v) = (f1 — au])* (v) = 0.

Es decir, el endomorfismo (f; — a11)°* definido en V; es el endomorfismo nulo y, como consecuencia,
my, (X) es un divisor de (X — aq)*'. De forma similar se deduce que my,(X) es un divisor de b(X) y,
por tanto, my, (X) - my,(X) divide a ms(X).

Sea v = v1 + v un elemento cualquiera de V' con vy € V; y vg € V5. Entonces:

(mp (f) -mp, ()W) = (mp, (F) - mp (F)(01) + (g (F) - mp, (F)) (v2) =
= my, (f)(mg (F)(01) +mp (F)(mg, (f)(v2)) =
= mp, (f)(myg (f1)(v1) +mp (F)(my, (f2)(v2)) =

=mp,(f)(0) +myp (£)(0) =0

Lo anterior muestra que my, (f) - my,(f) es el endomorfismo nulo sobre V' y que el polinomio minimo
de f es un divisor de myg, (X) - my, (X).

Se tiene entonces

(X — 1) - b(X) = my, (X) - my, (X)

por dividirse mutuamente y ser ambos ménicos. Como ya se habia probado antes que (X — a1)%! es
un multiplo de my (X) y que b(X) lo es de my,(X), quedan demostradas las igualdades establecidas
en el cuarto punto.

Si en V se considera una base B donde los d primeros vectores constituyen una base de V; y los
ultimos n — d constituyen una base de V5 entonces la matriz asociada a f es una matriz

(A0
=5 1)

donde:
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e Ay es una matriz d x d correspondiente al endomorfismo f; de Vi con polinomio caracteristico
Pa (X)) = (X —a1)? (s1 < d).

e A es una matriz (n — d) x (n — d) correspondiente al endomorfismo fy de V5 con polinomio
caracteristico un multiplo de b(X).

El polinomio caracteristico de A,
PaX)=(X—a)" (X —ag)? ...- (X —aq)",
es el producto de Py, (X) y de P4, (X), polinomios primos entre si. Esto implica que:
Piu(X)=(X—-—a1)" y Pap(X)=(X—a)?...(X —a))".
Se concluye finalmente que dim(Vy) = d = r. "

Corolario 3.3.1
Sea f un endomorfismo de V' con polinomio caracteristico

Pi(X)=(X—a)" (X —a)? ... (X —a)"
y con polinomio minimo

mp(X)=(X—o)? - (X —a2)™ ... (X —y)¥
siendo 1 < s5; <1 yoy # ay sii#j.

1.V=ViaVed...dV siendo V; = ker(f — o;)® un subespacio f-invariante cuya dimension es
ri (i=1,2,...,1).

2. f es diagonalizable si y sdlo si s; = 1 para todo i, esto es, siy sélo si el polinomio minimo es

mp(X) = (X — o) (X — ) ... (X — ).

Para mostrar que el resultado de la proposicién anterior es en parte generalizable al caso de tener
un endomorfismo f cuyo polinomio minimo sea de la forma ms(X) = a(X) - b(X) donde a(X) y
b(X) son polinomios primos entre si (con todas sus raices o no en el cuerpo K), se presenta siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.3.3
Sea f:R?* — R? un endomorfismo tal que

-1 -1 2
Ms(H=[1 -11
-3 -1 4

El polinomio caracterfstico y el polinomio minimo de f coinciden y son (X —2)(X? +1). Si se denota
a(X)=(X-2)yb(X)=(X?+1), Vi = ker(a(f)) y Va = ker(b(f)), puede probarse que R3 = V; & V3
y que V1 v Vo son f-invariantes. Esto ultimo asegura que la matriz asociada a f respecto de la base
de R3 determinada por las bases de V; y V5 es diagonal por cajas.
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3.3.1 Ejercicios
Ejercicio 3.3.1.1

Dar cuatro subespacios invariantes por la aplicacién p del ejercicio 3.2.1.5.

Ejercicio 3.3.1.2
Se considera el endomorfismo de R3 que tiene por matriz asociada respecto de la base canénica la

siguiente.
0 0 O
A=10 0 -1
01 0
1. Comprobar que el polinomio caracteristico de f es py(X) = X(X 241,

2. Determinar ker(f) y ker(f? + Igs).

w

. Probar que los subespacios anteriores son f-invariantes.
4. Comprobar que ker(f) = im(f? + Igs) y im(f) = ker(f? + Igs).

Ejercicio 3.3.1.3
Construir un endomorfismo f de V = R® tal que los subespacios

U={uw =(1,1,1,1,0),uy = (-1,-1,-1,—-1,-1)})

W= {w =(1,1,1,0,0),we = (0,1,1,0,0),ws = (0,0,—1,0,0)})

sean f-invariantes y la base B = {u1, ug, w1, wa, w3} no sea de vectores propios.
Escribir la matriz asociada a f respecto de la base B.

Ejercicio 3.3.1.4
Sea f el endomorfismo de V' = R3[X] que a cada polinomio le asocia su polinomio derivado.

1. Probar que Vj = Ry[X] es un subespacio f-invariante de V' = R3[X].

2. Sea fi la restriccién de f a V3 = Ry[X]. Determinar el polinomio caracteristico y el polinomio
minimo de f;.

3.4 Endomorfismos nilpotentes. Forma canénica de Jordan

En la determinaciéon de una base de un espacio vectorial respecto de la cudl un endomorfismo dado
venga expresado por una matriz “casi—diagonal”, se hace uso de ciertos endomorfismos denominados
nilpotentes, concepto que introduciremos después de las siguientes observaciones:

e Si f es un endomorfismo de V', ker(f") C ker(f"*%) si 0 < s.

e Existen endomorfismos cuyo polinomio caracteristico es de la forma X", lo que conlleva que una
potencia de dicho endomorfismo sea la aplicacién nula: El endomorfismo f de R* definido por
f(e1) =0, f(e2) = e1, f(e3) = ea, f(e4) = 0 es un endomorfismo cuyo polinomio minimo es X3.

e Si un endomorfismo f tiene polinomio minimo (X — «)*, el endomorfismo g = f — al tiene por
polinomio minimo X?*.
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Definiciéon 3.4.1
Un endomorfismo f:V — V se dice nilpotente de indice | si su polinomio minimo es X'.

En los siguientes ejemplos se aborda este concepto.

Ejemplo 3.4.1

e El endomorfismo f de R* definido por f(e1) = 0, f(e2) = e1, f(e3) = e, f(es) = 0 es nilpotente
de indice 3.

e La matriz
1 1 0

A= 0 0 1
-1 -1 -1

define en R3 un endomorfismo nilpotente de indice 3.

e Si f es un endomorfismo nilpotente de indice [ entonces existe un vector v € V tal que v ¢
ker(f'=1). También en este caso se verifica que Im(f'=1) C ker(f)

A continuacién vamos a tratar de describir los métodos que permiten hallar las formas candnicas
de Jordan para matrices 2 X 2 y 3 x 3, o lo que es equivalente, para endomorfismos definidos sobre
espacios de dimensién 2 o 3. En todos los casos se supondré que el polinomio caracteristico tiene todas
sus raices sobre el cuerpo base.

En una primera aproximacion, sefialemos que una matriz (a;;) se dice que tiene forma de Jordan
si verifica: a;; =0si j #4,i+ 1,y a1 =0 o 1 (los elementos de la diagonal principal serdn, como
es obvio, los autovalores correspondientes). Es claro que la forma de Jordan de un endomorfismo
diagonalizable es precisamente su forma diagonal.

Caso1l. f:V =V con dim(V) =2

1. Si Pp(X) = (X —a)(X = ) =ms(X) = (X —a)(X — ), f es diagonalizable y sabemos que la
base “buena” es la de vectores propios.

2. Si Pr(X) = (X — a)?, puede suceder que

(a) my(X) = (X — ) en cuyo caso f = al y no hay nada que hacer, o bien
(b) ms(X) = (X — a)? En esta situacién V = ker(f — ol)?, y g = f — ol es nilpotente de
indice 2. Se puede elegir entonces un vector v € V' tal que v & ker(g). El conjunto

B ={g(v),v}
es una base de V' (su independencia basta por ser dim(V') = 2):

aglv) +bv =0 = ag*(v)+bg(v) =0 =

= b=0 (puesto que ¢’(v) =0y g(v) #0) = a=0.

Ms<f>=MB<g>+MB<aH>=(8 é>+(‘§ 2)=(3 i)

es la forma de Jordan de f.

Entonces:
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Caso 2. f:V =V con dim(V) =3

1. Si Py(X

(a)
(b)

)
2. Si Pr(X)
(

(

(
my(X) = (X —a)(X — ), y siendo asi f es diagonalizable.

ms(X) = (X — a)*(X — B). En esta situacién consideramos los subespacios f-invariantes,
y suplementarios, V; = ker(f — ol)?, y Vo = ker(f — B8I). La dimensién de Vj es 2, y se
puede actuar en él, teniendo en cuenta el endomorfismo f; restricciéon de f, como se hacia
en el punto 2b del caso 1. Si

= (X —a)(X = B)(X =) =my(X), f es diagonalizable.
= (X

— a)?(X — B), puede suceder que

B={gv),v,w}
(v e Vq pero v & ker(f1 — al), y w € V3) entonces

Mp(f) =

o o9
W o o

1
o
0

es la forma de Jordan de f.

3. Si Pr(X) = (X — a)3, pueden aparecer las siguientes situaciones:

(a)
(b)

mys(X) = (X — a), caso trivial por cuanto f = al.

ms(X) = (X — )% El endomorfismo g = f — al, es nilpotente de indice 2. Se puede elegir
entonces un vector v € V tal que v & ker(g), y un vector w € ker(g) — Im(g) (puesto que
Im(g) C ker(g) pero no coinciden por ser 3 = dim(V’), un nimero impar). Un razonamiento
en la linea del realizado en el punto 2b del caso 1 prueba que el conjunto

B = {wag(v)7v}

es base de V' y que Mg(f) =
0 00 a 0 0 a 0 0
=Mg(g)+Mgla)={0 0 1 |]4+[0 a 0)]=|0 o 1
0 00 0 0 O 0 0 «
es la forma de Jordan de f.

ms(X) = (X —a)®. Ahora g = f — al, es nilpotente de fndice 3, lo que nos permite hallar
un vector v € V tal que v ¢ ker(g?). La demostracién de que

B ={g*(v), g(v),v}
es base de V, sigue un esquema similar al ya usado en 2b (dentro del caso 1) y, en este
caso, Mp(f) =
0 1 0 a 0 0 a 1 0
=Mg(g)+Mga)={0 0 1 ]4+{0 a« 0]=]10 a 1
0 0 0 0 0 O 0 0 «

es la forma de Jordan de f.
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El estudio anterior cubre, como es obvio, todos aquellos casos de endomorfismos, sobre espacios
de dimensién > 3, en los que las raices del polinomio caracteristico tienen a lo sumo multiplicidad 3.
Con el siguiente ejemplo se da una idea del método que se emplea de forma general para obtener la
forma de Jordan de una matriz.

Ejemplo 3.4.2
Consideremos V = R” y f el endomorfismo definido, respecto de la base canénica, por la matriz

siguiente:
4 3 -1 2 -3 7 -7
0 2 0 0 0 0 O
2 2 1 2 -3 2 =2
A=]10 -1 -1 2 1 0 0
1 1 -1 1 1 1 -1
5 5 -6 5 1 1 -4
5 5 -6 5 1 4 -7

Su polinomio caracteristico y su polinomio minimo son
Pr(X) = (X +3)2(X —2)° y my(X) = (X +3)*(X -2)°.

Sean
Vi =ker((f+30)%) y Vi=ker((f—3I)?

los subespacios f-invariantes cuyas bases respectivas son:
B ={(1,0,0,0,0,-1,0),(0,0,0,0,0,1,1)}
By ={(1,0,1,0,0,0,0),(0,0,0,0,1,0,0),
(-1,1,0,0,0,0,0),(-1,0,0,1,0,0,0),(1,0,0,0,0,1,1)}
La aplicacién f restriccion de f a Vi tiene el tratamiento visto en 2b del caso 1. Respecto de la base
By ={(1,0,0,0,0,0,1),(1,0,0,0,0,—1,0)}

de V7 la forma de Jordan de fi es

Mg, (f1) = <_03 13> :

Si f2 es la restriccién de f a Vo y g = fo — 21 (nilpotente de indice 3) entonces se procede de la
siguiente manera:

e Se elige un vector v € Va, y se van calculando g(v), g?(v), ... hasta obtener el vector nulo. Si
v=(-1,1,0,0,0,0,0) entonces g(v) = (1,0,0,—1,0,0,0) y g>(v) = 0 y los vectores v y g(v) son
linealmente independientes.

e A continuacién se escoge un vector w € Vo, linealmente independiente con v y g(v); por ejemplo
w = (0,0,0,0,1,0,0) y se van obteniendo g(w), g?(w), ... hasta obtener el vector nulo. En este
caso, g(w) = (=3,0,-3,1,—-1,1,1), ¢*(w) = (2,0,2,2,2,2,2) y g3(w) = 0 y los vectores v, g(v),
w, g(w) y g(w) son linealmente independientes
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e Los vectores {g(v),v, g*(w), g(w),w} forman una base, B'z, de V5 tal que:

01000 2000 0
0000 O 0200 0
Mg, (f2) = Mg, (9) +Mg,2)= {0 0 0 1 0|+|0 0 2 0 0=
0000 1 00020
0000 O 0000 2

Il
coocow
coc o
cownvo o
= CI R
o= o oo

es la forma de Jordan de fs.

Se obtiene as{ la base de R’

B ={(1,0,0,0,0,0,1),(1,0,0,0,0,-1,0),(1,0,0,-1,0,0,0),(-1,1,0,0,0,0,0),
(2,0,2,2,2,2,2),(-3,0,-3,1,-1,1,1),(0,0,0,0,1,0,0)}

tal que
-3 1 0 0 0 0 O
0 -3 00 0 00O
0 0 21 0 00
Mg(f)=1| O 0 0 2 0 00
0 0 00 2 10
0 0 00 0 2 1
0 0 00 0 0 2

es la forma de Jordan de f.

El resultado general no va a ser més que enunciado y se hace en los términos siguientes:

Proposicién 3.4.1
Sea f un endomorfismo de V' de polinomio caracteristico

Pi(X)=(X—a)" - (X —a)? ... (X —a)"
y de polinomio minimo

mp(X)= (X —o)? - (X —a2)™ ... (X — )%
siendo 1 < s; <rj y a; # « sii# j. Entonces:

1. Para cada subespacio f-invariante V; = ker(f — ;)% (i =1,2,...,1), existe una base B; (con r;
vectores) respecto de la cudl el endomorfismo restriccion de f a Vi tiene por matriz Jo,, donde
los elementos de la diagonal principal son todos iguales a o, los de los lugares (j,j+1) son cero
o uno y el resto todos iguales a cero.

2. La matriz asociada a f respecto de la base
B=B1UBU...UB

de V' es una matriz diagonal por cajas. Las cajas son respectivamente Jo,, Jay, .., Jo;-
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3. La matriz por cajas obtenida en 2. recibe el nombre de matriz de Jordan de f, y es unica salvo
“reordenacion” de los elementos (3,7) y (j,7 +1).

Es inmediato que en términos de matrices el enunciado precedente se expresa diciendo que toda
matriz A (de tamano n x n con P4(X) y ma(X) como los de la proposicién anterior) es semejante a
una matriz por cajas como la detallada en el Ultimo punto 2.

Ejemplo 3.4.3

Este ejemplo tiene como proposito el avisar sobre una cuestién que a veces puede llevar a errores.

Si el lector revisa detenidamente los casos que aparecen cuando se determina la forma de Jordan de
una matriz 3 x 3, podra observar lo siguiente. Si dos matrices tienen igual polinomio caracteristico y
el nimero de 1’s y 0's por encima de dicha diagonal coinciden, las matrices son semejantes. Pues la
advertencia es que este hecho no es generalizable cuando el tamano de las matrices aumenta, como se
muestra mediante las matrices dadas a continuacion.

01 0 0O 01 0 0O
00 0 0O 0 01 00
A=|[0 0 0 1 0], B=10 0 0 1 0
0 0 0 01 00 0 0O
000 0O 0 00 0 O

Es obvio que las matrices A y B tienen el mismo polinomio caracteristico y el mismo ntimero de 1’s y
0's por encima de dicha diagonal, sin embargo los polinomios minimos son diferentes: m4(X) = X3
y mp(X) = X*, de donde se desprende que A y B no son semejantes. "

3.4.1 Ejercicios

Ejercicio 3.4.1.1
Dar una matriz A de tamano 3 x 3 y una matriz 4 x 4 con coeficientes reales tales que ambas sean
nilpotentes de indice 2.

Ejercicio 3.4.1.2
Se consideran las aplicaciones f y fi del ejercicio 3.3.1.4. ;Son endomorfismos nilpotentes? ;De qué
indices?

Ejercicio 3.4.1.3

Sean f; con i = 1,---,6 los endomorfismos de R? que, respecto de la base canénica, tienen asociadas
respectivamente las matrices 4; (i = 1,---,6) siguientes.
1 00 4 2 1 6 -2 0
Ai=11 2 0 Ay=110 0 -2 As=14 0 O
2 2 4 0 4 6 1 3 4
2 00 2 2 2 8 4 2
As=10 2 0 As=10 2 0 Ag=1| -2 2 0
0 0 2 0 0 2 -2 -2 2

1. Determinar el polinomio caracteristico y el polinomio minimo de cada f;.
2. Hallar para cada f; una base de R? respecto de la cual la matriz asociada a f; sea de Jordan.

3. Establecer la forma de Jordan de cada uno de los endomorfismos anteriores.
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Ejercicio 3.4.1.4

Sea f un endomorfismo de un C-espacio vectorial V' de dimensién 5 tal que U y W son subespacios
f-invariantes de V' de dimensiones 3 y 2 respectivamente. Sean fy; y fy las restricciones de f a Uy
W respectivamente. Supongamos que el polinomio caracteristico de f tiene dos raices distintas, y que
los polinomios minimos de fyy y fi son iguales.

1. ;Es verdadero o falso que en ese caso la forma de Jordan de f es diagonal?

2. Construir un endomorfismo f de C° con las caracteristicas sefialadas, indicando cudles son los
subespacios f-invariantes.

Ejercicio 3.4.1.5
Sea f un endomorfismo de R? que esta definido, respecto de la base canénica de R?, por la matriz

1 —4 3
A=11 -4 3
1 -7 6

1. Hallar el polinomio caracteristico y el polinomio minimo de f

2. Determinar una base de R3 respecto de la cudl la matriz asociada a f sea de Jordan. ;Cudl es
dicha matriz de Jordan?

Ejercicio 3.4.1.6
Sea f un endomorfismo de R3. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera y cudl es falsa?

1. Si respecto de una base B de R? la matriz asociada a f es de la forma

b
c

1
0
0 -1

O~ Q

y f es diagonalizable, entonces el polinomio minimo de f es m¢(X) = (X —1)(X +1) y a = 0.
2. Si f tiene dos autovalores distintos y dim(ker(f)) = 2, entonces f es diagonalizable.

3. Si respecto de bases By B’ de R? la matriz asociada a f es

1 0 3
Mpp(f)=10 1 0
0 0 -1
y ¢ es otro endomorfismo de R3 tal que
-1 4 -3
MB’,B(Q) = —1 3 —3
0 0 -1

entonces la forma de Jordan del endomorfismo g o f es

1 0 0
0 1 1
0 0 1
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3.5 Calculo aproximado de autovalores

Consideremos la matriz

S
Il
=

cuyo polinomio caracteristico es
PAX)=X'4+ X2+ X +2

Las soluciones de la ecuacién P4(X) = 0 son dificilmente expresables de forma exacta y por lo tanto
la tnica posibilidad en este momento es aproximarlas. Para este caso particular se obtiene que hay
cuatro autovalores (complejos) cuyas aproximaciones son

a1 = —0.574 — 0.678¢ a9 = —0.574 + 0.678¢
o3 = 0.574 — 1.483: o = 0.574 + 1.483:

En general, la aproximacion de los autovalores mediante el célculo de las soluciones del polinomio
caracteristico a través de un método numérico es altamente arriesgado ya que en muchas aplicaciones
préacticas los coeficientes de la matriz A se conocen de forma aproximada y estamos acumulando dos
tipos de errores: los que aparecen al calcular P4(X) y los que origina la aproximacion de las soluciones
de la ecuacién P4 (X) = 0.

Uno de los métodos mas usados en la practica para el calculo aproximado de autovalores es el
método de la potencia. Sea A una matriz de orden n y supongamos que todos sus autovalores,

a1, ..., 0, son reales, distintos y sea a7 el autovalor verificando

|| < o], 2<i<n
Sea wu; el autovector asociado al autovalor «; y consideremos z1,...,z, ntmeros reales arbitrarios.
Entonces:

n n
A- ( E .%'j'LLj) = E Oéj{L'jUj
Jj=1 Jj=1

n

n
2 _ 2. 0
A-- < g xjuj> = E QiU
j=1 j=1

n n
k _ koo
A" . < E :L‘juj> = g Q;Tuj
Jj=1 Jj=1

Si ponemos

n
XOZZIZ"LLZ', Xk:AkXo
J=1

entonces (si a # 0)

. Xy
lim % = T1uUx
k—o0 sy

Consideremos el siguiente esquema para k € {0,1,2,...}
o Vi1 =A- Xy,

e [(1+1 =mayor coordenada de Yy, en valor absoluto, y
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Yit1
Br+1

o Xpt1 =

La sucesion X}, sigue teniendo como limite un multiplo de w1, yui, y por ello la sucesién Yj tiene
como limite aq(yu1). Como

Yi=0Xr = oi(yur)= (kli_{f)lo Br)(yu1)

se concluye que B tiende a a1 y que Xi tiene como limite u;. Hemos obtenido entonces una aproxi-
macién al primer autovalor y al primer autovector. (;Como se calcularia as?).
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3.6 Problemas de la Teoria del Endomorfismo

Problema 3.6.1
Sea f: V — V un endomorfismo cuyos autovalores son —1, 0 y 1, con autovectores asociados vy, v2, v3
respectivamente. Encontrar un vector v tal que f(v) = v1+wvs. (Existird un vector v tal que f(v) = v17

Problema 3.6.2
Utilizando matrices cuadradas de tamanos 2 x 2,3 x 3,4 x 4. Descubre la relacién entre el determinante
de la matriz, la suma de los valores propios, ... y los coeficientes de su polinomio caracteristico.

Problema 3.6.3
Sea f un endomorfismo de un K-espacio vectorial V. Un subespacio W de V se dice invariante por f
6 f-invariante si f(W) estd contenido en W.

a) Demuestra que {0} y V son subespacios invariantes por f.

b) Sea W un subespacio de V' de dimensién 1. Demuestra que W es f-invariante si y sélo si W
estd generado por un vector propio.

. . . . . (2 =5
¢) Demuestra que los tinicos subespacios de R? invariantes por el endomorfismo de matriz ( 1 9 >

son {0} y R2.

Problema 3.6.4
Sea V un R-espacio vectorial.

a) Demuestra que si V' es de dimensién impar, para todo endomorfismo de V' existe un vector
propio.

b) Si V es de dimensién par, y f es un endomorfismo de V' con determinante negativo, demuestra
que f tiene al menos dos valores propios reales.

Problema 3.6.5
Sea f un endomorfismo de R™.

a) Si vy w son autovectores de f asociados a autovalores distintos, demuestra que av+bw (a, b # 0)
no es vector propio de f.

b) Si cualquier vector de R™ es vector propio de f, demuestra que f = al (con a un cierto nimero
real e I la aplicacién identidad en R™).
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Problema 3.6.6
Respecto a la base canénica de R?, calcula la matriz del endomorfismo f : R* — R* caracterizado por
verificar:

a) (1,1,1,1) es un vector propio de valor propio —4.
b) ker(f) - <{(17 27 37 4)7 (17 _47 07 1)}>
¢) f(3,2,1,2) = (8,4, -2,1).

Problema 3.6.7
Halla los autovalores y los subespacios propios del endomorfismo f de R? que, respecto la base canénica,
tiene asociada la siguiente matriz

1 1 0
A=13 -1 6
1 1 3

Analiza si f es diagonalizable.

Problema 3.6.8
Halla los autovalores y los subespacios propios del endomorfismo f de R? que, respecto la base canénica,
tiene asociada la siguiente matriz

1 1 -1
A= 1 1 1
-1 1 1

Analiza si f es diagonalizable.

Problema 3.6.9
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4, y sea f un endomorfismo de V que en cierta base dada
tiene por matriz a

3 3 0 1
-1 -1 0 -1
A= 1 2 1 1
2 4 0 3

Halla los autovalores y los subespacios propios de f y comprueba si es diagonalizable.

Problema 3.6.10
Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 3, en el que se considera una base B = {v, w, u}. De un
endomorfismo f de V' se sabe que:

e f(6v+ 2w+ 5u) = 6v+ 2w + S5u y la traza de la matriz A de f en la base B es igual a 5.
o U={(z,y,2):2x + 11y — 7z = 0} es un subespacio propio de f.

Halla la matriz de f en la base B y los autovalores de f.
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Problema 3.6.11

Sea f:R? — R3 un endomorfismo que respecto de la base candnica tiene por matriz A =

S O =
S = 2
o o =

;Bajo qué condiciones es f diagonalizable?

Problema 3.6.12
Sea f:R? — R3 un endomorfismo tal que f2 = f. Demuestra que f es diagonalizable y halla sus
vectores propios.

Problema 3.6.13

Sea A una matriz n X n con coeficientes reales. Dicha matriz A puede considerarse como asociada
a un endomorfismo de R™ (como R-espacio vectorial) o a un endomorfismo de C" (como C-espacio
vectorial).

a) Da un ejemplo de matriz real 4 x 4 que sea diagonalizable sobre C y no sobre R.
b) Da un ejemplo de matriz real 4 x 4 que no sea diagonalizable sobre C. ;Lo sera sobre R?

¢) Demuestra que toda matriz real 3 x 3 cuyo polinomio caracteristico tenga una sola raiz real es
diagonalizable sobre C.

Problema 3.6.14
Sea f un endomorfismo de R? del que se sabe lo siguiente:

a) f es diagonalizable y sélo tiene dos autovalores distintos.
b) SiU = {(.%',y,Z) € Rg T 2y —z= 0} y V= <{(1707 1)7(_17171>}>7 f(U) =V.
c¢) Un valor propio de f es —1 y uno de sus vectores propios pertenece a U.

d) (1,0,—1) es un vector propio de f, y estd asociado a un autovalor simple.

Halla la matriz A asociada a f respecto de la base candnica, en funcién de cudntos pardmetros sea
preciso.

Problema 3.6.15

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 125 y f un endomorfismo de V' no inyectivo tal que f3 =
196f. Sean M;(X) y P¢(X) el polinomio minimo y el polinomio caracteristico de f respectivamente.
Justifica cada una de las siguientes implicaciones:

f2=196f = M;(X)esun divisor de X(X — 14)(X +14) =
= P(X)=X"(X-14)°%X+14)",1<r,0<s, 0<t,r+s+t=125 =
= ker(f), ker(f — 141y ), ker(f + 14Iy) tienen resp. dimensiones r,s,t =
=  Existe B base de V tal que Mp(f) es diagonal con 0’s, 14’s y (-14)’s en la

diagonal principal.
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Problema 3.6.16
Di, razonadamente, si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes:

Si A€ My(R)y Pa(X) = X(X —1)(X — 2)? entonces A tiene rango 2.

Sea f un endomorfismo de R*. Se sabe que dimker(f —3I) > 1y que med{My(X), (X —5)(X —
4)?} tiene dos raices distintas. En esas condiciones f es diagonalizable.

Si A€ M,(R) y A% =1, entonces A es diagonalizable.

Si f: R?® — R? es un endomorfismo cuyo polinomio minimo es X(X + 1), entonces f es
diagonalizable.

Si f:R3 — R3 es un endomorfismo cuyo polinomio minimo es X(X — 1), entonces f es la
aplicacién nula, es la aplicacién identidad o bien existen subespacios U y W de R? tales que f
coincide con la proyeccién sobre U en la direccién de W.

Problema 3.6.17
Sea f:R* — R* un endomorfismo cuya matriz asociada respecto de las bases canénicas es

a)
b)

-1 0 0 0
8§ -1 4 0
A= 4 0 1 0
-4 —4 8 1

Obtén el polinomio caracteristico y los valores propios de A.

Da bases de los subespacios de vectores propios relativos a A. ;Es f diagonalizable? ;Quién es
el polinomio minimo de f?

Problema 3.6.18
Sea B = {e1,e2,e3, ¢4} la base canénica de R, y f : R* — R?* un endomorfismo del que se sabe:

El polinomio caracteristico tiene todas sus raices reales pero sélo dos son distintas.

ker(f) = ({e1 + e2,e4}), f(e3) = 2e3 y e1 — ez es vector propio.

Responde a las siguientes cuestiones.

2)
b)

LEs f diagonalizable? ;Cuadl es el polinomio caracteristico de f?

Determina la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

Problema 3.6.19
Sea B = {e1,e2,e3,¢e4} la base canénica de R, y f : R* — R* un endomorfismo del que se sabe

ker(f) = ({e2 +ea}), fler) =e2y f(e2) = ex
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a) Demuestra que e; — e2 y €1 + ey son vectores propios.
b) Si 2 fuese raiz del polinomio caracteristico de f, jpodriamos afirmar que f es diagonalizable?

¢) Supongamos que f(0,0,1,1) = (1,—1,0,1). Escribe la matriz asociada a f respecto de la base
candnica. ;Es f diagonalizable en este caso?

Problema 3.6.20
Sea f :R?* — R3? una aplicacién lineal tal que

i) f?es la aplicacién nula ii) f(1,1,1) = (0,1,1)  4i4) (0,0,1) € Ker(f)

1. Halla bases de Ker(f) y de Im(f) probando previamente que Im(f) C Ker(f).

1 00
2. ;Existen bases B y B’ de R3 tales que Mpp(f) =0 0 0 |? En caso afirmativo, calcula
0 00

dichas bases.

3. Determina el polinomio caracteristico de f. jEs f diagonalizable?

Problema 3.6.21

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 7, y U y W dos subespacios de V tales que V =U & W
con dim(U) =4. Sip:V — V es la aplicacion proyeccién sobre U en la direccién de W, jcudles de
las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Existe una base B de V respecto de la cudl la matriz asociada a p es

0 0 0

S
|
S OO OO O
SO OO o O
OO OO = OO
OO O = OO O
(e R e B en B e B e B @]
SO OO OO
SO OO OO

2. rango(f) = dim(U)

3. El polinomio caracteristico de p es (X — 1)2X?3, y el polinomio minimo es (X — 1)X.

Problema 3.6.22
Sea f:R* = R3 el endomorfismo definido por

fle,y,z,t) = (z —y,z —t,x —y+ 2z —t)
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1. Determina bases de Ker(f) y de Im(f).
2. Halla bases B de R* y B’ de R? para las que

Mpp(f) = (IOT 8)

siendo I, la matriz identidad de tamano r x r y los 0's matrices nulas de tamanos adecuados.

3. (Es verdadera o falsa la siguiente afirmacién?: Existen bases By de R* y B’; de R3 tal que

0010
Mg, g, (f)=11 0 0 0
0 0 0 O
4. Sea g : R?* — R* la aplicacién lineal tal que
1 10
1 10
MB/,B(g) - 1 0 1
0 0 1

donde By B’ son las bases del segundo apartado. ;Es la aplicacién fog : R? — R? diagonalizable?

Problema 3.6.23

Blancanieves distribuy6 3 litros de leche a los siete enanitos. A continuacion el primero de ellos
distribuyé el contenido de su taza de modo uniforme a las otras seis tazas, después el segundo hizo lo
mismo, y asi sucesivamente. Cuando el séptimo enanito hubo realizado la misma operacién, se pudo
comprobar que cada uno de los enanos tenia exactamente la misma cantidad de leche en su taza que
al comienzo. ;Cudl fue la distribucén inicial de leche? Esta es la pregunta a la que se debe responder
y para lo que se va a seguir el siguiente procedimiento.

1. Identifiquemos cada distribucién inicial de leche con un vector v de R”, v = (21, ---,27), donde
cada xj denota la cantidad de leche en la taza k. La distribucién realizada por cada uno de los
enanitos puede ser interpretada como una aplicacién lineal t3, (k= 1,---,7) de R” en si mismo.
Describe cada t; por la matriz T} asociada respecto de la base candnica.

2. Explica por qué el problema queda resuelto hallando un vector u de R”,u = (a1, ---,ar), tal que
tu) =wucont=tro---ot; y Sr_ ap=3.

3. Mediante las instrucciones que aparecen en el primero de los cuadros siguientes puedes realizar
el célculo efectivo del vector u del apartado anterior utilizando Maple.

4. En este apartado se da un método alternativo para el calculo del vector wu.

e Sea p: R” — R7 la aplicacién lineal definida por la matriz (respecto de la base canénica)
P = (pi;) donde p71 = 1, piiv1 =1y pij = 0 en el resto de los casos. ;Qué efecto produce
sobre las tazas la matriz P? Determina A = P -1y y describe el efecto producido al
aplicar siete veces consecutivas el endomorfismo s de R” definido por A (es decir, el efecto
producido por s7). ;El procedimiento s7 y el procedimiento original, ¢, tienen el mismo
efecto? jCalcular el vector u del segundo apartado es equivalente a calcular un vector
u € ker(s” —1T) con lezl ap = 37 Para dar respuesta a esto, ayudate de Maple (segundo
cuadro)
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e En el ejercicio 3.1.1.10 se probd que :
(a) El polinomio caracterfstico de A es pa(X) = $X(7X% — r(X)) siendo r(X) = X6 +
X+ 4+ X2+ X +1,yr(a) # 0 donde « es cualquier valor propio de A
(b) La matriz A% + A% + .. + A%2 + A + 1 es inversible.
(c) ker(s” —1T) = ker(s —1) = {{(6,5,4,3,2,1,0)}),
lo que reuelve también el problema.

Este ejercicio aparece, sin las aplicaciones de Maple, en el libro Abstract Algebra with Applications
de Karlheinz Spindler.

Problema 3.6.24

Un inversor desea abrir tres cuentas Ay, As y Az con cantidades iguales. Dichas cuentas tienen una
ganancia anual del 6%, 8% y 10% respectivamente. Al final de cada afio la pdliza del inversor invierte
1/3 del dinero ganado en Ay y 2/3 del dinero ganado en A3 en Aj, y 1/3 del dinero ganado en Az en

As.

3.

. Escribe el sistema de ecuaciones que representa la cantidad invertida en cada cuenta después de

n anos.

. Expresa la cantidad de dinero de cada cuenta en el ano n en términos de la cantidad invertida

inicialmente en cada cuenta.

Estimar el nimero de afios para conseguir en A; una cantidad doble a la inicial.

Este ejercicio aparece en el libro Interactive Linear Algebra with MAPLE V de Deeba/Gunawardena.

Problema 3.6.25
Se considera la matriz

A=

o O =
o = O
— O N

Halla una base de R3 en la que la misma se represente mediante la forma canénica de Jordan.

Problema 3.6.26
Sea V =C3?y f:V — V una aplicacién lineal cuya matriz respecto de la base canénica de V es

1 -1 2
A=11 3 3
0 0 1

Se pide:

a) Calcular polinomios caracteristico y minimo de f. ;Es f diagonalizable?

b) Determina la descomposicién de V' como suma directa de subespacios f-invariantes de acuerdo

con la descomposicién del polinomio minimo obtenida en a).
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c¢) A partir de la descomposicién de V' obtenida en la parte b), determina una base B de V' tal que
la matriz de f respecto de B esté en la forma de Jordan.

Problema 3.6.27
Halla las formas candnicas de Jordan de las matrices

3 0 O
a 3 0
b ¢ -2

para los distintos valores de los parametros a, by c.

Problema 3.6.28
Sea f:R* — R* un endomorfismo y

1 0 1 0
-1 -1 4 0
A= -1 0 3 0
-1 0 4 -1

la matriz asociada a f cuando en R* se considera la base canénica y (X — 2)2(X + 1)? el polinomio
caracteristico de f.

a) Determina el polinomio minimo de f.
b) Calcula base y dimensién de los subespacios Vi = ker((f — 2I)2) y Vo = ker(f 4 1) de R*.

¢) Comprueba que f(V;) C V4 y determina la forma de Jordan del endomorfismo b : V3 — V; siendo

b(w) = f(w).

Problema 3.6.29
Obtén las formas de Jordan de las matrices siguientes:

000 —1 6 —6 6 6 L1 o
100 -1 3 -3 3 -3

A=lo 10 1| P72 2 2 2 ¢= _21 _31 _51
001 -1 1 -1 1 -1

Problema 3.6.30
Sea f un endomorfismo de R* donde la matriz asociada a f respecto de la base canénica es

10 0 O
02 -1 0
A= 01 4 0
00 0 2
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a) (Son subespacios f-invariantes U = ({e1}), W = ({e2,e3}) y T' = ({ea})?

b) Da una base de R* respecto de la cudl la matriz asociada a f sea la forma canénica de Jordan.
., Coémo es dicha matriz?

Problema 3.6.31
Si la forma de Jordan de una matriz A es

<

I
coocow
co o
co koo
o c oo
s o oo

jquién es dim ker(A — 415)?

Problema 3.6.32
Sea f : R® — R® un endomorfismo cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

2 1 0 00
-1 0 0 0 0
A= 0 0 2 1 0
0 0 -1 0 O
0 0 0 01

a) Demuestra que los subespacios U = ({e1,e2}), W = ({es,esa}), T = ({e5}) son subespacios
f—invariantes.

b) Sea fy la restriccién de f al subespacio U. ;Cuél es la matriz asociada a fi; respecto {e1, ea}?
Calcula una base de U respecto de la cual la matriz asociada a fy tenga la forma canonica de
Jordan.

c) Sin hacer més calculos que los ya realizados, da una base de R® respecto de la cudl la matriz
asociada a f sea la forma canénica de Jordan.

d) ¢(Cuadl es el polinomio minimo de f? ;Cuél es la dimensién del espacio fundamental asociado al
valor propio 17

Problema 3.6.33
Sea f : R? — R3 un endomorfismo cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

A=

o N O
N OO

Se pide:
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a) Determinar una base de R? respecto de la cudl la matriz asociada a f sea la forma canénica de
Jordan. Da la matriz de Jordan asociada a f.

b) Sea h:R® — R® un endomorfismo cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

A 0
5= (5 3)
siendo A la matriz de arriba y 0 la matriz nula 3 x 3. Con ayuda de los apartados anteriores,
determinar

- una base de RS respecto de la cudl la matriz asociada a h sea la forma canénica de Jordan,
- la matriz de Jordan asociada a h, y

- el polinomio caracteristico, el polinomio minimo de h y dimker(h — 2I).

Problema 3.6.34
Sea f : R® — R® un endomorfismo y B = {ey, e, e3,¢e4,¢5, €6} la base canénica de RS. La matriz
asociada a f respecto de B es

1 0 0 -1 0 -1
0 -1 0 0 -1 O
o 0 2 0o 0 O
A= 0o 0 0 0 0 -1
0 1 0 O 1 0
0 0 0 1 0 2

a) Demuestra que los subespacios U = ({e1,eq4,€6}), W = ({ea,e5}), y T = ({es}) son f - invari-
antes.

b) Halla la matriz asociada a f respecto de la base By = {e1, e4, €, €2, €5, €3}.

¢) Determina una base By de R respecto de la cudl la matriz asociada a f sea de Jordan. Da dicha
matriz.

d) Calcula el polinomio caracteristico y el polinomio minimo de f.

Problema 3.6.35
Sea A una matriz real 18 x 18 tal que 342 + 24 + I = (0), donde I es la matriz identidad 18 x 18 y
(0) es la matriz nula 18 x 18.

a) Comprueba que A es regular hallando su inversa.

b) (Quién es el polinomio minimo de A? Determina el polinomio caracteristico de A.
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Problema 3.6.36
Sea f:R* — R* un endomorfismo tal que
e f(1,1,0,0) = (0,1,0,—-1)
e f(1,0,1,0) =(1,1,1,0)
o ker(f) = Im(f)
Se pide:
1. Hallar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.

2. Obtener los subespacios de vectores propios asociados a f y decidir si f es o no diagonalizable.

Problema 3.6.37
Sea f : R> — R® un endomorfismo y M su matriz asociada respecto de la base canénica

0 00 0 O
0 00 0 O
M=]1 10 0 O
0 00 -1 1
0 00 —4 3

Se pide:

1. Teniendo en cuenta la matriz M, mostrar dos subespacios U y W de R® f-invariantes y tales
que dimU =3 y dim W = 2.

2. Determinas una base de R® respecto de la cuél la matriz asociada a f tenga la forma candnica
de Jordan. Da dicha matriz.

3. La matriz M09 — M99 ;es la matriz nula 5 x 57

Problema 3.6.38
Sea f:R* — R* un endomorfismo tal que

e £(1,1,0,0) = (0,1,0,~1)

o £(1,0,1,0) = (1,1,1,0)

o f? = I (la aplicacién identidad en R*)
Se pide:

1. Hallar la matriz asociada a f respecto de la base B = {v; = (1,1,0,0),v2 = (1,0,1,0),v3 =
(0,1,0,—1),v4 = (1,1,1,0)} .

2. Obtener los subespacios de vectores propios asociados a f y di si f es o no diagonalizable.
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3. {Qué condicion de las dadas en el enunciado te permitiria decir, sin realizar ningiin otro calculo,

si f es o no diagonalizable ? jPor qué?

Problema 3.6.39

Define de R3 en R? tres endomorfismos: fi, fo v f3, tales que el polinomio caracteristico de todos ellos

sea (v — 2)3, y cuyas formas de Jordan sean todas distintas.

Si p(X) es el polinomio ménico de menor grado tal que p(f1), p(f2) y p(f3) son la aplicacién nula en

R3, ;quién es p(X)?

Problema 3.6.40
En R* se considera un endomorfismo f del que se sabe:

o fler1) =e1+e
o ker(f) = ({e1 +e2,e3+es})
e ({e3,e4}) es f-invariante
e X — 1 es un factor del polinomio caracteristico
o f(e1 + e3) estd en el subespacio ({ej,ea,e3})
Se pide:
1. Determinar la matriz asociada a f respecto de la base candnica.
2. ;Es f diagonalizable? ;Cudl es su polinomio minimo?

3. Determinar su forma canénica de Jordan.

Problema 3.6.41
Se considera la matriz n x n siguiente:

0 1 0 0 ...l 0 0
0 0 1 0 0 0
M p—
0 0 0 0 0 1
—ap —ai —az —AaA3 ..., —Ap—2 —0ap-—-1

1. Prueba que el polinomio caracteristico de M es X™ + an_1 X" '+ ...+ a1 X + ao.

2. Demuestra que si a es una raiz del polinomio caracteristico de M, entonces el vector (1, a, o

es un vector propio asociado al valor propio a.
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Problema 3.6.42
Sea A una matriz no nula 1001 x 1001 tal que A3 = 4A.

1. Estudia para qué valores de « el sistema de ecuaciones siguiente puede tener solucién no trivial,
es decir distinta de la nula.

T AT
T2 AT
Al 7T | =
Z1001 Q1001

2. Describe las posibles formas de Jordan de la matriz A

Problema 3.6.43

Se considera la siguiente matriz de tamano n x n: M = (a;j) donde a;; = 0 si i # j y a;; = i para
1 <i<mn. Sea f:R" — R" el endomorfismo que respecto de la base B = {e,,e,_1,...,e1} tiene por
matriz asociada a M.

1. ;Cudl es la matriz M’ asociada a f respecto de la base canénica B. = {e1,ea,...,e,}?
2. Determina las matrices P y P! tales que M’ = P~ MP,

3. Halla los polinomios minimos de M y P. ;Es P diagonalizable?

Problema 3.6.44
Se considera la siguiente matriz de tamafio n x n: M = (a;;) donde a;; = 0sii # j y a; = i* para
1 < i < n. Halla una matriz A tal que A2 = M

Problema 3.6.45
Se considera el endomorfismo f de R7 que respecto de la base canénica tiene por matriz asociada la
siguiente:

1 1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0 O
-1 -1 -1 0 0 0 O
0o 0 o0 2 0 o0 O
0 0 0 0 1 0 O
0O 0 0 0 1 2 1
o 0 o0 0 -1 -1 0

1. Determina una base de R” respecto de la cudl la matriz asociada a f sea de Jordan.

2. Halla el polinomo caracteristico y el polinomio minimo de f.
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Problema 3.6.46
Sea f : R?> — R® un endomorfismo tal que la matriz asociada a f respecto de la base canénica es

0 0 0 0 O
1 -1 1 0 0
M=|1 -1 1 0 O
0 0 0 1 -1
0 0 0 1 -1

1. Determina Ker(f).

2. En una base de Ker(f) intercala vectores de la base canénica de R para obtener una base B de
R® tal que la matriz asociada a f respecto B tenga forma de Jordan. Da esa matriz de Jordan.

3. Describe y utiliza otro método diferente al anterior para obtener una base respecto de la cudl la
matriz asociada a f tenga forma de Jordan. Da la matriz de Jordan respecto de esa base.

Problema 3.6.47
Sean U; y Us los subespacios de R® siguientes:

U =< {61,62,63} > Us =< {64,65} >

Sea f1 un endomorfismo de Uy y fo un endomorfismo de Us, tales que las formas de Jordan respectivas

son
%= (o)
0 0 0

Determina la forma de Jordan, el polinomio minimo y el polinomio caracteristico de la aplicacién
h : R% — R para la que U; y U, son subespacios h-invariantes y tal que la restriccién de h a Uj es
fi+ Iy, yhaUses fo —21y,.

Problema 3.6.48

Sea f : R® — R® un endomorfismo y B. = {e1,---,es} la base canénica de R®. Se sabe que U =<
{e1,e3,e5} >, W =< {eg,eq,e6} >y T =< {ey,eg} > son subespacios f-invariantes. Sean fi, fiw y
fr las restricciones de f a U, W y T respectivamente.

1. Sabiendo que

1 -1 0
Mp,(fu)=11 -1 0
0O 1 0

siendo By = {ey, e3,e5} >, determina una base de U respecto de la cudl la matriz asociada a fy
sea de Jordan. Da dicha matriz.

2. Teniendo en cuenta el apartado anterior y sabiendo que el polinomio minimo de fy es (X —1)% y
el polinomio minimo de f7 es X, determina la forma de Jordan de f, su polinomio caracteristico
y su polinomio minimo.
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Problema 3.6.49

La posicién en el plano de una masa puntual en el instante ¢ viene dada por (z(t),y(t)). Si (2'(t),y'(t))
es su vector velocidad, halla la funcién z(t) en cada uno de los casos siguientes, en los que se establecen
las condiciones que satisface cada una de dichas funciones.

2.2/ =—y,y =2z, 20)=0, y0) =1

3.2 =ax+vy,y =y, 2(0)=0,y(0)=1

Problema 3.6.50
Halla el término general de la sucesién {x,}2° | de Fibonacci sabiendo que =), = zp,—1 + zp—2, 2o = 1,
1 = 1.

Problema 3.6.51
Sea

a=(3 )

Determinar, si existe, una matriz B (con las mismas dimensiones que A) tal que B? = A.
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Leccion 4

Geometria Euclidea

4.1 Producto escalar y ortogonalidad

En esta primera seccién vamos a tratar de generalizar a un espacio vectorial real de dimensién finita
conceptos conocidos por el estudiante en los casos de R? y R3: producto escalar, vectores ortogonales,
subespacios ortogonales, - - -

Definicién 4.1.1
Sea V' un R-espacio vectorial n-dimensional, y - : V x V — R una aplicacion por la cudl la imagen
de un par (v,w) va a denotarse por v-w. Se dice que - es un producto escalar o un producto interno
si verifica cada una de las condiciones siguientes, donde v, w,u son vectores cualesquiera de V y «,
elementos cualesquiera de R:

P)v-w=w-v

it) (v + fu) - w=av-w+ pu-w, v-(aw+ pfu) =av-w+ Pv-u

i) v-v>0,yv-v=0 siy sdlo siv=0.

Un espacio vectorial real sobre el que se considera un producto escalar recibe el nombre de espacio
vectorial euclideo.

También es habitual denotar un producto escalar definido en V' por <, > y el producto escalar de
los vectores v, w por < v,w >.

Ejemplo 4.1.1

e Siv=(xy,--,xn) y w= (Y1, -, Yn) son vectores cualesquiera de R", podemos definir v - w =
r1y1 + -+ + zpy,. La aplicacién - : R® x R™ — R asi definida es un producto escalar en R",
denominado producto escalar habitual o producto escalar estandar.

e Sea V = Ra[z] y - la aplicacién definida de V' x V en R por p(z) - ¢(z) = fol p(x)q(z)dx. Tal
aplicacién es un producto interno. La comprobacién de las propiedades i) y ii) exigidas a un
producto interno es inmediata para este caso. Para la prueba de la condicién iii) obsérvese lo
siguiente.

1
p() - plz) = /0 plx)2dz

donde p(x)? > 0,Vx € [0,1]. Si p(x) no es la funcién nula, p(zg)? > 0 para algtin z¢ € [0,1]. La
funcién p(x)? es continua por tanto p(x)? > 0 para todo ntimero z de un entorno de o contenido

115
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29

en el intervalo [0,1]. En ese entorno la funcién p(z)® ”encierra una érea positiva”. Por tanto si

p(z) #0,
1 xo+e€
p@) plo) = [ pafdez [ popds >0
0 Tro—e€
Sea V un espacio vectorial real con un producto escalar ” -”. Para todo vector v € V se verifica
que |[v]|? =v-v > 0siv#0, por lo que tiene sentido hablar de una aplicacién || - || : V — R definida

por ||v]| = ++/||v]|? = Vv - v, ¥y que recibe el nombre de aplicacién norma.

Definicién 4.1.2
En las condiciones anteriores, se llama norma de un vector v al nimero ||v||. Si ||v]| =1, el vector v
se llama vector unitario.

Algunas propiedades relativas a la norma estdn recogidas en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1.1

1. ]| >0V eV ylv]|=0<v=0

2. |law|| = |al||v]|, Vv € V,Va € R. Asi, para todo vector v no nulo, se tiene que el vector v/||v] es
unitario.

3. Jv-w| < |v|| - [Jw||, Yv,w € V. Esta desigualdad es conocida como desigualdad de Schwarz.

4. Jv+wl|| < |jv]| + |Jw|l, Yv,w € V. Este resultado se conoce por desigualdad triangular.

Demostracién
Los dos primeros puntos se extraen de la propia definicién. Para probar el tercero de los puntos
consideramos el vector av — fw:

a=wl[2,8=v-w
low — Bwl* = (aw — Bw) - (aw — Bw) = |a*|[v]|* + [ |lw]* — 2080 - w =

[|-I#>0
= [wl*(Jlw]?[Jv]* = (v-w)?)

Por tanto ||w||?||v||? — (v-w)? > 0, de donde se deduce 3.
La demostracién de 4:

lo +wl* = (v+w) - (v+w) = [Jo]* + Jw]|* + 20 - w <
< ol + llwll® + 2fv - w] < fJoll? + [lwl]* + 2] ] - flwll = (ol + [lw])?

Definicion 4.1.3
Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension n.

1. Siu y v son dos vectores no nulos de V' tales que u-v = 0, se dice que u y v son ortogonales.

2. Si U es un subespacio vectorial de V', se llama conjunto ortogonal a U al conjunto U+ = {v €
V/u-v=0,VueU}

La proposicién siguiente recoge algunas propiedades relativas a estos conceptos.

Proposicién 4.1.2
Sea V' un espacio euclideo.
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1. Si{vi,v9, -+, v} es una familia de vectores no nulos de V' y ortogonales dos a dos, entonces
V1,02, +, Uy SON linealmente independientes.

2. Si U es un subespacio de V, UL es subespacio de V (subespacio ortogonal a U ).

Demostracion

Si partimos de una combinacién lineal nula de dicha familia: oqv1 + - - - + av, = 0, al multiplicar
escalarmente esa combinacién lineal por cada v;, obtenemos que a; = 0.

Para probar la segunda afirmacién: Si v, w son vectores de U+, (av+pw)-u = a(v-u)+B(w-u) =0
donde u es cualquier vector de U. De donde se deduce que av + fw € U+.

El procedimiento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, que a continuacién se presenta, permite
determinar una base constituida por vectores ortogonales dos a dos partiendo de cualquier base de V.
Una vez obtenida esa base, sin més que dividir a cada vector por su norma, contaremos con una base
formada por vectores ortogonales dos a dos y todos ellos de norma 1. Este procedimiento garantiza
que la siguiente definicién no carece de sentido.

Definicion 4.1.4

Sea V' un espacio vectorial euclideo, y B una base de V. Se dice que B es ortogonal si estd formada
por vectores ortogonales dos a dos. Si ademds todos los vectores de una base ortogonal son de norma
1, la base recibe el nombre de ortonormal.

Ejemplo 4.1.2
La base canénica de R? es ortonormal, y no lo es la base canénica de R3[z]

En el ejemplo que aparece seguidamente se detalla el procedimiento de Gram-Schmidt para un
caso concreto. En la proposiciéon que sigue a tal ejemplo se muestra ese mismo procedimiento en el
caso general.

Ejemplo 4.1.3

Consideremos el espacio vectorial real V' = Ra[z] con el producto escalar < p(z), q(z) >= fol p(z)g(x)dx.
Sea B = {v; = 1,v3 = z,v3 = 2%} la base canénica de V, que no es ortonormal para dicho producto.
Se quiere construir una base ortonormal B* = {uy,us, us} tal que

Hur}) = {oi}), {ur, uz}) = o1, v2}), ({ur, uz, us}) = ({v1,v2,vs}) (4.1)

En un principio vamos a tratar de construir una base ortogonal B’ = {wi,ws, w3} verificando la
propiedad 4.1. El que los vectores tengan norma 1 tiene facil arreglo posterior. Si wi = vy, se verifica
la primera condicién de 4.1.

Siendo w1 = v1,

({wr,w2}) = ({v1,v2}) © w2 = awy + fva con B #0

Se puede tomar 8 = 1. Si wy = aw; + v2 e imponemos que wy y wy sean ortogonales, se deduce que
w1y - V2 w1 - V2 <l,x>

o = ———. Sea entonces wy = vz + qw; con o = — 5 = — 5
[ ws ] [[wa ] [[w1 ]

Teniendo en cuenta la forma de estar definidos wy y wo,

({w1, wa, w3}y = ({v1,v2,v3}) & w3 = qwy + Pwa + dvs con § # 0.

Podemos hacer § = 1.
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Si w3 = aw; + fwy + v3, imponiendo ortogonalidad entre wy y ws, y we y ws, se deduce que

w1 - U3 3 w2 - U3
o= — — —
[w1 ]2 [Jwa 2
Por tanto:
wi=1y [wl|®=1
<l,z> 1 9 1
1= = —
T P el =g
< 1 >
2 r— =,
) <La’> VRS NS O L
w3 x HUJ1H2 ||w2”2 (:l: 2) =z + 6 L, ||’UJ3|| - 180
Si hacemos u; = ﬂ”’ B* = {u1,u2,us} es una base ortonormal de V' que verifica la condicién 4.1
wj

(por verificarla B’ = {w1, wa, w3}).
1 1 ,
uy = 1,up = 2@(—5 + ), uz = 6\/5(6 —z+2?)

El ejemplo anterior explica en gran medida la forma de actuar en el caso general.

Proposicién 4.1.3 Procedimiento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
SiB={vy,---,v,} es una base del espacio vectorial euclideo V', se puede construir una base ortonor-
mal B* = {uy, -, un} tal que ({v1,---,v;}) = {ur, -, w}),i=1,---,n

Demostraciéon
Basta probar la existencia de una base ortogonal B’ = {w,---,w,} verificando la condicién
{vi,--,v}) = {w,---,wi}), i = 1,---,n. Para conseguir la base del enunciado basta hacer
w,
U; = ! .
wi| L
Sin =1, el resultado es inmediato.
Supongamos que n > 2. Sea wi; = V1 ¥y w; = v; + aqwy + -+ @;_1w;—1 para i = 2,---,n siendo
Vi » WE
ap = — .
w2

Probemos por recurrencia que los vectores w}s satisfacen las condiciones pedidas.
Es facil comprobar que wy - we = 0y ({v1,v2}) = ({wi,w2}). Supuesto que las propiedades son

ciertas para wy,- -+, w;—1, vamos a verlo para wy, - - -, w;j_1, w;.
Multiplicamos escalarmente w; por wg para k=1,---,7 — 1.
wz--wk:fui'wk+(a1w1+---+ai_1wi_1) CWE = VW + QW - W = V; - W — WHwkH =0
k

De <{U1,"',U171}> = <{w17"',wi71}>7 w; € <{1}1,"‘,UZ‘}> y v € <{U]1,"',wi}>, se deduce que

<{U17 T 7vi}> = <{w17 T 7wi}>'

Proposicién 4.1.4
Sea V' un espacio vectorial euclideo.

1. Si U es un subespacio de V., y UL es su ortogonal, entonces V. =U @ U*. Ademds (UY)* =U.

2. Si B = {uy,---,u,} es una base ortonormal de V, las coordenadas (ai,---,ay) de un vector
v € V respecto de B vienen dadas por a; = v - u;, Vi.
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3. SiB={ui, - ,un} es una base ortonormal de V', y v,w € V tienen coordenadas (o1, -, an) y
(Bi, -, Bn) respecto de B, v-w =181+ + anBn y [V]|?=af +---+ a2

Demostracion
Para probar el primero de los apartados:

i) SiuecUNU, u-u=0. Portantou =0y UNU+ =0.

ii) Sea By = {v1,---,v;} una base de U, que ampliamos a una de V: By = {vy,---, v, -+, v, }. Si
aplicamos Gram-Schmidt a By, obtenemos una base ortonormal
B{/ - {Ul,' "aulyul-i-la"')un}
donde By, = {u1,---,u} es base de U.

Es inmediato que < {u;11,"--,un} >C U+, lo que implica que dim U+ > n — . Como:

UnU+=0
U=

n=1+(n-1)<dimU + dim dim(U +UY) <n

dimU+ =n—-1y < {uper, -+ up}t >= U"L. En consecuencia, V =U + U*'.

iii) Es obvio que U C (U*)*, y teniendo en cuenta que V =U QU+ = (U+)* @ U es obligado que
(UhHt =U.

Para probar el punto 2, escribimos v = ajuy + - - - + apu, y multiplicamos escalarmente por cada w;.
Para la ultima de las afirmaciones basta realizar dicho producto escribiendo v y w en funcién de
la base ortonormal.

Este resultado nos permite definir en V' la aplicacién proyeccién sobre U en la direccién de U+. El

estudio detallado de dicha proyeccién, como el de algunas de sus aplicaciones es tratado en la siguiente
seccién.

4.1.1 Ejercicios

Ejercicio 4.1.1.1
Se considera la aplicacion
<,>R*xR* =R

que a cada par de vectores (v,w) con v = (x1,x2,23) y w = (y1,Y2,y3) le asocia el nimero

3 20 1
<v,w>=(x; w2 z3)(2 4 0 Yo
0 0 0

Y3
.Es <, > un producto escalar sobre R3?
Ejercicio 4.1.1.2

Se considera la aplicacion
<, > R3*xR?> 5 R

que a cada par de vectores (v,w) con v = (z1,x2,23) y w = (y1,Y2,y3) le asocia el nimero

3 2 0\ /u
<v,w>=(x1 w2 xz3)(2 4 0 Yo
0 0 1

Y3
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1. ;Es <,> un producto escalar sobre R3?

2. En caso de haber respondido afirmativamente a la pregunta anterior, obtén el subespacio U+
cuando U = {(z,y,2) €R3 tal que z+y+z=0}

Ejercicio 4.1.1.3
Se considera el siguiente producto escalar sobre V = R3

<, >R3xRP= R
que a cada par de vectores (v,w) con v = (z1,x2,23) y w = (y1,Y2,y3) le asocia el nimero

2 00 Y1
<vyw>=(x1 w2 x3)[0 2 1 Y2
0 1 2

Ys

1. Sea B. = {e1,e2,e3} la base canénica de R3. Comprueba que < e;, ej > es el término del lugar
(i,7) de la matriz

S O N
= N O
N = O

2. jEs B, una base ortogonal con el producto escalar considerado?

. Quién es el subespacio ortogonal a U =< {eg,e3} >?

L

. Quién es el subespacio ortogonal a W =< {eq,ea} >?

5. Usando el procedimiento de Gram-Schmidt obtén, a partir de la base B., una base ortonormal
(con el producto escalar considerado).

Ejercicio 4.1.1.4
Se considera el espacio vectorial euclideo V' = R? con el producto escalar estdndar. Sea U = {(z,vy,2) €
R3 tal que x4+ 2y+ 3z =0}

1. Determina U-L.

2. Escribe el vector v = (1,—2,3) € R? como suma de un vector u € U y de un vector u' € U~.
El vector u recibe el nombre de proyeccién ortogonal de v sobre U y se escribe u = py(v).
El vector u' recibe el nombre de proyeccién ortogonal de v sobre UL y se escribe v/ = pyL(v).

3. Escribe cualquier vector de V = R3 como suma de un vector v € U y de un vector ' € U+t
(u=pu(v) y v’ = py.(v)).

Ejercicio 4.1.1.5
Se considera el espacio vectorial euclideo V' = R?* con el producto escalar estindar. Sea U =
{(z,y,2,t) €R* talque x+2y+32=0,t=0}

1. Determina una base ortonormal de U.

2. Sea B* = {u1,u2,us,us} una base ortonormal de V tal que {u1,us} sea la base de U hallada en
el apartado anterior.
- (Es {us,us} una base de U+?
- Si un vector v tiene coordenadas (aq, e, ag, aq) respecto B*, jes cierto que «; coincide con el
producto escalar de u; y v?
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3. Teniendo en cuenta los resultados anteriores, y sin determinar explicitamente una base de U™,
halla py(v) para v = (1,2, -1, —2).

Ejercicio 4.1.1.6

Sea A una matriz real 7 x 7, cuyas columnas forman una base de R7, y sea B la matriz que tiene por
columnas los vectores de R que se obtienen de aplicar Gram-Schmidt a las columnas de A. ;Cudles
de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. El subespacio generado por la tercera columna de A y el subespacio generado por la tercera
columna de B son el mismo.

2. El subespacio generado por las tres primeras columnas de A y el subespacio generado por las
tres primeras columnas de B son el mismo.

3. La matriz traspuesta de B coinicide con la matriz inversa de B, esto es B! = B!,

Ejercicio 4.1.1.7
Sea U el subespacio del espacio vectorial euclideo V = R? siguiente:

U={(z,y,2,t) € R*)x — 2y + 32 —t =0}
Hallar una base ortonormal de U.

Ejercicio 4.1.1.8
En el espacio vectorial euclideo V = R* se considera el subespacio

U=<{(1,1,1,0),(0,0,1,0),(0,0,1,1)} >

Determinar una base ortogonal de U, y un vector v € R* que sea ortogonal a U.

4.2 Proyeccién ortogonal

Sea V un espacio vectorial euclideo, U un subespacio de V' y U~ su ortogonal. Puesto que V =U@U"',
es posible definir la aplicacién siguiente:

py:V =V definida por py(v)=u siendo v=wu+u,uecUqu €Ut

conocida como proyeccién ortogonal sobre U.
Obsérvese que la aplicacion

pyL:V =V definida por pyi(v) =4 siendo v=u+u,uec U €Ut

es la proyeccién ortogonal sobre U+ puesto que (U+)+ = U
En la proposicién que se enuncia a continuacién se establecen algunas propiedades de las aplica-
ciones anteriores. Su demostracion es sencilla y se deja como ejercicio.

Proposicién 4.2.1
En las condiciones anteriores se tiene:

1. Im(py) = U, ker(py) = UL, p% = pu, puopyr = Oy.

2. v-py(w) =py) w, Vo,w eV
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3. Iy = pu + pyr. Resultado conocido como teorema de la proyeccion.

Ejemplo 4.2.1

Se considera el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar estandar. Sea U = {(z,y,2) €
R3/z —y+22 =0}, y v = (1,2,3). Vamos a determinar la proyeccién ortogonal de v sobre el plano
vectorial U.

Una base de U es By = {(1,1,0),(2,0,—1)}, y una base de U+ es, como se deduce de la ecuacién
que define U, By = {(1,—1,2)}.

17 4 5
El vector v en la base B = {(1,1,0),(2,0,—1),(1,—1,2)} tiene coordenadas (E’ —3 6)’ por tanto
17 4 1 17 4
=—(1,1,0 ——1)(2,0,—-1) = (=, —, o).
pU(U) 6(”)—1—( 3)(77 ) (67673)
Simultdneamente podemos determinar p;ro (v) = =(1,—1,2) = v — py(v).

6

En el ejemplo precedente la determinacion de py(v) ha necesitado del célculo de las bases de U y
de U, y de expresar v como combinacién lineal de la base unién de ambas. ;Se reducirfa el esfuerzo
de conocer una base ortonormal de U?

Ejemplo 4.2.2

Si U es el subespacio del ejemplo anterior, una base ortonormal de él es B, = {u1 = —=(1,1,0),us =

V2
1

ﬁ(l, —1,—1)}, que se ha obtenido aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt a la base By .

Si u3 es un vector unitario que genera U, {u1,u2,us} es una base ortonormal de R? respecto de
la cual las coordenadas de v son (v - ug,v - ug,v - us).
3 (1,1,0) 4 (1,-1,-1) 117 4
P t t = . . = — _— ) ==, — . = ).
or tanto py(v) = (v - u1)ug + (v - ug)ue N + ( \/§) 7 (6, 5 ,3)

Trabajando asi, la forma de obtener p;1(v) es calculando v — py(v), puesto que no hemos deter-
minado explicitamente una base de U=,

5
En este caso, en el que dim(UL) =1, el célculo de p;r1(v) = 6(1’ —1,2), que es un vector no nulo,

nos permite establecer una base de U+. Ello no es posible si dim(U+) > 1.

Por tanto, si dado un subespacio U de V, lo que interesa es exclusivamente conocer py(v) con
v € V, uno puede optar por determinar una base ortonormal By = {u1,---,u;} de U (a la que siempre
se puede llegar aplicando Gram-Schmidt a cualquier base de U) y tener en cuenta la siguiente

Proposicién 4.2.2

Si By = {u1,---,u} es una base ortonormal de U, py(v) = ajuy + -+ + aquy con oy = v - u;.
Demostracion
Sea By = {ui,--,u;,uj41, -, Up} una base ortonormal de V, donde los [ primeros vectores

constituyen la base dada de U, y los restantes una de U~.

Si escribimos v como combinacién lineal de By: v = ajuy + - - - + aquy + qpqug41 + - - - + apuy, con
a; = v - u;, y por tanto py(v) = aqug + - - + aquy.

Siempre la obtencién de py(v) nos permite obtener pyi(v) = v — py(v), aunque no U+. El

resultado anterior hace innecesario el célculo de ninguna base de U,

Se trata ahora de determinar la proyeccion ortogonal de un vector de R™ sobre un subespacio U
sin necesidad de obtener, como se ha hecho en situaciones precedentes, una base de UL o una base
ortonormal de U.
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Sea V' = R" con el producto escalar estandar, y sea U un subespacio de V. Consideremos en
V' la base candnica y en U la base By = {ug,---,u;} (no necesariamente ortonormal). El vector
u = py(v) € U tendra unas coordenadas (aq,- - -, o) respecto de la base candnica y unas coordenadas
(51, -+, B;) respecto de la base By. En lo que sigue se establece una relacién matricial entre las coor-
denadas (x1,---,z,) de v en la base canénica, (ay,---,ay)y (B1, -+, b)), que nos permite determinar
autométicamente (aq, -+, o)y (B1,---,01), partiendo de (x1,- -, xy).

Lo primero a tener en cuenta es que si A es la matriz n X [ que tiene por columnas las coordenadas
de los vectores de By respecto de la candnica, entonces:

a1

631

@, B

A es la matriz del homomorfismo inclusién de U en V respecto de las bases By en U y la candnica en
V', y su rango es obviamente .

Puesto que v —u € U (v = py(v) + pyL(v): teorema de la proyeccién), se tiene que el producto
escalar de v — u y cualquier vector u; € By es cero:

x

B
(0,..,0,1,0,..,0) A'[| . [—-A4] ~ |]=0
2 x'n B
parai=1,---,[.
De donde se deduce
0
o B1 o B1
Al o -Al 1= . y At . =AtA
z Bi 0 z Bi
Si la matriz A'A es inversible, se tiene:
51 T aq T
= (AtA)~tat | . y . = A(A'A)~1 A
fi In Qp In

Veamos finalmente que la matriz A'A es inversible, aunque la prueba estd basada en resultados en
aspectos no completamente vistos en este curso.

- A'A es simétrica pues cada término ¢;; de la matriz es u; - uj. A'A representa pues el producto
escalar en U respecto de la base By

- El producto escalar en U es no degenerado: Si w € U es tal que w-w' = 0,Vw' € U, w-v' =
0,Vv' € V puesto que v’ es suma de un vector de U y uno de U+. Por tanto w = 0. La matriz A*A
es pues de rango [, y en consecuencia inversible.

Ejemplo 4.2.3
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e En este ejemplo se trabaja el mismo caso que en ejemplos anteriores pero desde esta nueva
perspectiva.

Se considera el espacio vectorial euclideo R3 con el producto escalar estandar. Sea U =
{(z,y,2) € R¥/z —y+ 22 = 0}, y v = (1,2,3). Vamos a determinar la proyeccién ortogo-
nal de v sobre el plano vectorial U.

Una base de U es By = {(1,1,0),(2,0,—1)}, por tanto, siguiendo la notacién anterior, la matriz

A es:
2

1
A=11 0
0 -1
Si (B1, B2) son las coordenadas de py(v) en By, aplicando la férmula matricial obtenida anteri-
ormente:

1 1
A\ _ 15 —=2\/1 1 0 (¥
() =tz =5(% )0 5)(2)=(2)

De donde py(v) = %(1, 1,0) + (—%)(2,0, -1) = (%, %7, %) = (ay, a2, as), coordenadas de py(v)

en la base candnica, y que podrian haberse obtenido como A <ﬁ1 ) .

B2

Observar que se podria haber optado por resolver el sistema

1
(AtA) (g;) =A'[2
3

en vez de calcular (A'A)~L.

e ;A qué se reduce el calculo de (A'A)~! cuando el espacio sobre el que se proyecta es una recta
vectorial?

e Sea U un subespacio de R” y U+ su ortogonal. Utiliza las igualdades matriciales anteriores para
pu(v) vy pyi(v) con el fin de probar que p%] =py y que py o pyo es la aplicacién nula.

Para concluir esta seccién vamos a probar que dado un vector v € R" y un subespacio U de R",
el vector de U que menos difiere de v” es py(v).

Teorema 4.2.1 De aproximacion de la norma
En las condiciones anteriores se verifica:

o —pu)| <llv-wl  VwelU con w#py(v)
Demostracion
Siu=py),v—w=@w—u)+(u—w)conv—u €Ut yu—weU,dedonde (v—u)-(u—w)=0.
En consecuencia, ||[v — wl||? = ||v — u||? + ||Ju — w||?>. Deduciendo asf la tesis del teorema puesto que

|lu — w||? # 0 siy sélo si u = w.

En ese sentido se dice que py(v) es la mejor aproximacién de v en U.
Este ultimo resultado tiene interesantes aplicaciones, algunas de las cudles se recogen en la seccién
préxima.
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4.3 Aplicaciones

Vamos a estudiar dos problemas concretos en las que estan involucrados el teorema de aproximacién
de la norma y, en consecuencia, la proyecciéon ortogonal de un vector. Esos problemas son el de
aproximacion por minimos cuadrados y la resolucién de sistemas sobredimensionados.

4.3.1 Aproximacion por minimos cuadrados

Es conocido que en algunos fenémenos fisicos las variables que intervienen en su descripcién guardan
tal relacién entre ellas que dicha relacién puede ser expresada mediante una formula:

e:v-t,s:so—vot—%th,-'-

En muchos otros fenémenos no es ficil, o no es posible, encontrar formulas como las anteriores. En
esos casos se obtienen grandes cantidades de datos, con el objetivo de ajustar una curva a los mismos,
mediante la cudl se establece una relacién ”aproximada” entre las variables del problema. Inicialmente
habria que diferenciar dos partes en la resolucion del problema en cuestién: una, la decisién de qué
tipo de curva ajustar; otra, encontrar la curva del tipo especifico que "mejor” se ajuste a los datos
dados. A continuacién se trata un caso particular de la segunda cuestién: se muestra cémo lograr esa
"mejor aproximacion” cuando se tienen dos variables en el problema.

Supongamos que existen n datos: (x1,y1), (x2,¥2), -, (Tn,yn) y que el tipo de curva por la que
vamos a aproximar viene dado por y = f(z) donde x,y representan las variables que deseamos rela-
cionar y f(z) = ma + b, ax® + bx + ¢, - - -, segtin el ajuste a realizar sea lineal, cuadratico, - --. Lo que

se hace en esta situacién es buscar, por ejemplo, la recta y = mx + b que mejor se ajuste a los datos
del problema: ésto es, debemos determinar m y b tal que

n

> (yi = (b+ma;))?

i=1

sea lo mas pequeno posible. A esta buisqueda se denomina ajuste por minimos cuadrados.

Teorema 4.3.1

Sean (z1,vy1), (x2,92), ", (Tn, yn) un conjunto de n puntos de R? tal que no todos los x; coinciden. Si
1 T
A=
1 =z,
)
b W
( ) —_ (AtA)—lAt
m
Un
entonces y = mzx + b es la recta que da el mejor ajuste por minimos cuadrados para los puntos

considerados.

Para este caso particular se puede probar la existencia de la inversa de A*A viendo que su deter-
minante es no nulo utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Teorema 4.3.2

Sean (z1,vy1), (x2,92), ", (Tn, yn) un conjunto de n puntos de R? tal que no todos los x; coinciden. Si
1 x :c%
A= : :
1 oz, 22
Y
a Y1

b | =(At4)tat
Yn

entonces y = ax®+bx +c es la pardbola que da el mejor ajuste por minimos cuadrados para los puntos
considerados.

La clave de la demostracion de estos teoremas se halla en observar que el vector de los coeficioentes
de la recta o de la parabola verificando la condicion exigida es justamente la proyecciéon dl vector de
los y;’s sobre el subespaico de R™ definido por las columnas de A.

4.3.2 Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales sobredimensionados

Genéricamente los sistemas de ecuaciones lineales con mas ecuaciones que incégnitas no tienen ninguna
solucién salvo que se verifiquen las hipétesis del Teorema de Rouche-Frobenius. Las técnicas desarrol-
ladas en este capitulo mos van a permitir calcular, como en la seccién anterior, la mejor pseudosolucién,
esto es el punto de R™ que estd mas proximo de ser una solucién del sistema lineal considerado.

Teorema 4.3.3
Sean A una matriz con m filas y n columnas, m > n y b un vector columna en R™. Si

z= (AtA)_lAtb

entonces
Az —b|| < [[Ay — bl

para todo y € R™ tal que y # .
La clave de la demostracién de este teorema se encuentra en observar que el vector x verificando la

condicion exigida es justamente la proyeccién de b sobre el subespacio de R™ definido por las columnas
de A.

4.4 TIsometrias en espacios vectoriales euclideos
En la seccién anterior se ha definido por espacio vectorial euclideo cualquier espacio vectorial real

dotado de un producto escalar. Esta nueva seccién comienza con el estudio de las aplicaciones lineales
sobre un espacio vectorial euclideo que conservan las normas.
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4.4.1 Definicién y primeras propiedades
En lo que sigue V' denotara un espacio euclideo de dimensién n.

Definicion 4.4.1
Sea ¢ 1 'V — V un endomorfismo. Se dice que ¢ es una transformacion ortogonal o isometria si

conserva la norma, es decir, si ||¢(v)|| = ||v|| para todo v de V.

Observar que de la definicién anterior se desprende que toda transformacion ortogonal es biyectiva:
Siv e Ker(¢), ||¢(v)]| = ||0yv||= 0. Puesto que ¢ conserva la norma, ||v|| =0y v = 0y. Se deduce
entonces que ¢ es inyectiva, y por ser endomorfismo, biyectiva.

e Sea V = R? con el producto escalar habitual. El endomorfismo ¢ : V — V definido por
é(z,y,2) = (x,—y,—=z) es una transformacién ortogonal, como puede comprobarse facilmente.

e Si V el espacio de las funciones polinémicas de grado menor o igual que 2 con el producto escalar
< p(x),q(x) >= fol p(z) - g(x)dx, el endomorfismo —Iy es, obviamente, una transformacién
ortogonal.

e Sea V =R", U un subespacio no nulo de V y U~ su ortogonal. El endomorfismo ¢ = py — DL
de V es una transformacién ortogonal:
Si v es un vector cualquiera de V, y u = py(v) y v/ = pyL(v), se tiene que ¢(v) = u — .
Recordemos que py + pyL = Iy, y que por tanto v = u + u'.
Ast |[v||2 = |Ju+ /|2 = ||ul|® + ||u/||? + 2(u - o) = |Ju|?® + ||«/||* porque v y «’ son ortogonales.
Usando precisamente que u y u’ son ortogonales, se llega a que ||¢(v)]|? = |lul® + [|«||*.

Proposicién 4.4.1
Sea ¢ un endomorfismo de V. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) [[p(v)| = |lv|| para todo v de V

it) ¢p(u) - p(v) = u - v para cualesquiera u,v de V
La implicacién i) = 4) es inmediata. Para probar que i) = i), desarrollar ||¢(u + v)||? y |Ju+v|?.

Proposicién 4.4.2

Sea ¢ un endomorfismo de V., y B = {uy, -, un} una base ortonormal de V. Se tiene:
1. ¢ es una transformacion ortogonal si y sdlo si B = {¢(u1),- -, d(un)} es una base ortonormal
de V.

2. ¢ es una transformacion ortogonal si y sdlo si la matriz Mg(¢) es una matriz ortogonal.

Demostracion

1. Supongamos que ¢ es una transformacién ortogonal.

En este caso ¢ es biyectiva y por tanto {¢(u1),- -, ¢(u,)} es base. Como conserva el producto
escalar: ¢(u;) - ¢(uj) = u; - u; = 045,(0si ¢ # j, 1 sii=j). Lo que prueba que B’ es ortonormal.
Supongamos que B’ = {¢(u1), -, d(u,)} es una base ortonormal de V, y probemos que ¢

conserva la norma.

Sea v un vector cualquiera de V', que se expresard en funcién de B como v = aquq + -+ - + anpn
(con a; = v -u;). Por ser ¢ lineal, ¢(v) = agp(ug) + - + and(uy) (con a; = v-u; = ¢(v) - P(uy)
por ser B’ ortonormal).

Por ser By B’ ortonormales, [|[v||? = > 7 a? = [|¢(v)]|.
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2. Se deduce facilmente del apartado anterior.

Proposicién 4.4.3
Si ¢ es una transformacion ortogonal de V', se verifica que

e Los unicos autovalores reales de ¢ son 1 y —1.
o ¢! es una transformacion ortogonal.

e La composicion de ¢ con cualquier transformacion ortogonal es una transformacion ortogonal.

Supongamos que « es un autovalor de ¢, y sea v un vector propio asociado a «. Se tiene entonces que
lo()|| = |a]||v|l = ||v|| # 0, de donde se obtiene que |a| = 1, y a = £1. Queda asi probado el primero
de los apartados. La prueba de los dos ultimos apartados no entrafia ninguna dificultad.

4.4.2 Transformaciones ortogonales en un espacio de dimension 2

En esta parte del capitulo vamos a determinar la forma més sencilla de expresar matricialmente una
transformaciéon ortogonal. Comenzaremos con el caso de dimensién 2, que utilizaremos posteriormente
para espacios de dimensién finita cualquiera.

Proposicién 4.4.4

Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension 2, y ¢ una transformacion ortogonal definida en V.
Ezxiste una base ortonormal de V' respecto de la cudl la matriz asociada a ¢ es de una de las formas
stguientes:

N <cos€ —send

senl  cosf

2 <(1) _01>

Demostracion

>con0§0<2ﬂ

Observemos primero que un mismo endomorfismo ¢ no puede ser representado por las dos matrices
descritas anteriormente. Ello supondria que dichas matrices fuesen semejantes y en consecuencia que
tuviesen el mismo determinante, cosa que no es cierta.

Sea B = {v1,v2} una base ortonormal cualquiera de V' (siempre podemos hallar una, y en el caso
que V = R? con el producto escalar habitual podemos considerar la base canénica).

Si A= Mp(¢) = (CCL Z), A es ortogonal y por tanto, A'A = AA! =1, y det(A) = 1. Después
de realizar las operaciones correspondientes, se obtienen las siguientes igualdades (*):

A+ =+ =+ = +d*=1

ac+bd=ab+cd=0

Estas condiciones en el caso de que det(A) = ad — bc = 1, conducen a que a = dy b = —¢, y en
consecuencia A = <Z b con a® +b% = 1.

Existe entonces un tnico valor 6 € [0, 2II) tal que a = cosf y b = senf. Se tiene pues que la matriz
asociada a ¢ respecto cualquier base ortonormal es de la forma del apartado 1
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Las igualdades (*) junto con det(A) = ad — bc = —1, permiten deducir que a = —d y b = ¢. En
a
b —a
Si b = 0 entonces a = +1, y la base buscada es la de partida o la que se obtiene de permutar en
ella los vectores.
Si b # 0, el vector wy de coordenadas (b, 1 — a) es un vector propio asociado al valor propio 1y ws
de coordenadas (—b,1 + a) es un vector propio asociado al valor propio —1. El producto escalar de
w1 y wa es cero. Esto nos asegura que la base B = {qu—i”, ”’w“—jn} es una base ortonormal.

este caso A = con a? + b* = 1, y su polinomio caracterfstico es (X + 1)(X — 1).

Definicion 4.4.2
Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension 2, ¢ una transformacion ortogonal definida en V', y
A la matriz asociada a ¢ con la forma de la proposicion anterior. Se dice que ¢ es

cosd —senb

< .
senf  cosf ) con 0 <6 <20

1. Una rotacion vectorial de amplitud 0, si A = <

2. Una simetria vectorial ortogonal (de eje el conjunto de vectores fijos Vy(1) = {v € V/p(v) = v}),

si A= ([1) _01 )
Ejemplo 4.4.1

e Si ¢ es la transformacién ortogonal de R? que respecto de la base candnica tiene por matriz

3 4
< 7 5 >, pp(X) = (X =1)(X +1) y ¢ es una simetria vectorial ortogonal de eje V(1) =< w; =
5 5

(2,1) >. Como V_}) =< wg = (1,-2) >= V&), respecto de la base ortogonal {wq,ws} o de la

. i 1 0
base ortonormal {”Zj—i”, ”g—;”}, la matriz asociada a ¢ es <O 1 >

e Si ¢ es la transformacién ortogonal de R? que respecto de la base canénica tiene por matriz
1

1 =3
A= <\;§ % ), det(A) =1y p¢(X) = X2 — X + 1 es irreducible. La isometria ¢ es una
2 2

rotacién de amplitud %, respecto de la base candnica.

e Si ¢ es una isometria del espacio vectorial euclideo V' de dimensién 2, y su polinomio caracteristico
ps(X) = X? + aX + 8 es irreducible sobre R, ¢ es una rotacién (de matriz no diagonal).

Ademsds, puesto que respecto de una base ortonormal la matriz asociada a ¢ es ortogonal, su
determinante es 1, y como coincide con el término independiente de su polinomio caracteristico,
deducimos que 5 = 1.

En este caso el polinomio caracteristico pgs(X) = X 2 + aX + 1 se puede escribir de la forma
ps(X) = (X —a)? +b*siendo a = —$ y b* = #. Como a? + b% = 1, a = cosf, b = senf con
6 € [0, 211).

e Sea ¢ una isometria del espacio vectorial euclideo V' de dimension 2, cuyo polinomio caracteristico
ps(X) = X2 + aX + 3 es reducible sobre R. Si 3 = —1 entonces es una simetrfa. Si 8 =1, es
una rotacién, de matriz Iy si & = —2 y de matriz —Is si o = 2.

En general, si V(1) = {v € V/¢(v) = v}, podemos deducir de lo anterior que:

¢ es simetria <= dimV(;) =1 <= pg(X) = (X = 1)(X + 1)



130 LECCION 4. GEOMETRIA EUCLIDEA

0
2

X2+ aX +p irreducible sobre R
(X +1)2

(X —1)?

e La composicién de dos rotaciones es otra rotacion de amplitud la suma de las amplitudes, médulo
211.

La composicion de dos simetrias es una rotacion, que es la identidad si las simetrias coinciden.

1 no es raiz

¢ es rotacion <= dimV(;) = { 1 es raiz doble

= { de py(X)

— pyp(X) =

La composicién de una rotacién y una simetria es una simetria.

Da un argumento que pruebe lo anterior.
e Sean ¢ y ¢ las isometrias de R? definidas por:

oz, y) = (y,x)  w(z,y) = (v, ~y)

Ambas son simetrias. El eje de ¢ es la recta vectorial cuyos elementos son de la forma (a,a)
(bisectriz del primer y tercer cuadrante). El eje de ¢ es el eje de abscisas como recta vectorial.
,Qué rotaciones son po ¢y ¢ o p? ;Qué relacién hay entre ambas?

e Se ha visto que la composicién de dos simetrias es una rotacién. El reciproco también es cierto:
toda rotacion es composicién de dos simetrias.

Si r es una rotacién, r = ro Iy = rosos, donde s es cualquier simetria. La aplicacién ros = s’
es otra simetria.

4.4.3 Isometrias en espacios vectoriales euclideos.

Ejercicio 4.4.3.1
En el espacio vectorial euclideo V = R? se considera el subespacio

U=<{(1,1,1),(0,0,1)} >
1. Determina U+

2. Sea py : R? — R? el endomorfismo que a cada vector v € R? le asocia su proyeccién ortogonal
sobre U, y sea py1 : R3 — R3 el endomorfismo que a cada vector v € R3 le asocia su proyeccién
ortogonal sobre UL (ver ejercicio 4.1.1.4). Hallar los vectores py(v) y pyL(v) con v = (z,y, 2).

3. Se considera el endomorfismo ¢ = py — py1 de V = R3. Comprueba que ¢ es una isometria.

4. Supongamos que B* = {uy,us,u3} es una base ortonormal de V = R3 tal que {ui,us} es base
de U. ;Cuél es la matriz asociada a ¢ respecto de la base B*?

5. Muestra graficamente el comportamiento de ¢.

Ejercicio 4.4.3.2
En el espacio vectorial euclideo V' = R? se consideran los siguientes endomorfismos ¢;, determinados
por sus matrices asociadas respecto de la base canénica de R2.

10 0 -1 -1 0 0 1
¢1:<0 1) 2:(1 o) % o 2 ¢4:(—1 0)
“1 0 1 0 0 -1 01
¢51<0 1> %l 1) 971 o <Z582(1 0)
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. Comprueba que cada uno de los endomorfismos anteriores es una isometria.

. Determina cudles de las isometrias anteriores vienen definidas por una matriz de la forma

cost) —senb
senfl  cosH
con 0 <0< 2.

,,Cudl es el polinomio caracteristico de cada uno de tales endomorfismos?

. Comprueba que los endomorfismos no considerados en el apartado anterior tienen todos ellos

polinomio caracteristico igual a X? — 1.
Determina para cada uno de ellos una base respecto de la cudl la matriz asociada sea diagonal.
Comprueba que las bases obtenidas son ortogonales.

. Representa graficamente el comportamiento de todos los endomorfismos dados.

. Completa la tabla siguiente donde en cada casilla debe aparece la composicién de los dos endo-

morfismos de la fila y la columna correspondientes, como se indica en los ejemplos:
- en la tercera casilla de la primera fila aparece ¢3 porque ¢3 = ¢ o @3,

- en la sexta casilla de la cuarta fila aparece ¢7 porque ¢7 = ¢4 o ¢,

- como ¢g = ¢g 0 Py = ¢3 0 P7 aparece en los lugares (6,4) y (3,7) de la tabla, ...

o || o1 | P2 | D3| Da| D5 | D6 | D7 | P8

P1 ®3
P2 ?3
®3 b
P4 o7
®s5
b6 ¢
b7
bs b1

6. Observando la tabla comprueba que ¢ 0 ¢; = ¢; 0 p1 = ¢; para i = 1,2,...,8. Esto se expresa

diciendo que ¢; es el elemento neutro del conjunto G = {1, P2, P3, ..., s} con la composicién

7. Observando la tabla determina para cada ¢; el ¢; tal que ¢; 0 ¢; = ¢j0p; = ¢1. Esto se expresa

diciendo que ¢; es el elemento simétrico o inverso de ¢; (respecto la composicién).

El hecho de que el conjunto G con la composicién o de aplicaciones goce de las dos
ultimas propiedades y ademas de la propiedad asociativa (el producto de matrices es
asociatvo) se expresa diciendo que (G, o) es un grupo.

8. Mirando la tabla determina tres subconjuntos de G que con la composicién tengan estructura

de grupo. En este caso se dice que cada uno de esos subconjuntos es un susbgrupo de G.
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Ejercicio 4.4.3.3
Sean ¢1, ¢ y ¢3 los endomorfismos de V' = R? definidos, respecto de la base canénica, por las matrices

siguientes.
-1 0 0 1 0 \0[ 1 0 0
1 3
M(g)=10 10 M(g2)=|0 3 5 M(¢3)=(0 -1 0
0 0 1 0 ¥ _1 0 0 1
2 2
1. Demuestra que los endomorfismos ¢, ¢2 y ¢3 son todos ellos isometrias (o transformaciones

4.
d.

ortogonales).

. Las transformaciones ¢1, ¢2 y ¢3 son simetrias (vectoriales). Sefniala para cada una de ellas,

el plano de vectores fijos (o base de la simetria), asi como un vector que se transforme en su
opuesto. ;Qué relacion hay entre el plano y el vector?

. {Qué tipo de isometria es ¢1 - 937 Senala los elementos que la caracterizan.

Sea U =< eg,e3 >y p la restricciéon de ¢s - ¢3 a U. jQué tipo de isometria es p?

. Tiene algin vector fijo ¢1 - @9 - P37

Ejercicio 4.4.3.4
Se consideran las siguientes bases de V = R3 :

B={v; =(1,1,-1),v2 = (1,0,0),v3 = (1, —1,0)}

BC = {61 = (1,0,0),62 = (07 17 1)763 = (0707 1)}

v la matriz

1 9 V3
2 2
M=10 1 0
V3 g _1
2 2

Sea ¢ el endomorfismo de V = R3 definido, respecto de la base B, por la matriz M ( Mg(¢) = M), y
sea 1 el endomorfismo de V' = R? definido, respecto de la base B, por la matriz M (Mg, (¢)) = M).

1.

2.

Demuestra que:

- M es una matriz ortogonal.

- ¢ no es una isometria en V = R3.
- 1) es una isometria en V = R3.

Suponiendo que p es endomorfismo de un espacio vectorial euclideo V', json verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones?

- Si M es una de las matrices asociadas a p, p es una isometria si y soélo si M!M es la matriz
identidad

- 81 M una matriz asociada a p respecto de una base ortonormal de V, p es una isometria si y
sélo si M'M es la matriz identidad

. Demuestra que 1 es una simetria (vectorial), y determina el plano de vectores fijos (base de la

simetria).

. Halla una isometria p de V = R? tal que 1) o p = ¢ sea la simetria que tiene como plano de

vectores fijos el generado por e1 y es. Di qué tipo de transformacién es p y establece los elementos
que la caracterizan.
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Ejercicio 4.4.3.5
Se consideran las isometrias ¢1 y ¢ de V = R? siguientes

s
e ¢ es una rotacién de eje la recta vectorial U =< {e; + ea} > y amplitud 3
e ¢ es una simetria ortogonal respecto el plano vectorial U+ (con U =< {e; + e2} >).

1. Escribe las matrices asociadas a ¢ y ¢ respecto de la base canénica de V = R3.
2. Determina el tipo de isometrias que son ¢1 o g2 v @2 0 ¢1.

3. ;Las isometrias ¢1 o0 g2 y ¢ 0 ¢1 dejan algun vector fijo?

4.4.4 Transformaciones ortogonales en un espacio de dimensién n

El estudio del caso general es algo méas complejo. Vamos a ir estableciendo pequeiios resultados que
nos permitirdn finalmente enunciar el teorema por el que queda determinada la forma matricial més
sencilla que puede asociarse a una transformacién ortogonal.

En lo que sigue V' es un espacio euclideo de dimension n y ¢ una transformacion ortogonal definida
en V.

Lema 4.4.1
Si U es un subespacio vectorial de V' ¢-invariante, se tiene

1. ¢(U)=U

2. UL es ¢p-invariante, y p(UL) = U+

Demostraciéon
Si {ui,---,u} es una base de U, la familia de vectores {¢(uy),- -, ¢(u;)} es una base de U:
- Los vectores ¢(u1),- -+, ¢(u;) son linealmente independientes por ser ¢ inyectiva.

- ¢(u;) € U para i =1,---,1 por ser ¢-invariante.

- Como U tiene dimensién [, < {¢p(uy), -+, d(w)} >=U

Se deduce entonces que ¢(U) = U.

Para probar el punto 2 basta ver que ¢(U J‘) c U+t

Sea u € p(UL), w € Ut tal que ¢p(w) = u y v un vector cualquiera de U. Vedmos que el producto
escalar de u y v es 0.

El vector v = ¢(v’) con v' € U por el apartado 1. Entonces u-v = ¢(w) - ¢(v') = w -v' = 0.

En el caso de que el 1 sea valor propio de ¢, el subespacio V4(1) = Ker(¢ — Iy) es ¢-invariante, y
como consecuencia del lema anterior ¢(Vy(1)1) = V,(1)1. Puede considerarse entonces ¢ restringido
aW = V¢(1)L: ow : W — W. Una situacién andloga se tiene cuando el —1 es valor propio de ¢. Una
vez hechas estas consideraciones podemos demostrar los siguientes resultados.

Lema 4.4.2

1. Si 1 es valor propio de ¢ y W = V¢(1)L, la transformacion ortogonal ¢lw : W — W no tiene
como valor propio el 1, y dimVy(1) coincide con la multiplicidad del 1 como raiz del polinomio
caracteristico de ¢.



134 LECCION 4. GEOMETRIA EUCLIDEA

2. Si —1 es wvalor propio de ¢ y W = V¢(71)L, la transformacion ortogonal ¢lw : W — W no
tiene como valor propio el —1, y dimVy(—1) coincide con la multiplicidad del —1 como raiz del
polinomio caracteristico de ¢.

Demostracién

Sélo vamos a probar el primero de los apartados. En el segundo el razonamiento es completamente
analogo.

Supongamos que 1 es raiz de pMW(X ). En este caso existe un vector no nulo v € W tal que
dlw (v) = ¢(v) = v. Por tanto v € Vy(1) N Vg (1)L = {0}, lo que es contradictorio con el hecho de que
v es no nulo.

Se tiene que py(X) = (X —1)°py),,, (X) siendo s = dimV(1) (considerar en V una base formada por
una base de V(1) y una de W). Puesto que el 1 no es raiz de py,, (X), s coincide con la multiplicidad
del 1 en py(X).

Nos queda por analizar qué sucede cuando el polinomio caracteristico de ¢ no tenga raices reales.
Observemos que en este caso todos los factores irreducibles de pg(X) son de grado 2. Ademads si
X2+ aX + B es uno de esos factores (cuyo discriminante es menor que cero) podemos expresarlo como

(X —a)2+b?conb#0 (hacer a = —a/2 y b= /48 — a2/2).

Lema 4.4.3
Si ps(X) mo tiene raices reales y (X — a)® + b* con b # 0 es uno de sus factores irreducibles, existe
una base ortonormal de V' respecto de la cual la matriz asociada a ¢ es de la forma

a =b 0 ... 0
b a O 0
o o0 7 ?
0 () ? ?

con a® +b* = 1.

Demostracion
La prueba de este enunciado necesita definir algunas aplicaciones auxiliares y obtener destintos
resultados acerca de las mismas. Esas aplicaciones son los endomorfismos de V' siguientes:

¢ —aly

V=(p—aly)*+bIy y o= 7

1. Al ser (X —a)? + b? un factor del polinomio caracteristico, el subespacio W = Ker(¢)) de V es
no nulo.

Las aplicaciones ¢ y 1 conmutan, lo que garantiza que W es @-invariante.

Sea @w la restriccién de ¢ a W. Es facil comprobar que 3012/‘/ = — Iy, lo que garantiza que existe
un vector w € W unitario tal que ¢(u) # 0.

Los vectores u y ¢(u) son linealmente independientes, puesto que en caso contrario existiria un
nimero « # 0 tal que ¢(u) = au, pudiendo deducir que ¢(u) = (a + ba)u. El valor a + ba es
por tanto un autovalor real de ¢, lo que contradice la hipdtesis.
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2. Se considera el subespacio U =< u,p(u) > de W, de dimensién 2 por lo visto en el punto

anterior. Veamos que U es ¢-invariante.
El vector ¢(u) puede escribirse como ¢(u) = au + b%{au =au+bp(u) e U
Como u € W, ¥(u) = 0, lo que conlleva que ¢?(u) — ad(u) = ap(u) — (a® + b*)u. Usando esta

aIV

igualdad y teniendo en cuenta que ¢ = ¢_T’ se puede deducir que ¢(p(u)) = ap(u) —bu € U.

El hecho de que la imagen por ¢ de una base de U esté contenida en U, es suficiente para
asegurar que U es ¢-invariante.

3. La aplicacién ¢y (restriccién de ¢ a U) es una transformacién ortogonal en U, por serlo ¢ en V.

En tal caso el determinante de cualquiera de sus matrices asociadas es 1 o —1. La matriz de ¢y
respecto de la base By = {u, ¢(u)} es, teniendo en cuenta el apartado 2,

()

cuyo determinante a? 4 b? es positivo, por tanto a® 4 b? = 1.

4. La base By es ortonormal como vemos a continuacion.

- El vector u es unitario porque asi se habia elegido.

- El producto escalar de u y ¢(u) es 0:
u€W = (¢* — 2a¢ + (a® + V*)Iy)(u) = 0 = ¢*(u) — 2ap(u) +u =10

Al multiplicar escalarmente la dltima expresién por ¢(u) y aplicando que ¢ conserva los productos
escalares, obtenemos que u - ¢(u) = a. Esto llevado al producto de u y ¢(u), prueba que

u-p(u) =0.
- El que ¢ conserve las normas, u - ¢(u) = a y a? + b*> = 1 lleva a probar que ¢(u) - ¢(u) =
le(u)]|* = 1.

Todas las consideracioones anteriores sirven para garantizar que V = U @ U~ con U y U~ subespacios
¢-invariantes. Si B = {u,o(u),u1, -, up—2} es una base ortonormal de V', la matriz asociada a ¢
respecto dicha base es como la descrita en el enunciado.

Los lemas precedentes conducen al siguiente teorema.

Teorema 4.4.1
Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension n, y ¢ una transformacion ortogonal definida en V.
Eziste una base ortonormal B de V' respecto de la cual la matriz asociada a ¢ es

I, 0 0
0 —-I ... 0
0 0 N(4) 0
0 0 0 N(6,)

donde I, I; son las matrices identidad de orden s y t respectivamente (s es la multiplicidad del 1 y t
es la multiplicidad del —1 en el polinomio caracteristico de ¢ ).

costlj —senb;
con

Las raices complejas cost; + senb; de py(X) producen las cajas N(0;) = <sen9~ 050,
J J

Gj € [07211)70] 7& 0,11
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Demostracion

Basta escribir V' = V(1) @1 Vy(—1) @ W, donde cada subespacio es ¢-invariante. Después basta
aplicar en cada uno de ellos, para el endomorfismo restringido, el lema correspondiente. En el caso de
W, el lema 3 habra de aplicarse reiteradamente.

Ejemplo 4.4.2

e Una matriz ortogonal real es diagonalizable sobre C.

e Si ¢:R?® — R? es una transformacién ortogonal, existe un subespacio U de R?® de dimensién 1
tal que ¢(U) =U.
El polinomio pg(X) es de grado 3, por tanto una de sus raices « es real (« = 1 o —1). Basta
considerar U =< u > siendo ¢(u) = au.

e Sea ¢ la transformacién ortogonal de R? definida respecto de la base canénica por la matriz

1/2 172 —2/2
1/2 1/2 V2/2
V2/2  —/2/2 0

El polinomio caracterfstico de la isometrfa es py(X) = (X —1)(X%2+1) = (X —1)((X —0)2+1?),
con lo que podemos deducir que respecto de alguna base ortonormal la matriz asociada es

1 0 0
0 0 1
0 -1 0

Para obtener esa base ortonormal, calculamos

Vi) =< {(1/v2,1/v2,0)} > y Vg =< {(-1/v2,1/v2,0),(0,0,1)} >
Si ¢ es la rectriccion de ¢ a V&), la matriz de ¢ respecto {(—1/v/2,1/v/2,0),(0,0,1)} es

0 1
-1 0
Lo anterior garantiza que la matriz de ¢ respecto de la base ortonormal de R3

B={(1/V2,1/v2,0),(-1//2,1/4/2,0),(0,0,1)} es la descrita al comienzo.
r—y=20

La isometria ¢ es la rotacién de amplitud % y de eje la recta { 0
z =

e Muestra graficamente cudl es el efecto que produce sobre un vector de R? la isometria de matriz,

respecto base canonica,
cos® —senf 0

senf cosd O
0 0 1

e Sea V =R", U un subespacio no nulo de V y U~ su ortogonal. El endomorfismo ¢ = py — PyL
de V' es una transformacién ortogonal. La matriz asociada a dicha isometria respecto de una
base de R™ con los primeros vectores en U (ortogonales entre si o no) y los demés en U+ es

I, 0
0 _In—r
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donde I, representa la matriz identidad de orden r = dimU, —I,_, la matriz opuesta a la
identidad de orden n — r = dimU~" y los 0's las matrices nulas de tamafios adecuados.

En este caso ¢ recibe el nombre de simetria ortogonal respecto el subespacio U.

Finalmente, y a titulo de ejemplo, vamos a clasificar los tipos de transformaciones ortogonales en
espacios V' de dimensién 3.

Ejemplo 4.4.3
Sea ¢ : V' — V una isometria cualquiera. Como es habitual, denotamos por V() el subespacio de V'
formado por el conjunto de vectores fijos por ¢.

e Si dimV(;) = 3, es inmediato que ¢ = Iy y py(X) = (X —1)°.

e Si Vj3) es un plano vectorial (dimV(j) = 2), se tiene que py(X) = (X —1)*(X +1) y V&) =V

(de dimensién 1). Si B es una base de V, donde los dos primeros vectores son base de V(yy y el
tercero es base de V(Jl-)7 la matriz asociada a ¢ respecto de esa base es

1 0 O
01 0
0 0 -1
Observar que B es ortogonal, pero sus vectores no son necesariamente unitarios. Si se desea que
la bases sea ortonormal no tendremos mas que dividir por su norma a los vectores de B.

En este caso se dice que ¢ es una simetria ortogonal respecto del plano de vectores invariantes.

e Si dimV(y) = 1, V(y) es una recta vectorial, y Vd-) es un plano. La restriccion de ¢ a V(y) es

obviamente la identidad. Puesto que V(3N Vd-) = {0}, la restriccién de ¢ a Vd‘ solo deja fijo el
vector nulo, y en consecuencia tal restriccién es una rotacién distinta de la identidad.

Existe entonces una base ortonormal B = {u1,ug,uz} de V' (u; base de V{y, {ua,uz} base de
V&)) respecto de la cual la matriz asociada a ¢ es

1 0 0
0 cosf® —send
0 senf cosb

con 6 # 0.

Una aplicacion ¢ del tipo anterior o la identidad en V' recibe el nombre de rotacion vectorial

e Consideremos el caso en el que dimV(;) = 0. Puesto que el 1 no es raiz del polinomio caracteristico
de ¢, se tendra que

Ps(X) = (X +1)® 0o pu(X)=(X+1)((X — cosh)? + senf?) con 60,11

De darse la primera circunstancia, ¢ = —Iy (la bisqueda de la base ortonormal es por tanto
innecesaria).

En la segunda, la aplicaciéon restringida a V(fl) es una rotacién p, y podra escribirse como
producto de dos simetrias s1, sy (ver isometrias en espacios de dimensién 2).
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Si B = {u1,u2,u3} es una base ortonormal de V' con u1 € V(_1) y u2,uz € V(fl), la matriz de la
aplicacién es
-1 0 0
M = 0 cosd —senf

0 senf cosfO
con 6 # 0,11.

Obsérvese que

-1 0 0 1 0 0 1 0 O
M = 0 1 0 0 aq bl 0 a9 bQ [1]
0 0 1 0 o di 0 co do
473 bl . . , s 1
donde o 4 )¢S la matriz de la simetria s;, i = 1, 2 respeto de la base {ug,us} de V(,l)- Por
(] 1
tanto las matrices
1 0 O
0 a; bz‘ 1= 1, 2
0 C; dz

representan simetrias en V' (los espacios propios asociados al autovalor 1 son de dimensién 2).

La primera de las matrices de la descomposicién de M en [1] también representa una simetria.
De todo ello se deduce que es este caso ¢ es producto de tres simetrias.

Sucede eso mismo con la aplicacion —Iy?

Quedan pues estudiadas todas las isometrias en un espacio de dimensién 3.

4.5 Espacio Afin

El conjunto R™ ha aparecido con anterioridad en multiples ocasiones, y siempre bajo su estructura de
R-espacio vectorial. En esta seccién y otras posteriores, vamos a trabajar con R"™ desde dos perspectivas
distintas, y de forma conjunta.

Por un lado la ya tratada, V' = R"™ como R-espacio vectorial donde sus elementos reciben el nombre
de vectores y son denotados por v,w,u,---. Por otro, X = R™ como conjunto de puntos, a los que
denotaremos por P,Q, R, - - -.

En cursos anteriores, y para los casos n = 2,3, el alumno se ha familiarizado con conceptos tales
como recta determinada por dos puntos, plano que pasa por un punto y tiene direcciéon dada, - --
Ahora se trata de establecer ciertas relaciones entre puntos, y puntos y vectores, que nos permiten
abordar tales conceptos y deducir las propiedades geométricas més elementales de una forma algo mas
rigurosa. Se trata de "mirar y ver” la geometria de puntos a través del algebra de vectores.

El espacio afin n-dimensional esta constituido por los elementos siguientes. El conjunto de puntos
X =R" y una aplicacién de X x X — V que a cada par de puntos (P, Q) le asocia un vector v = Pb
(también v = Q — P o Q = P + v) verificando las dos propiedades siguientes:

i) VP,Q,Re X, PR=PQ + QR

ii) VP € X, Vv € V, existe un tnico @ € X tal que v = P_Q.

Definicién 4.5.1

El conjunto de puntos X = R" junto una aplicacion como la descrita anteriormente, recibe el nombre
de espacio afin (estandar) asociado a V. Se define dimension del espacio afin como la dimension de
V.
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e Considerando el espacio affn X = R?, y realizando una grafica sencilla, uno puede observar que
sobre cada punto de X, se tiene una copia de V = R2.

Proposicién 4.5.1
Son propiedades inmediatas las siguientes:

1. Para cualquier punto P, el vector PP es el vector nulo.
2. Los vectores P_Q Y Q_P son opuestos entre si.

3. Si P_Q = P’_Q’, entonces PP’ = Q_Q’

4.5.1 Sistemas de referencia y cambio de sistema de referencia

Definicion 4.5.2

1. Se dice que los n+ 1 puntos {Po, P1,--+,P,} de X son un sistema de referencia de X con origen
el punto Py si el conjunto de vectores {Po_Pl, cee Po_Pn} es una base de V.

2. Dado un punto P € X y un sistema de referencia R = {Py, P1,---, Py}, se llaman coordenadas de
P en R a las coordenadas del vector PJP en la base B = {PO_Pl, cee Poﬁn}.

3. El sistema de referencia R. = {Pp; €1, -, €} recibe el nombre de sistema de referencia candnico.

Es inmediato observar que en todo sistema de referencia el origen tiene coordenadas (0, - --,0).
Ademds es conveniente ver que no sélo un sistema de referencia, determina una base, sino que también
dada una base de V' {v1,---,v,}, y un punto Py de X, queda determinado un sistema de referencia.
El sistema en cuestién es {FPy, Py, - -+, P,} donde cada P; es el punto tal que PyP; = v;. Es por ello
que también se llame sistema de referencia al conjunto {Py; Po_Pl, cee Po_Pn}. En algunos textos el
primero es llamado sistema de referencia afin, y el segundo sistema de referencia vectorial, pero aqui
no haremos tal distincién, y nos referiremos a uno u otro segin convenga.

A continuacién vamos a ver la relacién que existe entre las coordenadas de un punto respecto
sistema de referencia distintos, obteniendo lo que se conoce como ecuacién matricial de un cambio de
sistema de referencia.

SiR={Py, P, -, P} y R ={Qo,Q1,--,Qn} son dos sistemas de referencia de X,y P € X
tiene coordenadas (x1,---,xy,) respecto R y coordenadas (y1,---,¥yn) respecto R, jqué relacién hay
entre ambas? . _ _ _

Se tiene que PyP =Y 1" | ;i PyP; y QoP = > 4iQoQ;.

Supuesto que las coordenadas de Py en R’ son (aq,--,ay), y que las coordenadas del vector Pqui
t=1,---,n respecto de la base {QO_Ql, e ,QOZ)n} son (a4, -+, an;), se tiene

n n n n n
QuP = QoPo+ PP = aiQoQi+ Y xiPoPi =Y aiQuQi+ Y (> a;iQQ;) =
i=1 i=1 i=1

i=1  j=1

= aiQoQi+ Y (O wia;)QuQ; = > (ai+ Y wia;)QoQ;
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Puesto que las coordenadas de un vector respecto de una base son tnicas, tenemos que

n
Yi = ai + E T
J=1
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parai=1,---,n. Ese conjunto de relaciones puede expresarse matricialmente de la forma:
Y1 ai aip - Qin L1
S [ N . . e
Yn G, apl -+ Qpp Tn

expresion que recibe el nombre de ecuacién matricial del cambio de sistema de referencia.
Si denotamos por B y B’ las bases determinadas por R y R’ respectivamente, la igualdad anterior
puede leerse como
coord(P) en R’ = coord(Py) en R'+ matriz que expresa B respecto B’ - coord(P) en R

Ejemplo 4.5.1
La relacién descrita por la expresién anterior es tratada también en los siguientes ejemplos.

e En X = R? se considera el sistema de referencia R = {Py(1,2), P1(2,3), Px(1,4)}.

)
Las coordenadas del punto P; en el sistema de refencia R son (1,0). El origen del sistema de
refencia canodnico tiene coordenadas (—1,—2) en R.

Si P es un punto de coordenadas (z,y) segun el sistema candnico, sus coordenadas (2/,y") en el

sistema R vienen dadas por
x -1 1 0 x
()= (%) 2) ()

ya que PoPy = (1,1) y PoP2 = (0,2)

e En X = R? se consideran los sistemas de referencia R = {Py(1,2), P1(2,3), P»(1,4)} y R =
{Qo(1,1), @1(—1,-1),Q2(2,0)}. Elsistema R tiene asociada la base B = {1 = (1,1), PoP» =
(0,2)} y el sistema R’ tiene asociada la base B/ = {QoQ1 = (—2,-2),Q0Q2 = (1,—1)}. Por

_9 _1
tanto la matriz asociada al cambio de base que expresa B en funcién de B’ es 2 _% >

Como QP = (0,1) = —%(QJQl + 2Q0@2), las coordenadas de Py en R’ son (—%, —%)

Se tiene entonces que si un punto P tiene coordenadas (x,y) en funcién del sistema de referencia
R, las coordenadas (z’,3y’) de ese punto en el sistema R’ vendran dadas por

1 1
()= (D6
Yy -3 0 —-1/\y
. Cuadles son las coordenadas en R y R’ del punto P de coordenadas (2,3) en el sistema de
referencia canénico?

4.5.2 Aplicaciones Afines

Este apartado vamos a dedicarlo al estudio de las aplicaciones propias de la estructura afin, las
aplicaciones afines.
1. Definicion y ejemplos

Sea f: X =R"™ — X = R"™ una aplicacién y sea P un punto cualquiera , pero fijo, de X. Esos dos
objetos nos permiten definir la siguiente aplicacion en el espacio vectorial V = R".

¢pp:V=R"5V =R"
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v=PQ — ¢p(v) = f(P)[(Q)

No siempre la aplicaciéon ¢p es lineal, pero nuestro interés estara centrado en el caso en que esa
aplicacién sea lineal. Por un lado las aplicaciones lineales son las especificas de los espacios vectoriales,
pero ademds se tiene la siguiente

Proposicién 4.5.2

En las condiciones anteriores, si ¢p es lineal, entonces ¢r es lineal cualquiera que sea el punto R de
X. Ademds ¢p = ¢R.
Demostraciéon
Basta ver que ¢p(v) = ¢r(v) cualquiera que sea el vector v de V. Sea v = PQ = RS.
¢p(v) = ¢p(PQ) = ¢p(RS) = ¢p(PS — PR) = ¢p(PS) — ¢(PR) =

— — —

= f(P)f(S) = f(P)f(R) = f(R)[(S) = ¢r(RS) = ¢r(v)

Definicién 4.5.3
Sea f: X =R" - X =R" una aplicacion.

1. Sipara la aplicacion anterior existe un punto P para el cudl la aplicacion ¢p : V =R"™ — V = R"
definida como antes es lineal, se dice que f es afin. La aplicacion ¢p = ¢ se denomina aplicacion
lineal asociada a f.

2. Una aplicacion afin se dice que es una transformacion afin si es biyectiva, o equivalentemente,
si la aplicacidn lineal asociada es un isomorfismo.

La proposiciéon anterior nos permite, para conocer si una aplicacion es afin o no, considerar como
origen de cualquier vector el punto Py = (0,0,---,0) y estudiar la linealidad o no de la aplicacién

op, = ¢

Ejemplo 4.5.2
Los siguientes ejemplos muestran algunas aplicaciones afines, y otras que no lo son.

e La aplicacién f: X = R? = X = R? definida por f(z,y) = (5x + 2,2 — y + 2) es afin.
e La aplicacién g : X = R? — X = R? definida por g(x,y) = (522,27 — y + 2) no es afin.
e La aplicacién h : X = R? — X = R? definida por h(x,y) = (5 + 2,5y — 3) es afin.

e La aplicacién k : X = R? — X = R? definida por k(x,y) = (@x - ?y —-2,1+ @m + @y) es
afin.
e La aplicacién [ : X = R? — X = R? definida por I(z,y) = (z — 3,y + 6) es afin.

Obsérvese que en todos los casos, si P’ = (2/,y) es la imagen del punto P = (x,y) entonces se
puede establecer una igualdad del tipo

1] = +
Yy b azr a2 Yy
En la igualdad anterior la matriz (a;;) puede considerarse, en cada caso, la de la aplicacién lineal
asociada respecto de la base candnica.



142 LECCION 4. GEOMETRIA EUCLIDEA

e Sea r la recta afin de ecuacién 2z —y = 3, y sea m la aplicaciéon de X = R? en X = R? definida
por m(P) = P’ donde P’ es el punto de interseccién de la recta r con la recta que pasa por Py
tiene por vector director v = (1,1). Tal aplicacién es afin.

Basta ver que si P = (z,y) y P’ = (2/,y') entonces se tiene una relacién matricial como la
descrita anteriormente, donde la aplicacion lineal asociada estd determinada por la matriz (a;;)

e Sea 7 la recta afin de ecuacién 2z — y = 3, y sea n la aplicacién de X = R? en X = R? definida
por n(P) = P” donde P” estd determinado por la condicién PP” = 2PP’, donde P’ es la imagen
de P por la aplicaciéon m anterior. Un método analogo al senalado para m prueba que n es afin.

Es un buen ejercicio:

- Representar graficamente el efecto que produce sobre distintos puntos cada una de las aplicaciones
anteriores. Asi como el producido, en cada caso, por la aplicacién lineal asociada.

- Determinar el conjunto de puntos fijos (aquellos que coinciden con su imagen) por cada una de
las aplicaciones.

- Establecer la relacién, cuando sea posible, entre el conjunto de puntos fijos por una aplicacién
afin y el conjunto de vectores fijos por su aplicacion lineal asociada.

- Determinar en qué casos la aplicacién afin es una transformacion.

- Elegir entre términos tales como traslaciéon, homotecia, giro, ... aquel que parezca apropiado
asignar a cada una de las aplicaciones afines anteriores.

2. Determinacién de una aplicacién afin

Supongamos que en el espacio afin X = R” hay fijado un sistema de refencia R = {Py, P1,---, Pp},
y que f: X — X es una aplicacién afin de la que conocemos las imagenes por f de los puntos del
sistema de referencia R.

Obsérvese que esto ultimo es equivalente a conocer la imagen por f del punto Py y las imagenes
por ¢ de los vectores de la base B determinada por R: v; = Po_’Pi parat=1,2,--- n, donde ¢ es la
aplicacién lineal asociada a f.

A continuacién lo que vamos a ver es que basta tener cualquiera de esas dos condiciones (equiva-
lentes) para poder determinar la imagen de cualquier punto de X.

Sea P un punto cualquiera de X. Por la definicién de aplicacién lineal asociada a una aplicacion
affn se tiene que f(Py)f(P) = ¢(PoP). Por ello, si (21, -, x,) son las coordenadas de P, (], -- -, 2/,
son las coordenadas de f(P), y (a1, -,a,) son las de f(Py) (todas ellas referidas al sistema de
referencia R) podemos establecer la siguiente igualdad:

/
T al T

= |+ Ms(e)

Ty %) In

denominada ecuacién matricial de la aplicacién afin f respecto del sistema de refencia R.
Es facil comprobar el reciproco de lo aqui visto. Una expresién matricial como la anterior permite
definir una aplicacién afin, y sélo una, en X.

3. Distancia entre puntos. Movimientos

Hasta aqui hemos considerado X = R™ como conjunto de puntos y V = R" como conjunto de
vectores. Hemos establecido una aplicacién de X x X en V que define a X como espacio afin con
V' como espacio vectorial asociado. También se ha viso que el concepto de aplicacion afin en X estd
ligado al de endomorfismo en V.

Ademaés en V tenemos un producto escalar que nos permite definir norma de un vector, concepto
que vamos a emplear para definir distancia entre dos puntos de X.
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Definicion 4.5.4
Dados dos puntos P,Q € X, se define distancia de P a QQ como el nimero d(P,Q) = |PQ||.

Observar que la distancia es una aplicacién d : X x X — R

Proposicién 4.5.3
Algunas de las propiedades de la distancia son las siguientes. Sean P,Q, R € X puntos cualesquiera,
se verifica

1. d(P,Q) >0, d(P,Q) = d(Q, P)
2. dP,Q)=0sP=Q
3. d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R)

La prueba de las propiedades anteriores se deduce de forma inmediata de las relativas a la norma.

Definicion 4.5.5
El espacio afin X = R"™ junto con la distancia definida anteriormente recibe el nombre de espacio afin
euclideo (estandar).

En el espacio afin euclideo X = R"™ se consideran aquellas aplicaciones afines que son biyectivas
(transformaciones afines). Entre dichas aplicaciones vamos a seleccionar aquellas que conservan las
distancias, para después realizar un estudio algo méas detallado de las mismas.

Definiciéon 4.5.6

1. Una transformacion afin f se dice que conserva las distancias si VP,Q,€ X se verifica que

d(f(P), f(Q)) = d(P,Q).

2. Una transformacion afin que conserva las distancias se dice que es un movimiento.

Recordemos que decir que una aplicacién afin es transformacién afin es equivalente a decir que la
aplicacién lineal asociada es un isomorfismo. En la siguiente proposicion se ve la relacién entre
”conservar distancias” y ”conservar normas”.

Proposicién 4.5.4
Sea f: X =R" - X = R” una transformacion afin, y sea F :' V =R"* — V = R" el isomorfismo
asociado a f. Se verifica:

[ es movimiento si y sélo si F es isometria

Demostracion
Supongamos que f es un movimiento, y sea v = P(Q un vector cualquiera de V con P,Q € X. La
siguiente cadena de igualdades prueba que ¢ es una isometria.

lo = 1PQ] = d(P,Q) = d(f(P), (@) = IF(P)F(@)] = [$(PQ)]| = [ ¢(v)]

Supongamos que ¢ es isometria, y que P, son puntos cualesquiera de X. Veamos que f conserva las
distancias.

d(f(P), (@) = I/ (P) @) = l6(PQ)|| = IPQ]| = d(P, Q)
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Una ultima observacion antes de pasar a estudiar algunas aplicaciones afines particulares. En la
definiciéon de movimiento se exige que la aplicacion sea biyectiva, condicién innecesaria puesto que el
hecho de conservar distancias conduce a la biyectividad, como se senala en uno de los ejercicios de
este capitulo. Soélo un planteamiento mas comodo desde el principio nos ha llevado a establecer la
definicién en esos términos.

Es un ejercicio sencillo el probar que por un movimiento m rectas se transforman en rectas, una
circunferencia de centro C' se trasnforma en una circunferencia de centro m(C), - -

4.6 Estudio de algunas aplicaciones afines particulares

4.6.1 Proyecciones

Sea Y un subespacio afin de X = R"™ de direccién W (Y). Denotemos por S un subespacio de V' = R”
tal que V=Sa W(Y).

Si M es un punto cualquiera de X, y M + .5 es el subespacio afin que pasa por M y tiene direcciéon
S, se verifica que la interseccién de los subespacios Y y M + S es no vacia y se reduce a un punto:

Si ) es un punto cualquiera de Y, el vector QM se escribe de forma unica como QM =s54w
con s € S, w e W(Y). Por tanto existe un tnico punto M’ € Y tal que w = QM’, deduciéndose que
s=MMeSyM eM+S. Como M es tmico en Y con esa condicién, {M'} =Y N (M + S).

Respetando la notacién anterior, y teniendo en cuenta las consideraciones previas, definimos la
aplicacién

py,s - X —X

M — M’

Proposicién 4.6.1

La aplicacion ¢pr : V —> V que a cada vector v = MN le asocia el vector v/ = M'N’ (M' = py.s(M),
N’ = py,g(N)) coincide con la proyeccion vectorial de base W(Y') y direccion S. La aplicacion py.g :
X — X es por tanto afin, cuya aplicacion lineal asociada es py (v, s

Demostracion

Sea Q un punto cualquiera (ﬁJO) de Y. Los vectores QM’ y QN’ estdn en W (Y ) puesto que
M’ N’ €Y, y los vectores_ M'M y N'N pertenecen a S. Como QM QM + M'M y QN =

QN+ N'N, se tiene que QM' = py(v) s(QM) y QN' = pyy(y 5 (QN).
$(MN) = M'N' = QN' — QM’ = pW(Y),S(Q_jV) PW(Y),S $(QMM) =
= pw(v),s(QN — QM) = py () s(MN)

Definicién 4.6.1
La aplicacion afin py,s recibe el nombre de proyeccion (afin) de base Y en la direccion S.

Observar que la proyeccion anterior deja fijos los puntos de la base, esto es si M € Y entonces
py,s(M) = M. Como hay puntos fuera de Y que también tienen por imagen M, se puede afirmar
que py,s no es una transformacién, y tampoco movimiento, puesto que no es inyectiva. Ademés

2
Py s = Pv,s-
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Ejemplo 4.6.1
En X = R? se considera el subespacio afin Y = {(x,y) € X/x + 2y = 1}. Se tiene entonces que
W(Y) =< (-2,1) >, y consideramos como subespacio S =< (1,1) >. ;Cudl es la imagen del punto
M(7,0) por py,s?

La recta que pasa por M y tiene la direccion de S es la de ecuacion x — y = 7. La interseccién de
dicha recta con Y es el punto M’(5,—2). Tal punto es la imagen de M.

4.6.2 Simetrias

Como en el caso de las proyecciones, Y es un subespacio afin de X, S un subespacio suplementario a
W(Y), ---. Definimos la siguiente aplicacién

8y7s:X—>X

M — M”
donde M” es el punto de X tal que MM” = 2M M’ siendo M’ = py,s(M)

Proposicién 4.6.2

La aplicacion ¢pr : V. —> V que a cada vector v = MN le asocia el vector v’ = M7 N” (M’ =
sy,s(M), N” = sy,s(N)) coincide con el endomorfismo de V py (vy.s — ps,w(y)- La aplicacion sy,s :
X — X es por tanto afin, cuya aplicacion lineal asociada es el endomorfismo senalado anteriormente.

La prueba de esta proposicién esta basada en la siguiente cadena de igualdades. La justificacién
de los pasos intermedios se deja como ejercicio.

d(MN)=M"N> =M M + MN + NN” = MN + 2(NN' — MM') = MN + 2(NM — N'M’) =
= NM +2M'N' = =MN + 2py(v) s(MN) = 2pw(v),s — Ier)(MN) = (pw(v),s — Pswv)) (MN)

Definicion 4.6.2
La aplicacion afin sy,s recibe el nombre de simetria (afin) de base Y en la direccion S.

Observar que:

- La simetria anterior deja fijos los puntos de la base, esto es si M € Y entonces sy, s(M) = M.
Perosi M €Y, sy s(M) &Y.

- s%? g = Ix, como puede probarse facilmente.

- La igualdad anterior ya es suficiente para garantizar que la simetria es biyectiva. Otra forma de
justificarlo es viendo que la aplicacién lineal asociada a la simetria es un isomorfismo, por tanto la
simetria (afin) es una transformacion, que en general no es movimiento.

- En el caso en que una simetria afin tenga como base una variedad afin cuya direccién sea
perpendicular a la direccién de la simetria, es un movimiento.

Recuérdese que en la primera seccién de este capitulo se ha probado que si U es un subespacio
de V, la aplicaciéon py — pyyo es una isometria (py proyeccién vectorial de base U y direccién U Ly
andlogo para py1).

En el caso que nos ocupa, haciendo U = W(Y) y S = U+ = W(Y)*, obtenemos que la aplicacién
vectorial asociada a la simetria afin sy y(yy1 es una isometria, lo que equivale a que Sy, (yy1 conserve
las distancias. En esta situacién:
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Definicion 4.6.3
La simetria afin Sy,w(y)L recibe el nombre de simetria ortogonal del espacio afin X. Como la variedad

afin’ Y determina W(Y) y W(Y)*, dicho movimiento se denota por sy.

Ejemplo 4.6.2

En X = R? se considera el subespacio afin Y = {(z,y) € X/x + 2y = 1}. Se tiene entonces que
W(Y) =< (—2,1) >, y consideramos como subespacio S =< (1,1) >. La imagen del punto M (7,0)
por py,s es M'(5,—2), por tanto la imagen de M por sy,g es M”(3,—4). ;Cudl es la imagen de M
por la simetria ortogonal sy ?

4.6.3 Traslaciones

En este apartado vamos a mostrar cémo cada vector (fijo) v de V' = R™ determina una aplicacién
en el espacio afin X = R"™ que "mueve” cada punto de X, en la direcciéon y sentido que indica v, la
longitud dada por su médulo.

Dado pues un vector v € V, se define ¢, : X — X como la aplicacién que a cada punto P le asigna
el punto P’ tal que PP’ = v.

Definicién 4.6.4
La aplicacion t, anterior recibe el nombre de traslacion de vector v.

Proposicién 4.6.3
En relacion a las traslaciones se tienen las siguientes propiedades.

1. Toda traslacion es un movimiento.

2. La traslacion tg es la aplicacién identidad, y cualquier otra traslacion t, con v # 0 no deja
puntos fijos.

3. El vector de una traslacion queda determinado por un punto y su imagen.

4. Una aplicacion afin definida en X es una traslacion si y solo si la aplicacion lineal asociada es
la identidad en V.

Demostraciéon

Si @Q € X es un punto cualquiera, denotaremos Q' = t,(Q).

Sea P un punto fijo de X, y deﬁnlmos la aplicaciéon qﬁp V R® -V =R" que a cada vector
w = PQ le asocia el vector w' = P’Q’ Puesto que v = PP = QQ’ se tiene que w = PQ P’Q’ =
y por tanto que ¢p = Iy,. Si tenemos en cuenta toda la informacion que este hecho nos proporciona,
podemos concluir que t, es afin, es biyectiva y conserva distancias, es decir, es movimiento.

Los puntos segundo y tercero son inmediatos, y una de las implicaciones del ultimo de los apartados
esta probado al probar el punto 1. Vedmos por ultimo que una aplicacién afin f cuya aplicacion lineal
asociada sea la identidad es una traslacion.

Si la ecuacién matricial de f respecto el sistema de referencia candnico es

aq I

an Tn

_~

X

L e

n



4.6. ESTUDIO DE ALGUNAS APLICACIONES AFINES PARTICULARES 147

el vector definido por un punto cualquiera Py su imagen P’ = f(P) tiene coordenadas (respecto base
canénica) (¢} —x1,---,2), —x,) = (a1, -+, a,). Si consideramos entonces la traslacién ¢,, donde v es
el vector de coordenadas (ay,---,ay), dicha traslacién actia sobre P en la misma forma que lo hace
f,esdecir f =t,.

Ejemplo 4.6.3

e Si r es una recta afin cuya direccién viene determinada por el vector v, se tiene que t,(r) = r.
Si 7 es una recta cuya direccién es independiente de v, t,(r) es una recta distinta de r pero de
su misma direccion.

Por una traslaciéon una recta se transforma entonces en una recta paralela a ella.

e Sien X = R? consideramos la traslacién de vector v(2, —1), la recta r de ecuacién z — 2y = 1 se
trasforma en la recta r’ de ecuacién x — 2y = 5.

e Obsérvese que la composicién de dos traslaciones es otra traslacién de vector la suma de los
vectores, lo que garantiza a su vez que la composicién de traslaciones es conmutativa: t, ot,, =
bty = tytw = tw O Ly.

También es consecuencia de lo anterior que t; ! =1_,.

. Puedes realizar una grafica que ilustre lo que sucede cuando se realiza la composiciéon de dos
traslaciones?

4.6.4 Homotecias

En este punto se trata el estudio de un tipo de afinidades biyectivas que no conservando las distancias
conservan la ”forma”. Las homotecias son transformaciones que conservan los angulos y la razén entre
longitudes.

Definicion 4.6.5
Sea C' un punto fijo de X = R" y o # 0 un ndmero real cualquiera. Se llama homotecia de centro C
y razon o, que representamos por hco, a la aplicacion

hqa X =X
Cc—-C
P+£C— P
siendo P’ el punto tal que CP' = aCP.

Si consideramos la aplicaciéon ¢¢ : V = R"™ — V = R"” que a cada vector v = C'P le asocia el vector
v/ = CP" donde P’ = h¢o(P) (C = heo(C)), se tiene que ¢c(v) =v' = aw. Por tanto ¢ = a - Ign,
que es lineal. Como consecuencia se tiene la siguiente proposicién

Proposicién 4.6.4
La homotecia hc o es una aplicacion afin.

Proposicién 4.6.5
En las condiciones de la definicion anterior, se verifica

1. hc, es biyectiva.
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2. hco conserva las distancias si y sélo si « = £1. Si la razén es 1, la homotecia es la aplicacion
identidad (y reciprocamente).

3. Por una homotecia distinta de la identidad, el unico punto fijo que resulta es el centro de la
homotecia.

4. Si f es una aplicacion afin definida en X = R™ cuya aplicacion lineal asociada es ally—gn
con o # 0,1, f es entonces una homotecia de razén o y de centro el punto C de coordenadas
(12,---,7™), siendo (a1,---,a,) las coordenadas del punto imagen del origen del sistema de
referencia.

5. La composicion de dos homotecias es una homotecia o una traslacion, y la composicion de una
traslacion con una homotecia (no identidad) es una homotecia.

La demostracion de la mayor parte de estas propiedades se deja como ejercicio. El cuarto de los puntos
puede abordarse a través de la ecuaciéon matricial de f, viendo que C es un punto fijo por f y que si
P’ es la imagen de P por f entonces CP’ = aCP. Por ltimo mencionar que la prueba del dltimo de
los puntos es inmediato si se acude a las matrices de las aplicaciones lineales que las caracterizan.

Ejemplo 4.6.4
En el plano afin X = R? se consideran las homotecias he 5y hes con C (1,—2). Es fécil comprobar
) 1)

que si P(3,2), la imagen de P por la primera de las homotecias es un punto cuyas coordenadas no son
enteras. ;Podrias realizar una representacién grafica de lo que sucede? El punto P’ = h, 3 (P) tiene
2

coordenadas enteras y son (4,4).
(Podrias decir para qué valores de « el transformado de P(3,2) por hc , tiene coordenadas enteras?

4.6.5 Giros en X = R?

La mayor complejidad del estudio de los giros desaconseja, en parte, su tratamiento en el caso general.
Debido a esto se ha optado por el estudio de los mismos en el espacio afin de dimensién 2.

Sea f: X = R?> - X = R? la aplicacién afin que viene dada por la ecuacién matricial siguiente
(respecto del sistema de referencia candnico).

2\ _ [a n cosh) —senf x
y ) \b senf  cosf y
con 0 < 0 < 2II
Respecto de f podemos decir que

1. Es movimiento, puesto que la aplicacién lineal asociada a f tiene como matriz, respecto de una
base ortonormal, una matriz ortogonal, lo que garantiza que tal aplicacién lineal sea isometria.

2. El conjunto de puntos fijos por f se determina resolviendo el sistema
1 — cosf sent z\ [a
—senf 1 — cosf y) \b
Dicho sistema tiene solucién tunica si (y sélo si) la matriz que lo define es de rango 2.

1 — cosf senf - 9 9
rango( send 1_6089>—2<:>(1—6089) + sen“f # 0 —

<= 2 —2cos0 # 0 <= cost # 1 <= 0 # 2kl

Como inicialmente 0 < § < 211, f deja un tinico punto fijo que vamos a denotar por C.
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Definicion 4.6.6
La aplicacion f definida por la ecuacion matricial anterior recibe el nombre de giro de centro C vy
amplitud 6, y es denotada por gcg.

Ejemplo 4.6.5

e Supuesto fijado el sistema de referencia canénico, si en X = R? se considera el giro de centro
C(1,-2) y amplitud %, la imagen P’(2’,y') de un punto P(z,y) vendré determinada por una

ecuacién del tipo
x (), i —@ T
Y b o1 y)’

donde (a,b), recordemos, son las coordenadas del punto imagen de O(0,0) por el giro. El hecho
de conocer que el punto (1,—2) es un punto fijo nos permite hallar dichos valores a y b.

a (1- % @ 1 _ 71_3\/3
b)) T\ s 1)\ o) T 2os
2 2 2

® Sigce v 9gp,s son dos giros, la composicén gep o gp,s es otro giro o una traslacién, puesto que
la aplicacién lineal asociada a tal composicién es

cos(0+¢) —sen(@+¢)\ [ cosp —senp
sen(0 +¢) cos(@+¢) ) \senp cosp
verificando 8 4+ ¢ = p + 211 con 0 < p < 211
Si la matriz anterior no es la identidad (caso p # 0) la composicién es un giro, en el otro caso la
composicién es una traslacion.
e Sity g son respectivamente una traslacién y un giro en R?, la composicién to g es un giro puesto
que la matriz de la aplicacion lineal asociada coincide con la de g, por ser la de ¢ la identidad.

Teniendo esto en cuenta se deja como ejercicio determinar el centro y la amplitud del giro t o g

donde:
- t es la traslacién en que el punto (6,0) es la imagen del punto (0,0) y
- g es el giro de centro (0,0) en que (0,2) es la imagen de (2,0).

LEl giro anterior coincide con g o t?

Resumiendo, las afinidades que hemos estudiado en X = R"” son

No biyectivas: Proyecciones (Ortogonales / No ortogonales)
Simetrias no ortogonales

Homotecias
Transformaciones Simetrias ortogonales
Movimientos Traslaciones

Giros ( estudiados para n=2)

No conservan distancias {
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4.7 Cobnicas y Cuadricas

4.7.1 CoOnicas

En el plano afin se llama cdnica al lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas (respecto sistema
de referencia candnico) (1, z2) verifican una ecuacién del tipo

CLH:L'% + 2a19x129 + GQQI‘% + 2b1x1 + 2boxs +¢c =0 [1]

para ciertos ntimeros reales a;j, by, c tales que a11,a12, aze no son simultdneamente los tres nulos.
La ecuacion anterior se expresa matricialmente:

c b b 1
(1 X1 1132) b1 allp ai2 1 =0
bQ a2 a99 D)

El conjunto de puntos de coordenadas (z1,x2) que verifica la ecuacién [1] es el mismo que el que
verifica la ecuacién

a(allmf + 2a19x129 + CLQQ:U% + 2b1x1 + 2byxo + C) =0 [2]

cuando a # 0, que escrita de forma matricial:

C b1 bQ 1
( 1 r1T X9 ) [0 b1 all a2 T =0
by a1z a T2

Esto es, las ecuaciones [1], [2] definen una misma cénica, lo que justifica la siguiente definicion.

Definicion 4.7.1

& b1 bg
Se llama matriz de la conica definida por la ecuacion [1] a la matriz M = | by a1 a2 0 a
by a2 a
ail a2

cualquiera de sus proporcionales: aM con o # 0. La matriz no nula A = ( se llamard

aiz a2
matriz de los términos cuadrdticos.

- . . g2 2
e La coénica de ecuacién 5x2 + 9y? — 45 = 0, coincide con la de ecuacién o7+ (\yfT)Q =1, que es la

ecuacién reducida de la elipse centrada en el punto (0,0) y de semiejes 3 y /5.
El lugar geométrico de los puntos de coordenadas (z,y) (‘en el canénico) que verifican la ecuacién

522 — 93?2 — 45 = 0 es una hipérbola. La ecuacién y? = 5z define una parabola.

e Pero no son tnicamente cénicas las elipses, hiperbdlas y parabolas. También lo son las siguientes,
donde las ecuaciones las suponemos siempre referidas al sistema canodnico:

- La ecuacién 22 — y? = 0 tiene como solucién la pareja de rectas y = x, y = —z (par de rectas
concurrentes).
- La cénica de ecuacién x? — 4 = 0 estd constituida por los puntos de las rectas ¢t =2y = —2

(par de rectas paralelas).
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- La ecuacién 22 = 0 tiene como solucién al conjunto de puntos de la recta = 0 contados dos
veces (recta doble o par de rectas coincidentes).

- La ecuacién 22 +4 = 0 no tiene solucién real. Se dice que la cénica definida por dicha ecuacién
es el conjunto vacio o ”el par de rectas imaginarias” (y paralelas) z = +2i

- Cuando se considera la ecuacién z2 + y? = 0, el conjunto solucién real es el punto (0,0) pero
también se dice que la cénica resultante es formado por las ”rectas imaginarias” (y secantes en
el (0,0)) de ecuaciones y = +iz

e Consideremos la cénica de ecuacién x? 4+ y? + 1 = 0 (en el sistema de referencia canénico). Por
tratarse del conjunto vacio, lo méas comiin serfa decir que coincide con la de ecuacién z2 +4 = 0.
Ahora bien, si esta 1ltima coénica la interpretamos como el par de "rectas imaginarias” x = 424,

”puntos imaginarios” que estan en esas “rectas” no satisfacen

la ecuacién de la primera cénica. El "punto” (2i,1) satisface la ecuacién 22 + 4 = 0, pero no

22 +y?+1 = 0. El "punto” (2i,/3) satisface ambas ecuaciones. Después de ver que el ”conjunto

solucién de puntos imaginarios” para ambas ecuaciones no es el mismo, costaria méas afirmar que

ambas conicas son iguales.

podemos observar que algunos ’

Podemos observar también que las matrices que definen dichas cénicas

4 0 0
0 1 0
0 0 1

o O O
o = O

1
y 0
0

no son proporcionales. Tampoco tienen el mismo rango, ni la misma signatura (conceptos ligados
a cierta clasificacién de las matrices simétricas).

De todo lo anterior uno puede admitir que en el plano afin, y respecto del sistema de referencia
canoénico, una conica queda caracterizada por cualquiera de las matrices simétricas aM, siendo o # 0

YM:<L; i),detamaﬁonB,dondeA:<ZE Z;i)yB:(bl by ). Por tanto

Definicion 4.7.2
Se dice que dos conicas son iguales si y solo si sus matrices (en el mismo sistema de referencia) son
proporcionales.

Supongamos que se tiene una cénica de ecuacién [1] respecto del sistema de referencia canénico, que
matricialmente la expresamos por

(1 X)M<;t>:0 (1] , donde X =(z1 z2) vy M:<E§t i)

con ¢, B, A las matrices descritas anteriormente. Si se adopta un nuevo sistema de referencia R’ donde
las coordenadas de un punto las denotamos por (z, %) se tiene la relacién

/
X1 _ C1 Ty 3
(2)-(2)re() ®
donde C' = (¢1,c2) son las coordenadas del nuevo origen, y @ la matriz del cambio de base (sus
columnas expresan la base nueva en funcién de la candnica). La ecuacién [3] puede escribirse:

(1 Xt):Q*<)§/t) (37 con Q*:<cl*t g)
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Obsérvese que el hecho de que @ sea regular garantiza que lo sea Q* Entonces, en la nueva referencia,

T . d B
la cénica tiene por matriz M’ = Q**MQ* = (B’t o
sustituyendo [3'] en [1’]. De donde se deduce que M y M’ son congruentes. Por tanto poseen el mismo
rango y, al ser simétricas, la misma signatura. También los determinantes tienen el mismo signo:
det(M') = (det(Q*))2det(M) y (det(Q*))? > 0 Lo mismo sucede para Ay A’.

Todo lo visto hasta aqui justifica en parte, que una matriz cualquiera asociada a una conica
(respecto del sistema de referencia que sea) determine completamente dicha cénica.

> siendo A’ = Q' AQ como puede comprobarse

En el siguiente cuadro se plasma la clasificaciéon general de las cénicas. En él, M es la matriz de
la cénica y A es su matriz de términos cuadraticos (en un sistema de referencia dado).

Caso 1.- det(A) > 0, CONICA DE TIPO ELIPTICO

o det(M) #0y sig(M) =3 o sig(M) = 0: elipse imaginaria

o det(M) #0y sig(M) =2 o sig(M) = 1: elipse real

e det(M) = 0: un punto (dos rectas imaginarias que se cortan en el punto)

e det(M) # 0: hipérbola

o det(M : dos rectas (reales) concurrentes

(

) #

) #

) =

Caso 2.- det(A) < 0, CONICA DE TIPO HIPERBOLICO

)

) =

Caso 3.- det(A) = 0, CONICA DE TIPO PARABOLICO
)

o det(M) # 0: pardbola

e det(M) = 0: dos rectas paralelas (coincidentes si rg(M) = 1, distintas si rg(M) =2y sig(M) =
1, imaginarias si rg(M) = 2 y sig(M) = 2,0)

Para justificar la tabla anterior procedemos como sigue:
Vamos a considerar el sistema de ecuaciones (.5):

(an a12) (M) _ <_b1)

a1z ax ) \ he —by )’

y partiendo del conjunto de soluciones que tenga dicho sistema vamos a realizar el estudio completo
de las cénicas.

1. El sistema (S) tiene solucién tnica si y sélo si det(A) # 0

Supongamos que se tiene esta situacién, y que (hi, ha) es la solucién de dicho sistema. En este
caso el punto de coordenadas (hi, ha) recibe el nombre de centro de la cénica.

Consideramos el sistema de referencia R’ constituido por el punto Py de coordenadas (h1, ha)
en el sistema de referencia de partida, y la base del mismo sistema de referencia. Con esto la
matriz del cambio del sistema de referencia es
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y la matriz M’ asociada a la cénica es

d 0 0
M = Q*tMQ* =10 a1 ae
0 a2 a2

siendo d = ¢ + bihy + baha. Sea T una matrix 2 x 2 regular tal que A’ = T'AT = (g 2)

(diagonal). Denotemos por R” el sistema de referencia con origen el punto Py y base {v1,va},
donde v; tiene por coordenadas en la base de R’ las de la columna i-ésima de ). La matriz de
la cénica en el sistema R” es

d
M’? — T*tM/T* — 0
0

o Q0 o
= O O

donde T* es la matriz 3 x 3 del cambio del sistema de referencia de R a R”: T* = <(1] ;)

Teniendo en cuenta lo anterior:

1.1. det(A) > 0 si y sblo si a y (B son simultdneamente positivos, o simultdneamente negativos,
y en esta situacion:

e Sid =0, lo que equivale a que det(M) = 0, la ecuacién de la cénica en el dltimo sistema
de referencia es ax? + By? = 0 que sélo tiene una solucién. Por tanto en este caso la cénica,
se reduce a un punto (dos rectas imaginarias secantes en ese punto).

e Sid> 0, entonces det(M) # 0, y sig(M) =3 si a,3 >0 o bien sig(M) =1sia,B <0.
- Si sig(M) = 3, la ecuacién de la cénica en el tiltimo sistema de referencia es ax?+py% +d =
0 con todos los coeficientes estrictamentes positivos, por tanto dicha ecuaciéon no tiene
solucion: elipse imaginaria.
- Si sig(M) = 1, la ecuacién de la cénica en el tltimo sistema de referencia puede expresarse
como (—a)x? + (—f)y? = d, correspondiente a una elipse (real).

e Sid <0, entonces det(M) # 0,y sig(M) =2si o, >0 o bien sig(M) =0si a, 3 <0.
- Si sig(M) = 2, la ecuacién es equivalente a la del caso d > 0, sig(M) = 1: elipse.

- Si sig(M) = 0, la situacién es andloga a la de sig(M) = 3: elipse imaginaria.
1.2. det(A) < 0 siy s6lo si 'y B son de signos opuestos. Supongamos que o > 0y 3 < 0.
e Sid =0, lo que equivale a que det(M) = 0, la ecuacién de la cénica en el tltimo sistema de
referencia es az? 4+ By? = 0 que tiene como solucién al par de rectas y = +, /—%1‘, reales

y concurrentes.

e Sid# 0, lo que equivale a que det(M) # 0, la ecuacién de la conica es la de una hipérbola.

Los otros dos casos que aparecen, en los que el sistema (S) o tiene infinitas soluciones, o no tiene
solucion, aportan las conicas que no tienen centro.

2. El sistema (S) tiene infinitas soluciones si y sélo si rango(A) = rango(Alb;) = 1. En este caso
por tanto det(A) = 0.

3. El sistema (S) no tiene solucién si y sélo si rango(A) = 1 y rango(A|b;) = 2. También aqui
det(A) = 0.
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e Se considera la conica que, respecto del sistema de referencia candnico, tiene por ecuacién
112 4+ 4zy + 14y + 42 — 8y —20 =0

Vamos a ver si es una cénica con centro o sin centro, cual es su ecuacién reducida, las ecuaciones
de sus ejes en el caso de tenerlos, ---.

— La ecuacion de la cénica escrita matricialmente es

-20 2 -4 1
(1 =z y)| 2 11 2 z | =0
-4 2 14 Y

Utilizando la notacién manejada anteriormente, se tiene que

0 9 20 2 -4
c=-20, B=(2 —4), A:<2 14>, M= 2 11 2
4 2 14

— Como rango de A es 2, la cénica es una cénica con centro, pues el sistema que planteamos
a continuacién tiene solucién y es tnica.

(2 ) ()= ()

— La solucién de ese sistema es el centro de la cénica: Py = (—2, &).

T 25725
Una base respecto de la cual la matriz de términos cuadraticos de la conica es diagonal es
{e1,2e1 — 1leq}:

;i (10 1 2\/1 2\ (11 0
A_TAT_(z —11)\2 14)\0o —-11) 0o 11-150
8

Si en el plano afin se considera el sistema de referencia R = {Py = (—m,%);v1 =
(1,0),v2 = (2,—11)}, la matriz de la cénica respecto de este nuevo sistema de referen-
cia es (manteniendo la notacién de la parte tedrica):

_54 0
25
M77 — T*tM/T* — T*tQ*tMQ*T* — 0 11 0
0 0 1650

donde Q*T™* es la matriz del cambio de sistema de referencia (Q* cambia el centro del
sistema, 7™ cambia la base).

1 0 0 1 0 O 1 0 O

ke 6 _ 6
QT ={ -3 L 0J{0 1 2 J=|-g 1 2
£ 01/ \o o0 -1 £ 0 -1

La ecuacién de la cénica en el nuevo sistema es por tanto 1122 + 165072 — %
también se escribe

=0, que
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Siun punto P de la cénica tiene coordenadas (x, y) respecto el sistema de referencia canénico
y coordenadas (z/,y’) respecto R, se tiene la siguiente relacién (como se ha visto més arriba)

() -(£)+6 20 0)

6 2 8 1 8
! __ e = . I _

Esto es,

— Si la diagonalizacién de A se hubiese realizado a partir de la base ortonormal B = {v; =
4.(2,-1),v3 = 1(1,2)} tendrfamos

V5 VB
10 0
Al =TiIAT, = ( 0 15)

siendo T3 la matriz cuyas columnas son los vectores de B. Los elementos 15 y 10 de la
diagonal principal de A} son los autovalores de A.

Cuando en el plano se considera el sistema de refencia ortonormal Ry = {FPp;v1,v2}, la
matriz de la conica es

544
-% 0 0
M’ = 0 10 0
0 0 15
y su ecuacién por tanto
1022 + 1557 — 22 _
1 Y1 o5
2 2
que también se escribe —=L YL__ — 1 Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion
552 (V352

reducida de la conica. Se llaman ejes de la cénica a las rectas perpendiculares que pasan
por el centro de la cénica y tienen las direcciones de los vectores de la base ortonormal
de autovectores de la matriz A. En este caso concreto son ejes de la elipse las rectas de
ecuaciones paramétricas siguientes:

—_6 4, 1 —__6 4, 2
. T = 825+2\/50‘ - T = 825+1\/50‘

Los ejes de la elipse (o en general de una cénica con centro) son ejes de simetria de la

misma.
Los valores a = % yb= \/% reciben el nombre de longitudinales de los semiejes. El

valor ¢ > 0 que verifica a® = b? + ¢? se llama semidistancia focal y el cociente < recibe el

nombre de excentricidad de la elipse. Los puntos que en el sistema de referencia R tienen
coordenadas (%c¢,0) reciben el nombre de focos de la elipse.

4.7.2 Cudadricas

En el espacio afin tridimensional se llama cuddrica al lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas
(respecto sistema de referencia canénico) (x1,x2,x3) verifican una ecuacién del tipo

a11$% + a22$% + CL33:C§ + 2a19T122 + 2a1371x3 + 20932273 + 2b121 + 2box9 4+ 2b323 + =0 1]
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para ciertos numeros reales a;;, by, ¢ tales que los a;; no son simultdneamente todos nulos.
La ecuacién anterior se expresa matricialmente:

C bl bg bg 1
b1 a a a T
(1 21 xp a3) |00 @1 @12 a1 (N I
ba a2 az as3 i)
bs a1z a3 as3 x3

El conjunto de puntos de coordenadas (z1,x2,z3) que verifica la ecuacién [1] es el mismo que el que
verifica la ecuacion

a(anx% + GQQ.T% + (1331’% + 2a19x122 + 20132123 + 2a93x9x3 + 2b1x1 + 2boxe + 2b3x3 + C) =0 [2]

cuando « # 0, que escrita de forma matricial:

& b1 b2 bg 1
b1 a a a T
(1 @1 xp ag)a |l om0 @2 13 (N
by a2 a2 a3 T2
b3 a13 a3 ass x3

Definicion 4.7.3

C bl b2 bg

. L . ., ) by a a a

Se llama matriz de la cuddrica definida por la ecuacion [1] a la matriz M = R B
by a1z az a3

b3 aiz a3 ass

ai; a2 a3

a cualquiera de sus proporcionales: oM con o # 0. La matriz no nula A = | a2 asa ag3 | recibe

a13 a3 ass3

el nombre de matriz de los términos cuadrdticos de la cuddrica.

Un tratamiento similar al realizado para las cénicas nos permitiria decir que cuando se realiza un
cambio de sistema de referencia en el espacio afin:

1. La matriz M’ asociada a la cuddrica respecto de ese nuevo sistema de referencia es equivalente a
la matriz M. El mismo resultado se obtiene respecto de las matrices de los términos cuadraticos.

2. Es consecuencia de lo anterior que los rangos de M y M’ son iguales asi como sus signa-turas.
Lo mismo sucede cuando se consideran las matrices de términos cuadraticos.

3. Los determinantes de M y M’ tienen el mismo signo. También este resultado es cierto para las
matrices Ay A'.

En el siguiente cuadro se resume la clasificacién de las cuddricas. En él, M es la matriz de la
cuddrica y A es su submatriz de los términos cuadraticos (en un sistema de referencia cualquiera). En
las expresiones del tipo tipo s(X) = (p,q), donde X=A 6 M y p y ¢ valores enteros debe tenerse en
cuenta que p se corresponde con la cantidad de valores propios estrictamente positivos de la matriz
correspondiente y ¢ con la cantidad de valores propios estrictamente negativos. En el cuadro no apare-
cen los casos en los que la cuddrica es un par de planos (paralelos, secantes, ...) porque complican en
exceso la clasificacion y ademds pueden resultar de menor interés. Sélo al final aparece un ejemplo
que muestra uno de esos casos.

Caso 1.- rango(M) = 4, Cuddricas ordinarias o no degeneradas



4.7. CONICAS Y CUADRICAS

157

, ELIPSOIDE IMAGINARIO

, ELIPSOIDE REAL

, HIPERBOLOIDE ELIPTICO

, HIPERBOLOIDE HIPERBOLICO

,0), PARABOLOIDE ELIPTICO

e rango(A) = 3, cuddricas con centro
1. s(M)=(4,0) y s(A)=(3,0)
2. s(M)=(3,1) y s(A)=(3,0)
3. s(M)=(3,1) y s(A)=(2,1)
4. s(M)=(2,2) y s(A)=(2,1)

e rango(A) = 2, cuddricas sin centro
1. s(M)=(3,1) y s(A)=(2
2. s(M)=(2,2) y s(A)=(1

,1), PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Caso 2.- rango(M) = 3, Cuddricas con un punto singular

e rango(A) = 3, conos

s(M)=(3,0) y s(A)=(3,0
s(M)=(2,1) y s(A)=(2

e rango(A) = 2, cilindros

La cuddrica de ecuacién: 22 + y?

En este caso det(M

s(M)=(3,0) y s(A)=(
s(M)=(2,1) y s(A)=(
s(M)=(2,1) y s(A)=(
s(M)=(2,1) y s(A)=(

), CONO IMAGINARIO (con vértice real)
1), CONO REAL

, CILINDRO IMAGINARIO

, CILINDRO ELIPTICO (real)
, CILINDRO HIPERBOLICO
, CILINDRO PARABOLICO

— 22 + 22y — x —y + z = 0, tiene por matriz asociada a

1 1 1
0 =2 72 3
-2 1 1 0
— 2
M= -5 1 1 0
5 0 0 -1

) = 0, rango(M) = 3, y el rango(A) = 2. Como ejercicio se deja el determinar

las signaturas de M y A, y comprobar que no encaja en ninguno de los casos del cuadro anterior.

Finalmente observar que x? + y?

—22+2y—r—y+z=(+y+z—-1)(x+y—2) =0,y queel

conjunto solucion esta formado por los planos de ecuaciones:

z+y+2—1=0

z+y—2=0
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4.8 Problemas de Geometria Euclidea

Problema 4.8.1
En R® se tiene definido el producto interior habitual y se considera el subespacio

W =1{((1,2,3,—1,-2),(2,4,7,2,—1))

i) Determina el conjunto W+ de vectores de R® ortogonales a todos los de W, y demuestra que es
un subespacio de R®. ;Quiénes son W N WLy W 4+ W2,

ii) Calcula bases ortonormales para W y para su complemento ortogonal W,

Problema 4.8.2
En R3 con el producto interior habitual se consideran los vectores v = (1,0,1), w = (1,2,0) y
u=(0,2,3).

i) Halla, a partir de los vectores anteriores, una base ortonormal de R? aplicando el proce-dimiento
de Gram-Schmidst.

ii) Halla una base del complemento ortogonal al subespacio generado por v y u.

iii) Halla la interseccion de los subespacios S 'y T', donde S es el subespacio ortogonal a los vectores
vy u,y T es el subespacio ortogonal a los vectores v y w.

Problema 4.8.3
Halla una base ortonormal u, v, w de R? tal que el subespacio generado por u y v esté contenido en el
plano z + y + z = 0, y el generado por u y w lo esté en el plano 2x —y — z = 0.

Problema 4.8.4
Demuestra que los vectores de R*: u = (1//2,0,1/4/2,0) y v = (=1/2,1/2,1/2,—1/2) son ortonor-
males y halla una base ortonormal de R?* que incluya los vectores anteriores.

Problema 4.8.5
;,Son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones?.

i) Si P y @ son matrices ortogonales de orden n x n, entonces P(Q es ortogonal.
ii) Si P es una matriz ortogonal simétrica, entonces P? = I.

iii) Si P es ortogonal, entonces detP = +1.

Problema 4.8.6
Sean u y v dos vectores ortonormales de R™. Prueba que la norma de u — v es v/2.
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Problema 4.8.7

Sea A una matriz cuyas columnas forman una base de R3. Sea B la matriz que tiene por columnas
los vectores de R? que se obtienen de aplicar Gram-Schmidt a las columnas de A. ;Cudles de las
siguientes afirmaciones son verdaderas?.

e Las dos primeras columnas de A y las dos primeras columnas de B generan el mismo subespacio
de R3.

e B es una matriz ortogonal.

Problema 4.8.8
Demuestra que en R™:

a) Para cualquier subespacio S, (S*+)*+ =S.
b) Si S y T son subespacios tales que S+ = T, entonces S = T..

¢) Si Sy T son subespacios tales que S C T, entonces T+ C S+.

Problema 4.8.9
Demuestra el teorema generalizado de Pitagoras: Sean u y v dos vectores de R™ ortogonales. Entonces
[lu+ ][ = [[ul]* + []o][*.

Problema 4.8.10
En cada uno de los siguientes apartados se da un subespacio U y un vector v de R2, R3 o R%, y se
pide para cada caso:

i) Calcular pyo .
ii) Hallar una base ortonormal para U.

iii) Escribir v =u+u conueU yu e€U.

a) U={(z,y) eR*:x+y=0}v=(-12)

b) U={(z,y) €eR?:2+y=0};v=(1,1)

c) U={(z,y) €R?:ax + by =0}; v = (a,b) con a o b no nulos

d) U={(z,y,2) €R3:ax+ by +cz=0}; v=(a,b,c)cona,bo cno nulos.
e) U={(z,y,2) €ER3:3x —2y+62=0}; v=(3,1,4)

f) U={(z,y,2) eR®: /2 =y/3 =z/4}; v=(1,1,1)

g) U={(z,y,2,t) eER*: 22 —y+32—t=0}; v=(1,-1,2,3)

h) U={(2,y,2,t) eRY: z =y, t =3y}; v =(—1,2,3,1)
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Problema 4.8.11
En cada uno de los siguientes casos encuentra la recta que se ajusta mejor a los puntos dados.

a) (1,3), (—2,4), (7,0)
b) (—3,7), (4,9)

b) (=3,7), (4,9), (1,3), (—2,4)

Problema 4.8.12
En cada uno de los siguientes casos encuentra el mejor ajuste cuadratico para los puntos dados.

a) (27_5>7 (370)7 (171)7 (47 _2)

b) (-7,3), (2,8), (1,5)

Problema 4.8.13
Sean v y w dos vectores unitarios de R? linealmente independientes. Sea s la simetria ortogonal de
eje la recta (vectorial) engendrada por u + w. Demuestra que s(u) = w.

Problema 4.8.14
Se considera el endomorfismo f de R? que respecto de la base canénica tiene como matriz la siguiente:

(% )

i) Demuestra que f es una isometria. ;Es rotacién o simetria?.

ii) Sea u = (1,—1) y s la simetria ortogonal de eje la recta engendradra por u. Determina una
simetria s’ tal que f = s'0s.

Problema 4.8.15

En R? se considera la base canénica y los vectores u = (1,1) y v/ = (—1,2). Sean s y s’ las simetrias
ortogonales de ejes las rectas engendradas por u y u’ respectivamente. {Cuéles son las matrices de las
rotaciones sos’ y s’0s?.;Qué relacién existe entre ambas?.

Problema 4.8.16
16.-
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En R? se considera la rotacién vectorial r que respecto de la base candnica tiene por matriz

(Vi A7)

Halla respecto de esa base las matrices de las rotaciones ¢ tales que 2 = .

Problema 4.8.17
Se considera el plano euclideo R2.

i) Halla la matriz (respecto de la base candnica) de la simetria ortogonal s de eje la recta (vectorial)
engendrada por el vector u = (1,2).

ii) Determina la simetria ortogonal s’ tal que r = s’0s, donde 7 es la rotacién vectorial, que respecto
de una base ortonormal, tiene por matriz A.

(8 )

Problema 4.8.18

En R? se consideran los vectores u = (1,2) y v = (—1,1) y las semirrectas vectoriales D, =
{a(1,2)/a € RT} y D, = {a(-1,1)/a € RT}. Halla respecto de la base canénica las matrices
de las isometrias f de R? tales que f(Dy) = D,.

Problema 4.8.19
Sean u, v, w tres vectores de R? tales que u y v son linealmente independientes y u + v +w = 0. Sea
f un endomorfismo de R? tal que f conserva la norma de u, v y w.

i) Demuestra que conserva el producto escalar de u y v.

ii) Demuestra que f es una isometria de R2.

Problema 4.8.20
En R? se considera la base B = {u = (1,1,1),v = (1/v/2,0, —1/v/2),w = (—1//6,2/v6,—-1//6)}.

a) Demuestra que el subespacio ortogonal a (u) estd generado por v y w.
b) Sea f la isometria de R? que tiene asociada respecto de B la matriz A siguiente

1 0 0
A=10 V2/2 —/2/2
0 V2/2 +2/2

JEs una isometria positiva o negativa?. ;Cudl es su polinomio caracteristico?. ;De qué tipo de
transformacion se trata?. Describe los elementos que la caracterizan.

c) Halla la imagen por f de los vectores (1,1, —-2), (1,0,0), (-2, -2, —2).
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Problema 4.8.21
En R? se considera el plano vectorial P engendrado por los vectores v = (1,2,0) y v = (—1,1,1) y la
simetria ortogonal s respecto del plano P .

a) ¢(Cual es el polinomio caracteristico de s?. Determina una base de R? respecto de la cual s esté
representada, como isometria, por una matriz canonica.

b) Determina la matriz asociada a s respecto de la base canénica de R3,

c) Halla la imagen por s de los vectores (0,3,1), (—=2,1,-3), (1,0,0).

Problema 4.8.22
Sean ¢1, ¢2 v ¢3 los endomorfismos de V' = R3 definidos, respecto de la base canénica, por las matrices
siguientes.

~1 0 0 1 \% \95 1 0 0
M(¢1)=| 0 1 0 M(gp2)= 10 5 5 M(gz) =0 1 0
0 0 1 0 ¥ _§ 0 0 -1

1. Demuestra que los endomorfismos ¢, ¢2 y ¢3 son todos ellos isometrias (o transformaciones
ortogonales).

2. Las transformaciones ¢1, ¢2 y ¢3 son simetrias (vectoriales). Senala para cada una de ellas,
el plano de vectores fijos (o base de la simetria), asi como un vector que se transforme en su
opuesto. ;Qué relacion hay entre el plano y el vector?.

3. ;Qué tipo de isometria es ¢1 - ¢37. Senala los elementos que la caracterizan.
4. Sea U =< eg,e3 >y p la restriccién de ¢o - @3 a U. jQué tipo de isometria es p?.

5. jTiene algin vector fijo ¢1 - ¢a - ¢37.

Problema 4.8.23
Se consideran las siguientes bases de V = R3 :

B = {’Ul = (17 17 1)7”2 = (1a0a0)7v3 = (17 170)}

B, = {61 = (1a0a0)7€2 = (07 1, 1)763 = (0707 1)}

v la matriz

R
2 2
M=|0 1 0
VI 2
2 2

Sea ¢ el endomorfismo de V = R3 definido, respecto de la base B, por la matriz M ( Mg(¢) = M), y
sea 1 el endomorfismo de V' = R? definido, respecto de la base B, por la matriz M (Mg, (¢)) = M).
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1. Demuestra que:
- M es una matriz ortogonal.
- ¢ no es una isometria en V = R3.
- 1) es una isometria en V = R3.

2. Suponiendo que p es endomorfismo de un espacio vectorial euclideo V', ;json verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones?
- 8i M es una de las matrices asociadas a p, p es una isometria si y sélo si M*M es la matriz
identidad
- St M una matriz asociada a p respecto de una base ortonormal de V, p es una isometria si y
sélo si M'M es la matriz identidad

3. Demuestra que 1 es una simetria (vectorial), y determina el plano de vectores fijos (base de la
simetria).

4. Halla una isometria p de V = R3 tal que 1) o p = ¢ sea la simetria que tiene como plano de
vectores fijos el generado por e1 y es. Di qué tipo de transformacién es p y establece los elementos
que la caracterizan.

Problema 4.8.24
Prueba que cada uno de los conjuntos de puntos siguientes es un sistema de referencia en el espacio
affn (estandar) R3.

a) Py = (170a_1)a P = (1?1?0)7 P, = (Oalal)a Py = (0,0,1)

b) QO = (_1707 2)7 Ql = (07 17—2)7 QQ = (0707 1)7 Q?) - (1707 _3)

Problema 4.8.25
Se considera el espacio afin R3.

a) Establece la relacién existente entre el sistema de referencia canénico de R? y cada uno de los
sistemas de referencia del ejercicio anterior.

b) Establece la relacién existente entre el sistema de referencia R = {Py, P1, P, Ps} y R =

{QO: Qb QQ? Q3}

¢) Sea el punto P = (1,2,3) de R3. Halla las coordenadas de P en los sistemas de refencia Ry R'.

Problema 4.8.26

onsideremos en el espacio afin estandar R™ un subconjunto Y de puntos. Se dice que Y es un subespacio
afin de R™ si para algtin punto P de Y, el conjunto de vectores Wp(Y) = {P_Q /@ € Y} es un subespacio
del espacio vectorial R".
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i) Demuestra que si para algiin P € Y, Wp(Y') es un subespacio, entonces para todo punto P’ de
Y, el conjunto Wp/(Y') es un subespacio y coincide con Wp(Y) .
El resultado anterior nos permite establecer las siguientes definiciones. Si Y es un subespacio
afin, el subespacio vectorial W (Y') = Wp(Y) (pues no depende de P) es llamado espacio vectorial
asociado con Y. Se define como dimension de Y la dimensién de W (Y'). Observar quesi Y = R”,
W(Y) = R"™ y que la dimensién de R™ como espacio afin es la misma que tiene como espacio
vectorial.

ii) Sea P un punto del espacio afin R", y W un subespacio de R™ (como espacio vectorial). ;Es
Y ={Q/PQ € W} un espacio afin?.

iii) ;En qué consiste un subespacio afin de dimensién 07. Un subespacio afin de R™ es llamado recta,
plano o hiperplano cuando dimY es respectivamente 1, 2 on — 1.

Problema 4.8.27
En R? consideramos el punto P = (1,2, 3) y sea W el subespacio generado por los vectores v = (1,0, 1)
yw=(1,1,1).

i) Da las ecuaciones paramétricas del subespacio afin Y que pasa por P y tiene como subespacio
vectorial asociado a W.

ii) Da una recta afin que verifique en cada caso una de las condiciones siguientes:

- Pasa por P y estd contenida en Y

- Esta contenida en Y pero no pasa por P

Pasa por P y no esta contenida en Y

Tiene un solo punto en comin con Y y es distinto de P

No tiene ningin punto en comun con Y

Problema 4.8.28
En R? consideramos dos rectas afines r y 7’.

i) Si existe un plano que contiene a ambas, ;qué puede decirse de la posicién relativa de dichas
rectas?. Justifica tu respuesta.

ii) Da una recta afin r que pase por el punto (1,1,1) y una recta r que pase por el (1,0, —1) para
las cudles no exista un plano que contenga a ambas rectas a la vez.

Problema 4.8.29
Sea f : R3 — R3 la aplicacién que a cada punto P(z,y, z) le asocia el punto f(P) = (2',y/,2') tal que

¥=1+z+2y+z2
y=2+y—=z
2 =—-14+2+432
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a) Demuestra que f es una aplicacién afin. ;(Es f una transformacién afin?
b) Si F es la aplicacién lineal asociada a f, determina KerF' y Im(f)

c) Se considera la recta de puntos r de R? dada por las ecuaciones paramétricas siguientes:

r=1+a«
y=2—a«a
z=—14+«

Determina f(r).
d) Se consideran los siguientes planos de puntos:
II deecuacion 2z +y—2z+1=0

I' deecuacion x+y+22z—1=0

Obtén la imagen de cada plano por f y explica los resultados.

Problema 4.8.30

Consideremos R™ como espacio afin euclideo, y sea f : R® — R" una aplicacién que conserva la
distancia. La condicién anterior es suficiente para garantizar que f es un movimiento, es decir, que
es afin y biyectiva. En este ejercicio se pretende que pruebes lo anterior resolviendo cada uno de los
siguientes apartados:

a) Seag:V =R" — V = R" una aplicacién que conserva el producto escalar, y sea B = {vy, ..., v, }
una base ortonormal de R™. Obsérvese que no se dice que g sea lineal, eso es lo que se trata de
probar.

i) Demuestra que g(B) = {g(v1),...,9(vn)} es una familia de vectores ortonormal. Deduce
que g(B) es una base de R™.

ii) Recuerda que por ser B una base ortonormal, si v € R" es tal que v = a1v; + ... + apvy,
entonces a; = v.v;, Vi. También para g(v) = b1g(vi)+...4+bng(vy), se tiene b; = g(v).g(v;),Vi.
Usa lo anterior para probar que g es lineal.

iii) Deduce que g es un isomorfismo.
b) Sea P € X = R"™ un punto cualquiera pero fijo, y sea Fp : V =R" — V = R" la aplicacién
definida por FP(P_Q) = f(P)f(Q), donde f es la aplicacon de R™ en R™ que conserva las
distancias
i) Prueba que Fp conserva el producto escalar. (Indicacién: Desarrolla (v — w).(v — w) y
(Fp(v) — Fp(w)).(Fp(v) — Fp(w)) para v = PQ y w = PR)
ii) Deduce que Fp es lineal. jEs Fp biyectiva?.

iii) ;jPuedes concluir ya que f es afin y biyectiva?.
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Problema 4.8.31
Sean t, y t, dos traslaciones del espacio afin euclideo R?. Determina qué aplicaciones son t,ot, y
tyot,. (Qué sucede en el caso en que u = —v?.

Problema 4.8.32
Sean hp, y hpg dos homotecias de centro P del espacio afin R2. Determina qué aplicaciones son
hpaohpg,y hpgohpo. (En qué caso las composiciones anteriores resultan ser la aplicacién identidad?.

Problema 4.8.33
En el espacio affn R? se considera la homotecia h P—1-

a) Realiza un dibujo que muestre el comportamiento de dicha homotecia. ;Darfas un nombre
especial a la aplicacién anterior?. ;Qué aplicacién es (h p7_1)2?.

b) Se considera el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). ;Cuédl es la imagen de dicho
cuadrado por la homotecia hp_1 con P = (1/2,1/2)?. ;Qué nombre darfas a P en referencia al
cuadrado?.

Problema 4.8.34
Sean f y g dos afinidades en el espacio afin R™, y sean F' y G lasaplicaciones lineales respectivas.
Demuestra que fog es una afinidad de aplicaciéon lineal asociada FoG.

Problema 4.8.35
Sea p : R? — R? la proyeccién afin de base el plano I : x +y + 2z = 1 y direccién W = ((1,—1,2)).
Determina la imagen por dicha proyeccién

i) del punto (1,1,1)

ii) de la recta

r=14+«

y=1—«

z=14 2«
iii) de la recta

r=14+«

y=1+a«a

z=1+4+a«
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Problema 4.8.36
Demuestra que la aplicacién de R? en R3, que al punto M (x,y,2) asocia el punto M’(z',%/,2') tal
que

r=—y+z-1

Yy =—x+z2-1
Y= —y+22-1

es una proyeccion. Determina sus elementos base y direccién.

Problema 4.8.37
Demuestra que la aplicacién de R? en R3, que al punto M (z,y, ) asocia el punto M’(z’,/, 2') tal que

¥ =2r—22—-3
Yy =x—2-2
Z=x—2-3

es una proyeccion. Determina sus elementos base y direccién.

Problema 4.8.38
Sean Y y Z dos subespacios afines de R™ con la misma dimensién, y W(Y) y W(Z) los subespacios
vectoriales asociados (llamados direccionesde Y y Z respectivamente). Se dice que Y y Z son paralelos
siWw(Y)=Ww(Z).

i) Da ejemplos de rectas en R? que sean paralelas.
ii) ;Son paralelos los planos de R? siguientes?
Y:iz—y+2z2=1
Z:x=1—a+3b
y=14+a+b
z=1+a—-0
iii) ;Son paralelos los planos de R? siguientes?
Y:iz—y+2z2=1
Z:x=1—a+3b
y=a+b
z=a—>b
iv) ;Cémo son Y y Z si siendo paralelos tienen un punto en comun?.

v) Demuestra que si Y y Z son rectas paralelas sin puntos en comiin, entonces existe un plano que
contiene a ambas rectas.
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vi) Demuestra que la imagen por una homotecia o traslacién de una recta afin es otra recta paralela
a la primera. Deduce que rectas paralelas se transforman por una homotecia o una traslacion
en rectas paralelas.

Problema 4.8.39
Da la ecuacién matricial de la simetria affn de R? respecto a la recta de ecuacién = + y = 1 paralela-
mente al subespacio vectorial engendrado por el vector u = (1,2).

Problema 4.8.40

Se considera el espacio afin estandar R? con el sistema de referencia canénico. Sea f : R3 — R3 la
aplicacién que a cada punto M (z,y, z) le asocia el punto f(M) : (2/,y,2’) siendo 2/ = 3z — 4z — 6,
Yy =2x —y—22—4, 2 =2x — 3z — 6. Demuestra que f es una aplicacién afin. Prueba que f es una
simetria determinando sus elementos (base y direccién).

Problema 4.8.41
De las rectas que hayas dado en el apartado i) del ejercicio 4.8.38, obtén sus imagenes por

i) la proyeccién del ejercicio 4.8.36.
ii) la simetria del ejercicio 4.8.40.

. Los subespacios afines obtenidos en i) son paralelos? ;Los subespacios afines obtenidos en ii) son
paralelos?

Problema 4.8.42
En el espacio afin euclideo X = R? se considera la siguiente aplicacién afin:

fiX=R*— X=R°

(x7y) — (x+1,y—2)

Demuestra que es un movimiento y di de qué movimiento se trata dando los elementos que lo definen.

Problema 4.8.43
En el espacio afin X = R? se consideran los puntos P = (1,2) y @ = (2, —3). Si r es la recta que pasa
por Py @, jcudl es la ecuacién de la recta imagen de r por una traslacién de vector v = (—1,1)7?.

Problema 4.8.44
En el espacio afin X = R3 se considera el plano de puntos II = {(z,5,2) € X : x —y = z + 1}.
Determina la imagen del punto P = (0,0,0) por la simetria ortogonal de base el plano II.

Problema 4.8.45
En el espacio afin X = R? se considera el punto P(1,2,3).
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1. Determina la imagen del punto P por cada una de las aplicaciones afines siguientes.

(a) Traslacién de vector v : (—1,—2,—3).

(b) Proyeccién ortogonal de base el plano de puntos = + 2y + 3z = 0.
)
)

(c

(d) Homotecia de centro C'(2,4,6) y razén a = 2.

Simetria ortogonal de base el plano de puntos x + 2y + 3z = 7.

2. Realiza dos dibujos que ilustren que las aplicaciones de los apartados 2. y 4. no son movimientos.
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Cuestionarios

Se incluye a continuacién un conjunto de preguntas de respuesta miltiple cuya realizacién se aconseja
con el fin de verificar que se han asimilado correctamente los conceptos que se han manejado en las
siete lecciones de este volumen. En cada cuestion siempre hay, al menos, una respuesta correcta

pudiendo ser correctas todas las respuestas posibles.

Cuestionario 1: Espacios Vectoriales

Cuestion 1
/Cusles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de (R*, 4, -g)?

L. U:{($’y7zvt)€R4 s x,y,z €2, t =0}
2. W= {(z,y,2,t) eRY: y,z,t € Q, x =0}
3. T:{(x,y,z,t)eR4 : y:()}

4. S ={(z,y,2,t) €R* : 2 =3, t=0}

Cuestién 2
Se considera el subespacio de (R*, +, -r) siguiente:

U={(z,y,2,t) €R* : &+ 2y +32+4t =0}
;,Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son sistema generador de U?
,(3,0,-1,0),(4,0,0,—1)}
(3,2, -1, -1)}
(3,0,—1,0),(4,0,0,—1),(1,1,—1,0)}
( (

B~
»n
I
—~
\_l\')
|
p—
JO
(@n)
“c.o
“O

,0),(1,1,-1,0)}

Cuestion 3
. Cuéles de las siguientes familias de vectores de (R*, +, g) son libres?

1. h ={(2,-1,0,0),(3,0,—1,0), (4,0,—1,0)}
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2. Ly ={(2,-1,0,0),(3,0,-1,0),(1,1,-1,0)}
3. Ly ={(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1)}
4. Ly =4(1,1,1,1)}

Cuestion 4
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 6. ;Cuédles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. En V existen sistemas generadores con 6, 7, 8 y mas vectores.
2. Si L es una familia libre de vectores de V', entonces en L hay a lo sumo 6 vectores.

3. Si v1,v9,v3 son vectores linealmente independientes de V', entonces existen vectores vy, vs tales
que {v1,v2,v3,v4,v5} es una familia libre.

4. Si vy, v9,v3 son vectores linealmente independientes de V', entonces existen vectores vy, vs tales
que {v1,va,v3,v4,v5} €s un sistema generador.

Cuestién 5

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4 y U y W subespacios de V' y distintos entre si. ;Cudles
de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Si U y W tienen ambos dimensién 3, entonces la dimension de U N W es 2.
2. SiU = {ui,u2} y ui,us ¢ W, entonces U N W = {0}.

3. Si la dimensién de U es 3, la dimensién de W es 2 y W no es subespacio de U, entonces existe
un subespacio T'tal que TC W y V=U&T.

4. Sidim(U + W) =3y dim(UNW) = 2, entonces U CW o W C U.

Cuestién 6
Sea V el R-espacio vectorial de las matrices de la forma

d a,b,ceR
e

;,Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. dimR(V)
1 0 0 0 1 0
2. Las matrices | 0 1 0 0 0 1|, ambasen V, son linealmente independientes.
0 0 1 0 0 0
1 00 0 1 0
3. El conjunto 01 0}, 0 0 1 } es base de V.
0 0 1 0 0 O



CUESTIONARIO 175

O N

0
5 | € V, no pertenece al subespacio generado por
1
1 00 0 1 0
S :{ 01 0], 0 0 1 }
0 0 1 0 0 0
Cuestion 7

En el R-espacio vectorial R3[X] de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a 3
se consideran los subespacios:

3
4. La matriz | 0
0

U={p(X)=aX?+bX?+cX +deRs[X] : (p(X))" =cX +d}

W = {p(X) = aX® +bX? +cX +d € R3[X] : (p(X))' = bX* + X + d}

;,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

_

. El conjunto {X3 46X, X2+ 2} es base de U.
2. W={X3+3X%2+6X +2}

3. WcU

4. UNW = {0}

Cuestién 8
Se considera el subespacio de R3:

U= <{(17 L, 1)7 (17 L O)}>
y sean up = (1,1,1) + k(1,1,0) y Ux = ({ux}) con k € Z, k > 0 ;Cuéles de las siguientes afirmaciones
son verdaderas?

1. Sii # j, entonces U; NU; = {0}.

[\V)

. UinU; = {0} o U; = U; cualesquiera que sean 4, j.

w

. En U hay una cantidad infinita de subespacios de dimensi’on 1.

4. U; = U; cualesquiera que sean 4, j.

Cuestion 9
Sea U el siguiente subespacio de R5:

U={(z,y,2,t,u) eR® : z+y+2=0,t+u=0}
. Cuales de los subespacio W; siguientes satisfacen la condiciéon U @& W; = R3?

1. Wy = ({{(1,1,-2,5,-5),(1,1,1,0,0)})



176 CUESTIONARIO

2. Wo = {(z,y,2,t,u) €ER® : x+y+2+t+u=0}
3. W3 =({(1,0,-2,1,0),(0,1,0,3,—-4)})

4. Wo ={(z,y,2,t,u) €ER® : 2+2y=0, z=u=0}

Cuestion 10
Senala qué afirmaciones de las siguientes son ciertas.

1. Para cada nimero natural n existen R-espacios vectoriales de dimensién n.

2. Si V es un R-espacio vectorial de dimensién n, entonces se puede considerrar una coleccién de
subespacios Uy, Us, - - -, U, verificando

{0y ctyclUycCc---CcU,=V

3. Si V es un R-espacio vectorial y {v1,va, -+, v,} es una base de V', entonces {v1, vy +vg, v1 + vy +
V3, -+, U] + V2 + v3 + v, } es una base de V.

4. Si V es un R-espacio vectorial de dimensién 2m + 1, y las dimensiones de dos subespacios U y
W de V, tales que U + W =V, son pares, entonces U N W # {0}.
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Cuestionario 2: Aplicaciones Lineales

Cuestion 11
Senala qué aplicaciones de las siguientes son lineales.

fi: R* = R3
filz,y,z,t) = (e*, e, t + z)
fa(z,y,2,t) = (2, y,t + 2)
fa(z,y,2,t) = (z,y,t + 2)
falz,y,z,t) = (e +y+z+t,xa+y+z,2+y)

Cuestion 12
;Indica qué aplicaciones de las siguientes son lineales.

1.

3.

91(p(X)) = p/(—1) donde p'(X) es el polinomio derivado de p(X).
- 92(p(X)) = p'(X) +p"(X)

(
(
gg(aX4+bX3—|—cX2+dX—|—e) =bX3+cX2+dX +e
(

4. ga(aX* +bX3 +cX?+dX +e) =bX?+cX?+dX +e+1

Cuestién 13
Sean B = {v1,v2,v3} y B’ = {w1, w2, w3} bases del R-espacio vectorial R3. Indica qué afirmaciones de
las siguientes son ciertas.

1.

Si las coordenadas del vector v respecto de la base B’ son («, 3,7), las coordenadas de v; en la
base By = {wa, w1, ws} son (B, a,7).

. Si las coordenadas de los vectores vy, vg, v3 en funcién de B’ son respectivamente (0,0, 1), (0, 1,0)

y (1,0,0), entonces v; = ws, vg = we, V3 = W1.

. Supongamos que las columnas de la matriz M estdn formadas, respectivamente, por las coorde-

nadas de los vectores v; (i=1,2,3) respecto B':

1 -1 0
M=11 1 1
1 -1 1

En esas condiciones si las coordenadas de v respecto B son (a, 3,7), entonces las coordenadas
de v respecto B’ son (o« — B,a+ B8+ v,aa— B+ 7)

Si By B’ son distintas, entonces existe algtin vector de R? con coordenadas diferentes respecto
de ambas bases.
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Cuestién 14 )
Sea B. = {e1, €2, e3} la base canénica de R? y B = {v1, v2, v3} la base de R? definida por v; = 5(61 +ea),

Vg = 5(61 —e2) v v3 = ez + e3. {Cudles de las siguientes frases son verdaderas?.

1. El vector de coordenadas (1,1,1) en la base B, tiene coordenadas (1,1,1) en la base B..

2. La matriz del endomorfismo identidad de R3, respecto de las bases B (en el espacio inicial) y B,
(en el espacio final) es:

LS T
2 2

Mps. = |1 1
2 2

0 0 1

3. Un vector v de coordenadas (a, (3, y) respecto de la base B, tiene coordenadas (o, ’,~') respecto

de la base B, donde

o 1 1 -1 «
gl=(1 -1 1|5
v 0o 0 1 v

4. El vector de coordenadas (0,0, 0) respecto de la base B, tiene coordenadas (1, —1,0) respecto de
la base B.

Cuestioén 15
Si f:R* — R? es la aplicacién lineal definida por

f(mayvzat):($+y+z+t72$+y+l’,3l’+y)7

jcudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. ker(f) = <{(17 -3,1, 1)}>
2. Im(f) =R3
3. dim(Im(f))=2

o

. f no es inyectiva y si es sobreyectiva.

Cuestién 16
Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal definida por la matriz siguiente cuando en los espacios inicial y
final se consideran las bases candnicas.

0
0
0

S NN

3 4
3 4
3 4

,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
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1. ker(f) = {{(1,-3,1,1)})
2. Im(f) = R3
3. dim(Im(f))=2

4. f no es inyectiva y si es sobreyectiva.

Cuestion 17
Si V' y W son R-espacios vectoriales de dimensiones 2 y 5 respectivamente y f : V — W es una
aplicacién lineal, jcuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. f no es sobreyectiva.
2. Si f no es inyectiva, entonces dim(Im(f)) =1 o f es la aplicacién nula.
3. f siempre es inyectiva.

4. Si f es inyectiva, entonces la aplicacién f : V — Im(f) definida por f(v) = f(v) es un isomor-
fismo.

Cuestion 18
Sea f : R3[X] — Rg[X] la aplicacién lineal que a cada polinomio le asocia su polinomio derivado.
;, Cuales de las proposiciones siguientes son ciertas?

1. f puede representarse, respecto bases apropiadas, por la matriz
1 0 0 O
0 0 0 1
1 0 0 O
2. f puede representarse, respecto bases apropiadas, por la matriz
3. f puede representarse, respecto bases apropiadas, por la matriz

4. f puede representarse, respecto bases apropiadas, por la matriz

) |

o O =
= o O
o O O
O = O

S O =
o O O
o O O
O = O

S O =
O = O
— O O
S O O
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Cuestion 19
Denotemos por May3(R) el conjunto de matrices con coeficientes reales de tamano 2 x 3, y sea
f: May3(R) — R? la aplicacién que a cada matriz

a1 Q22 Q23

M (an ao a13) € Mays(R)

le asocia el vector (a11 + a1, a1z + azo, aiz + azs) de R3,

Sea Bo = {FE;; :i=1,2,j = 1,2,3} la base canénica de May3(R) (E;; es la matriz de Mayx3(R) que
tiene un 1 en el lugar (4,7) y O en el resto).

Sea B. = {e1, €2, e3} la base canénica de R3.;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

1. La matriz asociada a f respecto de las bases B¢ y B, es

= o O

1 0010
01 0 01
001 00

2. El nucleo de f esta generado por las matrices E17 — Fo1, E1o — Foo y F13 — Eos
3. El rango de la aplicacién lineal es 3.
4. Respecto de las bases

B = {E11 — Ea1, B2 — Ega, F13 — Eag, B11, Er2, E13}  y

B ={es, ez, e1}

la matriz asociada a f es

00000 1
Mgp=[0 00 0 1 0
000100

Cuestion 20
En los espacios vectoriales R? y R3 se consideran las bases respectivas

B={(1,-1),(2,0} y B ={(1,1,1),(1,-1,1),(2,0,0)}

y sea f : RZ — R3 la aplicacién lineal que respecto dichas bases tiene por matriz asociada
1 1
Mpp(f)=10 1
2 0

Senala de las frases siguientes las que sean verdaderas.

1. Si v es el vector de R? de coordenadas (1,1) respecto B, entonces f(v) es el vector de R3 que
tiene coordenadas (2,1,2) respecto de la base canénica de R3.

2. Si u es el vector de R? de coordenadas (1, —1) respecto B, entonces f(u) es el vector de R? que
tiene coordenadas (1,0,2) respecto de la base B’ de R3.
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3. Si w es el vector de R? de coordenadas (o, ) respecto B, entonces f(w) es el vector de R? que
tiene coordenadas (2, o, 2a) respecto de la base B’ de R3.

4. Los vectores eg, e de la base canénica de R? se transforman mediante f en los vectores (1,0, 1)
y (=4, —1,0) respectivamente (expresados respecto de la base canénica de R3).

Cuestion 21

Sean Vi, Vs, -+, Viggo espacios vectoriales sobre R, finito dimensionales, y supongamos que en la se-
cuencia ; f f f ;
1 2 3 999 1000
Vi »Va | Z e EERERE Vicoo——V1

las aplicaciones f; son lineales y sucede que la imagen de cada una de ellas coincide con el nicleo
de la siguiente (entiéndase ademads fi siguiente a figpp) . ;Cuédles de las proposiciones siguientes son
ciertas?

1. fao f1, f3o fa, -+, fioo0 © foge son aplicaciones nulas.
2. dimV) —dim Vo +dim V3 —dim Vy + - - - + dim Vg9 — dim Viggp = 0.
3. fio00 © fogg © -+ 0 fo o f1 es la aplicacién nula.

4. dimV; es par para¢=1,2,3,---,999, 1000.

Cuestion 22
Sean U y W subespacios distintos de R* tales que dim(U) = dim(W) =3y f : U — W tal que
ker(f) = U NW. ;Cudles de las proposiciones siguientes son ciertas?

1. Existen bases By y By de U y W respectivamente tales que la matriz asociada a f respecto
dichas bases es

o O O

0 0
Mp, By (f) =10 1
0 0

2. Existen bases By y By de U y W respectivamente tales que la matriz asociada a f respecto
dichas bases es

o O O
o o O

1
Mp, By (f) =10
0

3. Existen bases By y By de U y W respectivamente tales que la matriz asociada a f respecto
dichas bases es

O = O
- o O

1
Mp, By (f) =10
0

4. Existen bases By y By de U y W respectivamente tales que la matriz asociada a f respecto
dichas bases es

S = O

1 0
Mp, By (f) =10 0
0 0
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Cuestionario 3: Teoria del endomorfismo (Diagonalizacién)

Cuestion 23

Sea

1.

f un endomorfismo de R3. ;Cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera?

v1,v2,v3 de R? linealmente independientes tales que

f(v1) = v, f(v2) = w2, f(v3) = 0.

Si respecto de una base B de R? la matriz asociada a f es de la forma
1 a b
01 ¢
0 0 -1

y f es diagonalizable, entonces el polinomio minimo de f es my(X) = (X -1)(X +1) y a =0.

. Si respecto de una base B de R? la matriz asociada a f es
1 0 0
MB(f) = 0 -1 0 )
0o 0 -1

Si f tiene dos autovalores distintos y dim(ker(f)) = 2, entonces f es diagonalizable.

Cuestion 24

Sea

f un endomorfismo de R? tal que respecto de la base canénica estd representado por la matriz
0 a O
b 0 b
0 a O

siendo a, b ntmeros reales. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

1

[\)

w

. f es no inyectiva.
. Sia=0yb+#0 entonces f no es diagonalizable.
. Sia#0yb=0 entonces f no es diagonalizable.

. Sia=1yb=2entonces f es diagonalizable.

Si el polinomio caracteristico de f es ps(X) = (X — 1)2X, entonces siempre existen vectores
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Cuestion 25
Sea f un endomorfismo no nulo de R? tal que respecto de la base canénica estd representado por la

matriz
a b
b ¢
siendo a, b, c nimeros reales. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?
1. El polinomio caracteristico de f siempre tiene raices reales.
2. f siempre es diagonalizable, independientemente de los valores de a, b, c.
3. Sia=cyb#0, entonces {(1,1),(1,—1)} es una base de vectores propios.

4. Sia=cyb=0, entonces cualquier base de R? es una base de vectores propios.

Cuestion 26

1 -2 3
Sea A= 0 —1 3 |. Senalar qué proposiciones de las siguientes son ciertas.
0o 0 1

1. El polinomio caracteristico de A es (X — 1)2(X +1)

1 0 1
2.8 P=|[0 3 1| entonces P"'AP es una matriz diagonal.
0 2 0

3. AP = A

4. A% es la matriz nula.

Cuestion 27
Sea f un endomorfismo de Ro[X] que estd representado respecto de la base canénica {1, X, X2} por

la matriz

1 -2 3
A=10 -1 3
0 0 1

Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas.
1. {1,3X +2X2 1+ X} es una base de vectores propios de f.
2. No existe una base de vectores propios para f.
3. El polinomio minimo y el polinomio caracteristico de f coinciden.

4. f% — £? es la aplicacién idénticamente nula.
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Cuestion 28
Sean f y g endomorfismos de R™. Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas.

1. Si 0 es autovalor de f, entonces 0 es autovalor de g o f.

2. Siim(f)Nker(g) # {0}, entonces 0 es autovalor de g o f.

3. Si o # 0 es autovalor de f, entonces « es autovalor de g o f.

4. Si v € R” es autovector de f y autovector de g, entonces v es autovector de g o f.

Cuestion 29
Sean f : R3 — R* y g : R* — R3 las aplicaciones lineales definidas, respecto de las bases canénicas
correspondientes, por las matrices A y B siguientes:

1 1 2 2
B=|1 -1 -1 -1

1
A=
1 1 0 -1 -1

R R U
—_ o o =

Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.
1. fog es diagonalizable.
2. e3 — e4 es un vector propio de f o g.
3. go f es diagonalizable.

4. go f es inyectiva.

Cuestion 30
Sea f : R* — R* la aplicacion lineal definida, respecto de la base canénica, por las matrices A siguiente:

0 0 0 3
0 -1 0 O
A= 0 -1 0 0
-1 -1 -1 4

Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. El conjunto de vectores {e; + e4,e1 — e3, 3e1 + eq, —3e1 + 4eg + 4es + e4} constituye una base de
vectores propios para el endomorfismo f.

2. La matriz asociada a f respecto de la base B = {e1 + e4, €3+ e4,5e; —e3+2e4,e1 +e2+e3+eq}
de R* es una matriz triangular superior.

3. f no puede ser representado por una matriz triangular.

4. Existe un nimero natural m tal que f™ es la aplicacion nula.
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Cuestioén 31
Sea f un endomorfismo de R* cuyo polinomio caracteristico es ps(X) = (X — 1)*(X + 1)(X — 3).
Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas.

1. Si existen vectores v,w € R* linealmente independientes, tales que f(v) = v y f(w) = w,
entonces f es diagonalizable.

2. Siel nimero 1 no es raiz del polinomio m’;(X) (derivado del polinomio m (X, polinomio minimo
de f), entonces f es diagonalizable.

3. Si el polinomio minimo de f, m¢(X), es de grado tres, entonces f es diagonalizable.

4. f? es la aplicacién nula.

Cuestion 32
Sea f un endomorfismo de R, del que se sabe que

e Su polinomio caracteristico tiene tres raices distintas.
o (f—D)%(f2 —5f?) es la aplicacién nula.
[ Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
1. El polinomio caracteristico de f es (X —1)2X?(X — 5).

2. El polinomio caracteristico de f es de la forma (X — 1) X"™(X —5)™ conri +r2+713 =5y
ri>1lconi=1,2,3.

3. f no es triangularizable.

4. Si pp(X) = (X —1)2X%(X — 5), no es posible afirmar que f sea diagonalizable, pero si que
existen bases By B’ de R tales que la matriz asociada a f respecto dichas bases es

0

Mg (f) =

OO OO+
O O O~ O
O O Ut O O
OO O OO

0
0
0
0

Cuestién 33
Sea f un endomorfismo de R, del que se sabe:

e Su polinomio caracteristico es ps(X) = (X — 1)2X%(X —5)

e Existe un vector vy € ker(f — I)? —ker(f — I)

® vy, V3, V4 SON vectores propios asociados a 1,0, 5 respectivamente.
;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

1. dim(ker(f — 1)) =1y ker(f — I)? = {{v1,v2}).
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2. La familia {v1,vo,v3,v4} es una parte libre de R?.
3. f(v1) € ker(f —I)2.

4. Si B = {v3,v1,v3,v4,v5} es una base de R?, entonces la matriz asociada a f respecto a esa base
es triangular.
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Cuestionario 4: Teoria del endomorfismo (Formas de Jordan)

Cuestion 34
Si f es un endomorfismo de R? definido, respecto de la base canénica, por la matriz

1 2 1
A=[0 -1 3 |,
0 2 -2

jcudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas?

1. El endomorfismo f2—3f de R3 estd definido, respecto de la base canénica, también por la matriz

A.

2. Cualquier matriz de la forma A™ + a1 A™ ' + a0 A™ 2+ -+ a1 A+ ag con m > 3 coincide
con alguna matriz que se expresa como by A% + by A+ by, donde los a; y los b; son nimeros reales.

3. f no es biyectivo.

1

4. La matriz A tiene inversa y es ( 4)(A2 +2A-1I).

Cuestion 35
Sea f un endomorfismo de R? definido, respecto de la base canénica por la matriz

1 2 1
01 -3
0 2 =2

cuyo polinomio caracteristico es (X — 1)(X? + X + 4). ;Cudles de las afirmaciones siguientes son
verdaderas?

1. ker(f —I) = im(f% + f +4I)

2. La forma de Jordan asociada a f es del tipo

1 0 0
0 a 1 con a#0
0 0 «

3. ker(f2+ f +4I) = ({4e1 — 3eg,e1 + e2})

4. Respecto de la base B = {e1,4e; — 3ea, €1 + e3} la matriz asociada f es

1 0 0
0 1 1
0 -6 -2

Cuestion 36
Sea f endomorfismo de un C-espacio vectorial de dimensién 4 con dim(ker(f)) = 2. Indica cudles de
las afirmaciones siguientes son verdaderas.
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1. Las posibles formas de Jordan de f son

00 0 0 01 00 00 0 0
00 10 00 0 0 00 1 0
0 0 01 0 0 01 00 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 «
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 a O 0 0 a O 0 0 o 1
0 0 0 B 0 0 0 « 0 0 0 «

donde a, f € C distintos.
2. Si 1y —1 son autovalores de f, el polinomio minimo de f es X (X2 — 1)

3. Si X2+ 1 es un factor del polinomio caracteristico de f entonces la forma de Jordan de f es
diagonal y los elementos de la diagonal son 0,0, 2, —.

4. f no puede tener como polinomio caracteristico ps(X) = X 4,

Cuestién 37

Sea f un endomorfismo de R3 tal que respecto de la base B = {v1, v9,v3} tiene asociada la matriz de
Jordan siguiente:

1 0

J=10 1

0 0

Indica cuéles de las siguientes proposiciones son ciertas.

0
1
1

1. f es un isomorfismo.

0
-1
1

oS = O

1
2. La matriz asociada a f~! respecto B es | 0
0

3. Respecto de la base B’ = {v1, —vg,v3} la matriz asociada a f~! es J.

4. ker(f —I) = ({v1,v2}).

Cuestién 38
Sea f un endomorfismo de un R-espacio vectorial V de dimensién 4. Indica cudles de las siguientes
proposiciones son ciertas.

1. No puede existir f tal que su polinomio caracterfstico sea ps(X) = X* —2X3 — X2 +4X -2y
su matriz de Jordan sea de la forma

S O O ¥
O O *x
O ¥ = O
* = O O

donde los * representan los autovalores de f.
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2. No puede existir f tal que su polinomio minimo sea de grado 4.

3. Las matrices

1 1.0 0 1 1.0 0
01 1 0 01 00
=001 0] Y 2T 0011
0 0 0 1 0 0 01
no pueden representar ambas a f.
4. Las matrices
11 0 0 10 0 O
01 0 O 01 1 0
B=1o0 -1 0] ¥ "=loo1 o
0 0 0 1 00 0 -1
no pueden representar ambas a f

Cuestion 39

Sea f un endomorfismo de un K-espacio vectorial V' de dimensién 5, y sea d(X) el mdximo comun
divisor entre el polinomio minimo de f y la derivada de éste. Indica cuéles de las siguientes frases son
verdaderas teniendo en cuenta que

110 0 0 10 0 0O
01100 01100
Ji=]10 0 1 0 O Jo=10 01 0 O
000 2 0 0 00 2 0
00 0 0 3 0 0 0 0 3
1 0 0 0O 110 00
01 100 01 00O
J3=10 0 1 0 O Jg=10 0 2 1 0
00 0 2 0 0 00 2 0
00 0 0 2 0 00 0 3

1. Si los autovalores de f son 1, 2y 3, y d(X) = (X — 1)2, entonces la forma de Jordan de f es J;.
2. Si los autovalores de f son 1, 2y 3,y d(X) = (X — 1), entonces la forma de Jordan de f es J,.

3. Si los autovalores de fson 1,2y 3,y d(X) = (X —1)(X — 2), entonces la forma de Jordan de
fes Jy.

4. Si los autovalores de f son 1y 2,y d(X) = (X — 1)(X — 2), entonces la forma de Jordan de f
es Js3.

Cuestion 40
;,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Si A es una matriz cualquiera y o es uno de sus autovalores, entonces a® +3a+ 1 es un autovalor
de la matriz A2 + 34+ 1
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. Si J es la forma de Jordan de una matriz M cuyos autovalores son 1,2,3, entonces J no es

nilpotente.

. Si J es la forma de Jordan de una matriz M, y J es nilpotente, entonces el polinomio carac-

teristico de M tiene como unico factor irreducible X.

Los autovalores de una matriz y su forma de Jordan pueden ser distintos.

Cuestion 41
Indica cuédles de las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1.

Dos matrices semejantes tienen el mismo rango, el mismo polinomio caracteristico y el mismo
polinomio minimo.

. Una matriz y su forma de Jordan tienen el mismo rango, el mismo polinomio caracteristico y el

mismo polinomio minimo.

. Dos matrices de igual tamano pueden tener el mismo rango, el mismo polinomio caracteristico

y el mismo polinomio minimo, y no ser semejantes.

Si dos matrices de igual tamano tienen polinomos minimos diferentes, entonces no son semejantes.

Cuestion 42
Se consideran las siguientes matrices de tamano 6 x 6:

110 0 0 O 10 00 0 O
011000 011000
001 0 00 001 0 0O
A= 000 1 10 B= 0001 10
0 00 011 0 00 011
0 00 0 01 0 00 0 01

(,Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1.
2.

Las matrices A y B son de Jordan.

Las matrices A y B tienen el mismo rango, el mismo polinomio caracteristico y el mismo poli-
nomio minimo.

. Las matrices A y B no son semejantes.

Las matrices A y B son semejantes.

Cuestion 43
Se consideran las matrices

a 0 0 2 00
A=10 b ¢ B=10 11
d 0 2 0 0 1

Indica cuédles de las siguientes afirmaciones son ciertas.
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1. Sia=b=1y cd # 0, entonces las matrices A y B son semejantes.

2. Ay B tienen igual forma de Jordan si y sélo si se da una de las condiciones siguientes

(a=b=1,c#0) o (a=b=1,d#0).

3. Sic=d =0, entonces A y B no tienen la misma forma de Jordan.

4. Si Ay B son semejantes entonces a = b = 1.

Cuestion 44
Sea f un endomorfismo de un R-espacio vectorial de dimensién 300 y A una de sus matrices asociadas.
;,Cuales de las afirmaciones siguientes son verdaderas?

1. Si f3 —3f = f entonces el polinomio caracteristico de f es ps(X) = (X — 2)"(X + 2)*X? con
r+s+t=300yrs,t>0y f es diagonalizable.

2. Si f es inyectivo, f3—2f% = —f y el subespacio propio asociado al valor propio 1 tiene dimensién
1, entonces la matriz de Jordan de f es la matriz J = (z;;) donde z;; =1si j=io0j=i+1y
0 en el resto de los casos.

3. Si f3—3f = f entonces f es un isomorfismo.

4. Sipp(X) = (X — 1)I19O(X — 2)2% y los rangos de las matrices A — I y A — 21 son 200 y 299
respectivamente, entonces la forma de Jordan de f es

_(J1 O
=(a 3)
donde

- J1 es la matriz identidad de orden 100,
- Jo = (x4;) es una matriz 200 x 200 tal que x;; = 2, ;41 = 1 para todo i y
- los ceros son matrices nulas de tamanos adecuados.
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Cuestionario final. Preguntas de caracter general

Cuestion 45
;Cudles de los siguientes subconjuntos del R-espacio vectorial R3[X] son subespacios?

L {p(X) € R3[X]: p'(X) =3}
2. {X?+1,X}

- {p(X) € Rs[X] : p(0) = 0}
AaX : aeR}

B~

Cuestion 46
Se consideran el R - espacio vectorial V = R? y los siguientes subespacios de V

U=<{(1,1,2),(3,4,0)} >, W={(z,y,2)eV:a2=0,6y+z=0}

;,Cuales de las afirmaciones siguientes son verdaderas?

1. UNnW = {0}
2. WcU
3. U+W=R3
4. U=W

Cuestion 47
Se considera el R - espacio vectorial V = R%, y sea U el siguiente subespacio de V'

U={(z,y,2,t) € R* tales que 2z+y—32z=0}
;,Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
1. <{(1,-2,0,0),(0,3,1,0)} > es base de U.

2. U tiene dimension 3.

w

W ={(x,y,2,t) €R* talesque z+y—2=0,z—2z=0} es un subespacio de U.

4. No existe un subespacio T de R* tal que U & T = R%.

Cuestién 48
Las coordenadas del vector v = (1,2, 3,4) respecto de la base

B={v1=(4,3,2,1),v2 = (3,2,1,0),v3 = (2,1,0,0),v4 = (1,0,0,0)}

son:



CUESTIONARIO 193

Cuestion 49
Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal definida por su matriz asociada respecto las bases canénicas en
los espacios inicial y final:

1 -1 -1 3
Mg, s (f)=11 1 2 4
1 1 1 5

(Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

. flaer + Pes) = (o + 36,0 + 48, a + 50)

—_

[\)

. El rango de la aplicacién lineal es 4.

w

. f es inyectiva.

4. La dimension del ntucleo de la aplicacién lineal es 1.

Cuestién 50
Sea f : R'? — R? la aplicacién lineal definida por su matriz asociada respecto las bases canénicas en
los espacios inicial y final:

10 001 00O01O0O0O0
01 000 1 0O0O0T1TO0O0
MeweF) =10 01000100010
0001 00 010001
[ Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
1. f es sobreyeectiva.
2. La dimension del niicleo de la aplicacion lineal es 4.
3. ker(f)=<{e1 —e5,e1 — eg,ea — €5,€2 — €10, €3 — €7,€3 — €11,
€4 —e€8,64 — €12, } >.
4.(1,1,1,1) ¢ im(f)
Cuestién 51
Se consideran las siguientes matrices
? [1) _31 0 -1 1
M = P=12 1 0
2 1 4 1 3 1
1 -1 0

Sea f : R — R* la aplicacién lineal cuya matriz asociada respecto de las bases B = {v; = (0,2,1),v3 =
(=1,1,3),v3 = (1,0,—1)} en R3 y la base canénica B. en R?* es Mpp (f) =M
,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?
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1. Mp. g (f)=MP
2. Mp, 5, (f) =MP!
3. Mp,p.(f)=PM
4. Mp g, (f) = P'M

Cuestion 52
Sea f el endomorfismo de R* que tiene por matriz asociada respecto de la base canénica la matriz

00 0 4
0030
1000

;Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. Si B = {e1,e4,e2,e3} entonces la matriz asociada a f respecto de B es

)

Mpg(f) =

O O = O
O O O -
N O OO
O W O

2. Existen bases By y By de R* tales que Mp, 5,(f) = L4
3. No existen matrices inversibles P y @) tales que QM P = I,

4. No es posible hablar de f~!

Cuestién 53
Sea f el endomorfismo de R* que tiene por matriz asociada respecto de la base canénica la matriz

00 0 4
00 3 0
M=Ms()=109 2 0 o
1000

;Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1. e1 + e4 es vector propio asociado a algin autovalor de f.

[\)

. 2,—2,4/6,—+/6 son los valores propios asociados a f.

w

. f no es diagonalizable.

W

. 2e1 + e4 es vector propio asociado a algun autovalor de f.
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Cuestion 54
Sea f :R3? — R* una aplicacién lineal definida por

fle,y,z)=de+y+z,x+y+2z,—x—2y—52,0)

;,Cual de las siguientes matrices es la matriz asociada a f cuando en el espacio inicial y en el final se
consideran las bases candnicas respectivas?

4 1 1 1 1 0
1 1 2 -1 -1 -1
1 -1 -2 =5 2) 2 1 -1
0 0 0 2 2 3
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 -1
3) -1 -2 -3 4 1 -1 -1
-1 -2 =3 -2 3 3

Cuestion 55
Se considera el R - espacio vectorial V = R*, y sea U el siguiente subespacio de V'

U={(z,y,2,t) cR? talesque 2z —y=0,z+32—-t=0}
;,Cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas?
1. Si Wy =< {(1,1,1,1)} >, entonces la suma U + W) es directa: U & Wj.
2. Si Wy =< {(-2,1,1,3)} >, entonces Ws estd contenido en U: Wy C U
3. Si W3 = {(z,y,2,t) € R* talesque 3z —y+3z—1t=0}, entonces UNW3="U.

4. Si Wy = {(z,y,2,t) €R* talesque z+y+2z=0,t=0} entonces U@ W, =V.

Cuestién 56
Las coordenadas del vector v = (1,2, 3,7) respecto de la base

B= {Ul = (7,6,5,4),’02 = (3327 170)7U3 = (2a 1,0,0),’04 = (170) O)O)}

SOIL:

Cuestién 57
Se consideran los siguientes subespacios del R-espacio vectorial V = R4

U={(z,y,z,t) €V talesque xz+y+2z=0,t=0}

W ={(z,y,2z,t) €V talesque x4+y=0,y—t=0,2z+2t=0}

Sea f: U — W una aplicacién lineal.
;,Cudles de las afirmaciones siguientes son ciertas?
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. Cualquier matriz asociada a f es de tamano 4 x 4

. Si f no es la aplicacién nula, entonces f es sobreyectiva.

. Cualquier matriz asociada a f es de tamano 1 x 2

. La aplicacién f nunca puede ser isomorfismo.
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Cuestion 58
Sea f : R — R? la aplicacién lineal definida por su matriz asociada respecto las bases canénicas en
los espacios inicial y final:

;,Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

1.
2.
3.

S = O

Mg, . (f) =

o O O

0

f no es sobreyeectiva.

€4 —eg,eq — 612,} >.

(1,1,1,1) ¢ im(f)

= o O

0

o O O

0

1
0
0

0

S O = O

La dimension del nicleo de la aplicacion lineal es 4.

SO = O O

o O o o

o O O =

ker(f)=< {e1 —e5,e1 —eg,ea — ep, €2 — €10, €3 — €7,€3 — €11,

o o = O

o= O O

o O O O

Cuestion 59
Sean U y W dos subespacios de Ry[X], de los que se sabe que

<{X?-3X+2, X' -1} >cUNW

Decir cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas.

. SiX3cUyX*—X3—1¢€W entonces dim(U N W) >3.

1
2
3
4

. Si dim(U)=2 entonces < {X? —-3X +2,X* -1} >=UnNW =U.

. Si dim(U + W)=3, entonces dim(U)=3 y dim(W)=3.
. Si dim(U + W)=3, entonces dim(U)=3 6 dim(W)=3.

Cuestion 60
(Cudles de los siguientes subconjuntos del R-espacio vectorial R3[X] son subespacios?

1
2
3

e

- Ap(X) € R3[X] : p"(X) =0}
X2 X, X +3)
- A{p(X) € R3[X]: p(0) =1}

A{aX? 4 X +4(X +3): o, 8,7 €R}




