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Problemas Transitorios
En diversos problemas de ‘campo’ como la transmisión del calor o. En diversos problemas de campo , como la transmisión del calor o 

el flujo de fluidos, es necesario tener en cuenta la evolución en el 
tiempo. Para los problemas citados, en la ecuación diferencial en 
derivadas parciales del problema interviene la variable tiempo de laderivadas parciales del problema interviene la variable tiempo, de la 
siguiente forma, considerando un dominio espacial  :

=f(x y t)uyxkuc· ))·(( 
 =f(x,y,t)uyxk
t

c· ))·,(( 


con las condiciones auxiliares en el 
 d  l l d lcontorno  de  a lo largo del 

tiempo, (t >= 0):
* u(x,y,t)=û (t) en 1 tipo (Dirichlet)

dado) normal gradiente-flujo Neumann,(tipo,,:,en)·,(* 2 texteriornormalnq
n
uyxk n 











( ,y, ) ( ) 1 p ( )

. Por otra parte se tienen unas condiciones ‘iniciales’ (t=0) en todo Ω, de la 
forma:

u(x y 0)=u (x y) en 

2 
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u(x,y,0)=u0(x,y) en 



Problemas Transitorios
. Se ha estudiado la transformación de la EDP siguiente, con sus condiciones g ,
auxiliares tipo Dirichlet y Neumann, problema estacionario, independiente del 
tiempo t :  ),(,,),()·,(),()·,( yx)=f(x,y)yxuyxbyxuyx(k-

a una formulación débil equivalente, que ha de verificarse para todas las funciones 
de peso admisibles w(x,y) que se anulan sobre 1, borde con condiciones 
esenciales de tipo Dirichlet,  donde se obliga a u(x,y) a tomar valores dados. 

  











2

·····]····[
ΩΩ

dsw
n
ukdxdywfdxdywubwuk

En la ecuación =f(x y t)uyxk·uc· ))·(( 


En la ecuación
el término b·u no aparece, y sí el de la derivada temporal de u y el tiempo t como 
variable independiente adicional, que puede aparecer en f, c y k.

f(x,y,t)uyxk
t

c )),(( 


Se considera u(x,y,t), las condiciones auxiliares descritas, y las funciones de peso 
w(x,y), independientes de t, admisibles, para construir la formulación débil. Para un 
tiempo fijo, un proceso análogo de transformación aplicando teoremas integrales 
tipo Divergencia y Green en el dominio espacial  en (x,y), lleva a la formulación 
débil:

 













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··u···]·[··u·
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dsw
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kdxdywfdxdywukdxdyw
t

c
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Problemas Transitorios

 



  uu dkd dfd dkd d  
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kdxdywfdxdywukdxdyw
t

c

Se construirá la aproximación por elementos finitos en el espacio x-y, con elSe construirá la aproximación por elementos finitos en el espacio x y, con el 
proceso habitual de aproximación discretizada del dominio espacial. El dominio 
discretizado h aproximará al . Los bordes espaciales serán como antes 1h
(esenciales, Dirichlet) y 2h (para gradiente espacial de u, Neumann)

La solución aproximada global se formulará 
separando las variables espaciales, x,y del tiempo t, 
quedando uj(t) a determinar):





n

j
jjh yxNtutyxu

1

),()·(),,(

( , ) y 2h (p g p , )

q j( ) ) j 1

siendo “n” el número de funciones base en la discretización, expresándose la 
solución aproximada uh(x,y,t) interpolando los valores nodales uj(t) dependientes 
del tiempo y las mismas funciones de forma globales Nj(x y) utilizadas en el casodel tiempo y las mismas funciones de forma globales Nj(x,y) utilizadas en el caso 
estacionario, que sólo dependen de (x,y).
Por otra parte, se emplean las mismas funciones de peso wh(x,y) que en el 
caso estacionario, sólo dependientes de (x,y).





n

j
j

yxw

jh yxNwyxw
1 )(

),(·),(
Las wh(x,y) se anulan en las zonas del borde 
donde se aplican condiciones esenciales, esto es, 
donde u es conocida

caso estacionario, sólo dependientes de (x,y). 
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j yxw jjh ),(donde u es conocida.



Problemas Transitorios

 



  h dkd dfd dkd d uuh

Vamos a dar una forma matricial a las expresiones anteriores:
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Problemas Transitorios

 



  h dkd dfd dkd d uuh

Vamos a dar una forma matricial a las expresiones anteriores:

 









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
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Sustituyendo en la forma integral o débil, término a término:Sus uye do e a o a eg a o déb , é o a é o
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Problemas Transitorios

 



 

 h dkd dfd dkd d u][uh

Quedando la forma débil en formato matricial:
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Recuérdese que las componentes de W son cero en todos los nodos con u dado (condiciones 
de Dirichlet).Observar que la expresión anterior es escalar: WT·R=0, producto del vector fila 
WT (1xn) por  el columna R (nx1), entre ‘llaves { }’). Es la representación aproximada de la 
formulación débil del problema Se debe cumplir para valores arbitrarios de las componentesformulación débil del problema. Se debe cumplir para valores arbitrarios de las componentes 
del vector W, que no sean las establecidas como nulas a priori, es decir, las correspondientes 
a los nodos con condición esencial (Dirichlet), valor conocido de u.

   ETTT RSe consideran agrupadas las componentes de W y R en la   0·,· 









D

ET
D

T
E

T

R
R

WWRWSe consideran agrupadas las componentes de W y R en la 
expresión anterior como :
en que están en primer lugar las componentes asociadas a los nodos con condiciones 
esenciales subvector E y luego las demás subvector D

Se observa que al ser WE un vector de ‘ceros’, ha de ser WD
T·RD=0, para 

cualesquiera valores Wi de las componentes de WD.  
Ello implica que todas las componentes de R han de ser nulas !!

esenciales , subvector E, y luego las demás, subvector D.
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Ello implica que todas las componentes de RD han de ser nulas !! 



Problemas Transitorios
  0][)()()(  TTTTT dd dfd dd d   0·]··[·)····()()····(·

2

   hhhh Ω nh
TT

hΩ

T
h

TT dsuDdxdyfdxdyDtdxdyc NNUBBUNNW

Llamando:


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Y considerando establecida la ordenación de índices siendo los primeros los de los nodos 
con condiciones Esenciales, conjunto de índices E, y los demás, conjunto de índices D, , j , y , j ,
se tiene la siguiente expresión por bloques en matrices y vectores:
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Como WE tiene todas sus componentes nulas y las de WD son arbitrarias, ha de ser: RD=0:
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 )(·)(·)(·)( tttt· hEDEhEDEDhDDhDD UKUMFUKUM  

que es un sistema de EDO de 1er orden lineal explícito que se puede resolver paso a paso. 
Recuérdese que U (t) es conocido para todo t> 0 (Dirichlet) y por tanto dU (t)/dt
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Recuérdese que UhE(t) es conocido para todo t>=0 (Dirichlet), y por tanto dUhE(t)/dt .



Problemas Transitorios
)(·)(·)(·)( tttt· UKUMFUKUM   )()()()( tttt hEDEhEDEDhDDhDD UKUMFUKUM 

que es un sistema de EDO de 1er orden lineal explícito que se puede resolver paso a paso. 
Recuérdese que UhE(t) es conocido para todo t>=0 (Dirichlet), y por tanto dUhE(t)/dt .

Para simplificar, llamando )(·)(·)( ttt hEDEhEDED UKUMFS  

donde M y K no dependen de t si no lo hacen c y k, y F depende de t si f 
d d d t

se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en t :

)()(·)( ttt· SUKUM 

o qn dependen de t,

)()(·)( ttt· hDDhDD SUKUM 

Recuérdese que: )()( tyt hDhD UU 

contienen como incógnitas los valores aproximados dependientes del tiempo t decontienen como incógnitas los valores aproximados, dependientes del tiempo t, de 
la función incógnita u(x,y,t) así como sus derivadas respecto al tiempo, en los 
nodos de la malla en que NO se imponen condiciones esenciales, en nuestro caso, 
nodos en que no se conocen a priori los valores para la función u(x,y,t).

Por otra parte, )()( tyt hEhE UU 

contienen valores conocidos en los nodos con condiciones esenciales, que son 
datos que forman parte de las condiciones auxiliares del problema
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datos que forman parte de las condiciones auxiliares del problema.



Problemas Transitorios
Vamos a simplificar la notación representando:

SK·uuM· 
p p

)()(·)( ttt· hDDhDD SUKUM  como: 

En que recordamos las condiciones ‘iniciales’ para t=0, en todo el dominio q p ,
Ω de la forma: u(x,y,0)=u0(x,y) en , aproximado en su discretización
espacial: U(t=0)=U0(x,y) en h, u(t=0)=u0 , en todos los nodos de la malla.

La solución se aborda mediante un modo denominado de  ‘semidiscretización’, con 
elementos finitos en el espacio.
Un procedimiento habitual para la resolución del problema transitorio es la familia p p p
de métodos de aproximación denominada “”. 
Consiste en aproximar las derivadas respecto al tiempo en dos momentos 
consecutivos tm y tm+1 mediante una interpolación lineal de la variable de campo uconsecutivos t y t mediante una interpolación lineal de la variable de campo u
en dichos instantes:

1≤≤0-·)·-1(
1

1  para
t
uuuu
mm

mm







d í

1≤≤0·)·-1(:
)-1·(

1

1








parauuusiendo
uuu

mmm

mmm












y de aquí:
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Esquema de integración temporal
1El sistema de EDOs es válido para todo t > 0, y para los instantes t = tm y t = tm+1: 

··  mmm SuKuM  )·-·(1-  mmm SuKMu
111 ··   mmm SuKuM  )·-·( 111-1   mmm SuKMu

(En lo anterior se está suponiendo que el vector S depende del tiempo, 
í l t i M K)

1≤≤0-·)·-1(
1

1  para
t
uuuu
mm

mm







y no así las matrices M y K)

Sustituyendo                   en:1, mm uu 

)-·()]·-·()·-)·(-1·[( 111 mmmmmm uuMSuKSuKt   se llega a:

Agrupando: mmmm utKMSStutKM ]··)·-1(-[])·-1(··[)···( 11   Agrupando: ])([])([)(

Resulta la sucesión de sistemas de ecuaciones en  um+1 , m=0,1,… ; t0, t1, …

ˆˆ conocidouSuK mm 011 ,ˆ·ˆ  

mmmmm utKMSStStKMK ]··)·-1(-[]·)·-1(··[ˆ,··ˆ 111   

siendo:
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utKMSStStKMK ])1([])1([,  



Esquema de integración temporal
Resulta la sucesión de sistemas de ecuaciones en um+1 m=0 1 ; t0 t1Resulta la sucesión de sistemas de ecuaciones en  u , m 0,1,… ; t0, t1, …

conocidouSuK mm 011 ,ˆ·ˆ  

Tras hacer el ensamblado de las aportaciones de los elementos finitos se

mmmmm utKMSStStKMK ]··)·-1(-[]·)·-1(··[ˆ,··ˆ 111   

. Tras hacer el ensamblado de las aportaciones de los elementos finitos, se 
resuelve esta ecuación para cada paso de tiempo obteniéndose los valores 
nodales um+1 correspondientes al instante tm+1 .

Eligiendo diferentes valores para  se tienen los siguientes esquemas de 
integración paso a paso en el tiempo:

 = 1/2: Esquema de Crank-Nicolson. Incond. estable. Precisión O(∆t)2

 = 2/3: Esquema de Galerkin. Incondicionalmente estable. Precisión O(∆t)2

 = 1: Esquema en difer. finitas hacia atrás. Incond. estable. Precisión O(∆t)

 = 0: Esquema en difer. finitas hacia adelante (Euler). Condic. estable. Prec. O(∆t)
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Esquema de integración temporal
Para todos los esquemas numéricos en que  < 1/2 esta familia de métodos  es. Para todos los esquemas numéricos en que  < 1/2, esta familia de métodos  es 

estable solamente si el paso de tiempo ∆t satisface la siguiente condición de 
estabilidad: ∆t <= ∆tcri = 2/[(1-2·)·λ]
donde λ es el mayor autovalor asociado al problema de autovalores generalizado:donde λ es el mayor autovalor asociado al problema de autovalores generalizado:  

K·v= λ·M·v

Resulta la secuencia de sistemas de ecuaciones en  um+1 , m=0,1,… ; t0, t1, …

mmmmm utKMSStStKMK ]··)·-1(-[]·)·-1(··[ˆ,··ˆ 111   

conocidouSuK mm 011 ,ˆ·ˆ  

utKMSStStKMK ])1([])1([,  

. El esquema de Crank-Nicolson ( = 1/2 ) se puede escribir:

)(
2

)··
2

()···
2
1( 11 mmmm SStuKtMutKM 





 

)··(
2

·)···
2
1( 11 mmmmm uKSStuMutKM 


 
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Esquema de integración temporal
Resulta la sucesión de sistemas de ecuaciones en um+1 m=0 1 ; t0 t1

mmmmm KMSSSKMK ])1([])1([ˆˆ 111   

conocidouSuK mm 011 ,ˆ·ˆ  

Resulta la sucesión de sistemas de ecuaciones en  u , m 0,1,… ; t0, t1, …

. El esquema de Galerkin ( = 2/3 ) se puede escribir:

mmmmm utKMSStStKMK ]··)·-1(-[]·)·-1(··[,·· 111   

)·2·(
3

)··
3

()··
3
·2( 11 mmmm SStuKtMuKtM 








 

)··2·(
3

·)··
3
·2( 11 mmmmm uKSStuMuKtM 





 

. El caso ( = 1 ) se puede escribir: 11 ··)··(   nnn FtuMuKtM

. El caso ( = 0 ) se puede escribir:
)··(··)··(· 1 mmmmmm uKFtuMFtutKMuM 

( ) p 11  nnn
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