Introduccion al método de los
Elementos Finitos en 2D

Leccion 14
Variantes para la aproximacion
en elementos finitos 2D

Adaptado por Jaime Puig-Pey (UC) de:
. Zabaras, N. Curso ‘FE Analysis for Mech&Aerospace Design’. U. Cornell. 2012.
. Fish, J., Belytschio, T. “A First Course in Finite Eiements”. Ed. Wiiey, 2007.
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@ Elementos Finitos Isoparamétricos JcC

. Las funciones base utilizadas en las transformaciones T, no tienen por qué
ser las mismas que las que se emplean para la aproximacion de funciones.

. Sea M el numero de funciones base utilizadas para definir T, y sea ne el
numero de funciones base (nodos por elemento) utilizadas para la
aproximacion de funciones.

. Los polinomios empleados para definir la geometria pueden ser de mayor
orden (M>ne), igual (M=ne) o menor (M<ne) que los empleados para la
aproximacion de la funcién incognita principal.

. Esto define elementos finitos superparamétricos, isoparamétricos y
subparametricos respectivamente.
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Elementos Finitos Sub, Iso, Super paramétricos

Uc
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Elementos cuadrilateros: BILINEAL jc

. Utilizamos el producto tensorial
de polinomios de Lagrange 1D de
grado 1:
A 1
N, (S,77) = 2(1-5)'(1-77)
A 1
N,(S,7) =Z(1+§)°(l-f7)
A 1
N;(c,77) = Z(1+§)'(1+f7)
A 1
Nale,m) =7 (1-¢)(1+m)
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Elementos cuadrilateros: BICUADRATICO jc

. Utilizamos el producto tensorial
de polinomios de Lagrange 1D de
grado 2.

) 1 ] 1
Ny(&m) =7 (€°-8)(n"-m) , Ns(&m)=5(1-€°)(n" -n)

) 1 A 1
Ny(Em) =4 (E°+E)(*-m) , Ne(&m) = 5 (E° +&)(1-1°)

A 1 A 1
Ng(&m) =7 (€% +E) (M +n) , Ny (Em) =5 (E%-)(n” +)

N 1 A 1
N,(&m) = Z(éz -£)-(m*+m) , Ng(&m) = §(§2 -£)-(1-1°)
No(&m) = (1-£2)-(1-n?)

. Observar que en este modelo existe
un nodo interno (9).
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Elemento Cuadratico de 8 nodos jc

. Este tipo de elementos no procede del
producto tensorial de polinomios 1D. Se
denominan elementos ‘serendipity’.

. Para deducir el funciéon de forma para
el nodo 1 (§ =-1, n=-1), se necesita un
polinomio que se anule sobre las
rectas: 1-£=0, 1-n=0, -1-&-n=0,

Y que valga 1 en el nodo 1.

I\L(&,n)=§<1—§>(1-n)(—1—5—n>, N5<§,n>=§<1—52><1-n>

Nxam=i<1+§>(1-n)(-1+é—n> , N6(§,U)=%(1+§)(1—ﬁ2)

N3<r:,n>=§(1+§)(1+n>(-1+5+n) , N7(§,n)=%(1—§2)(1+n)

Nl(fm)=§(1—§)(l+n)(-1—5+n) , Ng(é,n)=%(1—§)'(l—n2)
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Formulas (reglas) de integracion (cuadratura) numeérica jc

. Las reglas de cuadratura 2D se
basan en las reglas de Gauss 1D: IG(§ mdédn = ”(G(g n)d&)dn =

-1-1
. Aqui renombramos los indices (m,n)

N
con solo uno |, variando de 1 a N2, en Z[ZG(&,U ) W] ZG(§|'7|) ‘W,

este caso N, es el num. de p. base de =1
Gauss-Legendre en 1D, supuesto que n)
se toma el mismo valor N, en cada ‘
direccion. r |
n= /375 =1 ;:gl 2
we=5i9 M7 |G Zosis1 w=40/s1 Wy =25/81
|
- =4 [=5| I=6
12 jaw m=2 ﬁ4=4{):‘$1 Ws J6als1 W = 4081 €
. Esta regla de Gauss-
Legendre de 3x3 puntos integra e =1 1=2 1=3
exactamente polinomios de w=sio " LG casl w408 wy=25/81
grado menor o igual que 5 en 1
cada variable en el dominio n=1 n=2 n=3
(E ) I E=—/3]5 E=0 £=./3/5
\=0 0t wy = 5/9 wy=8/9  wy=5/9
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Elementos triangulares 5C

. Se consideran primero elementos triangulares de lados rectos. Consideremos la
transformacion entre un elemento maestro triangulo rectangulo isésceles (0,0),
(1,0), (0,1). Las funciones base de Lagrange se comprueba facilmente que son:

x = x(0, )
~ y =y, n}]’"k;_f 7,
Nato,m) =E-c7 (xg”vi}-; =G m} o
A NN
N 2 (59 77) = 5 /( }_*X____ /--,‘____-i"

¥ X, ¥ P _,m._______q__%_-x-%

N3(é:977):77 ;n/ 5 (x2,32)

(g .yl}l

x

. La transformacion de coordenadas se define como:

3

X:ZXj.NAj(§777)

j=1

yziyj.l\,\lj(é:an)
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Elementos triangulares jc

3 n
x=Yx N @&n Nlem=1-c-7

— n

J3 N2(§9 77) — 5
V=2 NED Niem=n .

- . s emyg m} ;L@
. Invirtiendo la transformacion: /\ Yy ErE O N

ps

1 , %y —
5:—{(y3—y1)(x—x1)—(x3 -xpy-yDp p (xz,yz}'”“*--a.ﬁ._ﬁm
n= {=(Y2=yDX=X)+ X =Xy =y} | 77V _

> (0, 0|
Are * l 2
de
. De estas expresiones, se
1_65_ =N, (&,7) = NE(X(E, ), Y(E, )] puede calcular facilmente:
&= N,(&,m) = NS (X&), Y(E,m) > 05 0g 577 on 13
n=Ny(&m) =NS(X(&m, y(&m) | x oy’ ox oy
Y de ellas la matriz de ‘rigidez’ y
el vector de ‘cargas’ del elemento
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Coordenadas de area §C

. Las valores de ¢, n, 1- £ - n se pueden interpretar
facilmente como cocientes de areas. Ello es util para
deducir elementos triangulares de mayor orden.

. Unanse los puntos genéricos interiores a los
triangulos, (&, n)y (X, y), con los vértices de los
triangulos A y Q. respectivamente.

Denotese &, , a;, como las areas de los subtriangulos
opuestos a los nodos i en A 'y Q. respectivamente. 3

. Defipimos las coordenada§ de area en A como:
G=alA, =1, 2,3, donde A,=1/2 es el area del
elemento maestro A.
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Coordenadas de area

. Puesto que |J| es constante (representa el
cociente de areas de Q_ y A), la transformacion
T, transforma las areas uniformemente.

Asi: ¢=a/A_ =a/A,, i=1, 2, 3, donde A, es el
area del triangulo en el espacio original

. Esto es cierto solo para triangulos de lados
rectos.

. Las coordenadas de area también se
denominan coordenadas baricéntricas.
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Coordenadas de area 5C

. En las figuras se muestran varias
propiedades interesantes de las
coordenadas de area .

. En un punto interior arbitrario, la recta
;= cte es paralela al lado opuesto al nodo
i en el elemento.

. Los lados del borde del elemento tiene
como ecuacion: (=0, i=1, 2, 3.

. Las coordenadas de area o baricéntricas
de los vertices del triangulo son:
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

(0,0, 1)]

{}1
t, = — = cte

e

(1,0,0)

i =1-&-n
¢r=¢6
¢y=1
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Funciones de forma de alto grado

JcC

. Las coordenadas de area (, sobre A se pueden utilizar para definir funciones
de forma de mayor grado . (Fish, J., Belytschko T. , ‘A First Course in Finite Elements’. Wiley. 2007))

=Z>
I

=248, -1/2) , N, =44,
,=26,(&, -1/2) , Ny =448,
N, =2¢,(¢,-1/2) , Ny =4¢.¢

=>

Funciones
de forma
cuadraticas

N, =(9/2)¢,(&, —2/3)(&, —1/3)
N, =(9/2),,(¢, —2/3)(<, —1/3)
N, =(9/2)¢,(& —2/3)(¢, —1/3)
N, =(27/2),¢, (&, —1/3)
N, =(27/2)¢,6,(E, —1/3)
N, =(27/2),¢,(&, —1/3)
N, =(27/2)¢,¢,(4, —1/3)
N, =(27/2)¢, (&, —1/3)

N, =(27/2)¢,4,(¢, - 1/3)
N,, =27¢,4,¢,

444444

[¥¥]

Funciones
de forma
cubicas
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Funciones de forma utilizando coordenadas de area §c

. La transformacion de coordenadas se hace ahora mediante las
expresiones:

X(EM) = X160 = D% N (£1,65.4)

y(&,m) =Y(£1,5,,63) :Zyj.Nj(§19§29§3)

. Los calculos difieren de los usados en cuadrilateros por la presencia de la
coordenada redundante {,= 1- {,- G5 .

. Para el calculo de las derivadas se procede asi:

ON, _ 0N, a¢, N, a¢, 0N, o,
OX 04, OX 0¢, OX 0&, OX

. De modo alternativo, se puede utilizar {;= 1- (- (53, =8, 53=m, Y
operar como se hace con los cuadrilateros.
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JcC

. Se pueden utilizar reglas de cuadratura especiales para aplicarse empleando
coordenadas de area.

Formulas de integracion para triangulos

IG(§1agza§3)°d§2'd§3 = (recordar que g =1-¢,-¢3)= 2G(§1|>§2|a§3|)'wl

Donde &, &y, Cs SON los puntos base para la integracién en A, N, su

numeroy w, los pesos.

Exacta polin.
lineales

Exacta _polin.
cuadraticos

Exacta polin.
cubicos

o L .
k” b Puntos G W,
Puntos G W; g {1 1 1} - 27
Puntos G > 3§ *
2 2 1
1 a (4,0,4) 1 booGs 15 1)
11 11 2
a (3.33) b (3,4,0) ! ¢ G5 155 1) %
£ 11 2
c (0,4, %) : d (5. 13 15)
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