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@  Calculos con el elemento finito 2D

. Se definira un elemento maestro o normalizado )
en coordenadas “naturales” (¢,n). . /{ y=yE 1)
3

x=x(1,n)
y=y(l,n)

uc

. Cuando un elemento tiene lados curvos
(figura), los calculos resultan mas complicados
en las coordenadas (x,y) de partida.

- Por ejemplo, los limites de integracion varian |
de un elemento a otro. ot

¢, Se podria encontrar un elemento normalizado \
A que se puede hacer corresponder \.1
adecuadamente con cada elemento Q_? \ /
Entonces, aplicando la transformacion de |
coordenadas de Q_->A se podran realizar todas >
las integraciones sobre el elemento maestro A. A

(=1,-1)
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@ Elemento finito 2D cuadrilatero JC
. Se tomara un elemento maestro A X=Xt 1)
cuadrado en el espacio 2D (§,1), " /{J"zf"‘“’ D
-1<= £ n<=1.

x=x(1l,n)

. Se define la transformaciéon A-> Q. como v =yl

sigue: Y
[ x=x(Em)
Te. _ /
y=y(&m) -
. Obsérvese que el lado =1 de A se . _r:_;”(ga ” a, E=E)
corresponde con el lado curvo: x=x(1, 1), =y ‘ ”j?“’- »)
y=y(1, n) del elemento genérico Q, n €s un *.\ /
7 \ m
parametro. \ a1 A N
[
. Consideraciones similares se pueden \ /
hacer con los otros 3 lados del contorno de ]
estos elementos de topologia cuadrilatera. I
A E: 1

(=1,-1)
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@ Elemento finito 2D cuadrilatero JC

. Se puede realizar la secuencia completa de
transformaciones {T,, T,, ..., Tg} de cada
elemento finito en el espacio original (X, y)
sobre el elemento maestro: T,: A-> Q,_,
e=1,...,.E

. Hay que establecer como transferir todos
los célculos necesarios en cada elemento Q,
al elemento maestro A.

-1, 1) | ;i /o
. El proceso se hara expresando los calculos "/

en terminos de las transformaciones {T,, T,, |
oy Tg} A

(—1,-1) (1,-1)
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@ Ecuaciones de transformacion JC

. Se supondra que las transformaciones x=x(&,n),
y=y(&,n) son diferenciables. Entonces puede
escribirse:

OX OX
dx="de+ X dn
0e 8t on 7

oy oy
dy=—d&+—d
y o8 S on 7

. Esto se puede escribir matricialmente como

sistema de ecuaciones: " /
(-1. 1) [ ] ’ (1, 1)

[ OX  OX |

GolEem L
dy oy oy | |dn |
56 577 -=1-D (1,-1)

Matriz Jacobiana [J]
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@ Ecuaciones de transformacion JC

. La matriz Jacobiana J transforma los segmentos
diferenciales d¢ , dn de A en los dx, dy de Q,

= -] Matrlz
o — / Jacobiana J
|dx| 2§ on |d¢ |
|fﬁ| - v v | (.r,??}.[
(06 O
. Suponiendo que existe la transformacion inversa: ., y
a: E.>(X1y) » M= n(X,Y) | L
|
T QA e=12,..E P —
[ T —1,-1) J{ )
ﬂ _g ’ 1,-1
{df} _ i on on {dx} Determinante de la matriz Jacobiana:
dnj [JI|_dy ox |ldy 13 |=det(g) = XY _ X
| 05 06 | o0& on On 0&
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@ Ecuaciones de transformacion JC
o
T 1. & =E&(xy) {df}:i on  oOn {dx}
Tl m=nxy) Wdr) (3 oy ox |(dy
| 05 0g _

Por otra parte, se tiene que:

_8_5 a_g_
pIREARH
dn] |97 On| |dy
| OX 0y
Luego:
o6 1 oy 05 -1 ox
OX - |J |877 ’ 8y - |J |577 ’ LD HT iil f (1, 1)
on _-1dy an_ 10 Y
ox 1310 "oy |3]o¢ A |

=1L-1 (1,-1)
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@ Construccién de la transformacién T, JC

. Se buscan transformaciones diferenciables {T,, T,, ..., Tg} de la forma
x=x(&,n), y=Y(§,n) para cada elemento finito, que no cree huecos o solapes
entre elementos y que sean faciles de construir a partir de la geometria de cada
elemento Q, .

. Continuando con la aproximacion mediante funciones base en un elemento,
se tendra un conjunto de funciones base Nj(ci,n) en A tal qgue una funcién

G (£m) en A
se puede aproximar combinando esas funciones base:

6(5m=29;N,(Em) » 9,=6(5m)

. (§;,n;) son las coordenadas del nodo | en el elemento maestro.
. M=ne es el niumero de nodos en el elemento maestro.
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Construccion de la transformacion T, JC

. Las transformaciones T, se pueden
construir utilizando las funciones base
de elementos finitos como sigue:

Funciones de forma
cuadraticas

x:ZXJ—-Nj(&’?) ) y:ZyJN\](é’n)

- Donde (X;,y;) son las coordenadas del
nodo | en el elemento €, .

- Obsérvese que, por las propiedades
de las funciones base (‘efecto 0-1 en
los nodos’), al nodo (§,,n,) en el
elemento maestro le corresponde el
(X,Y,) en el elemento Q..

Obsérvese que un lado comun entre los
elementos e y (e+1) queda definido
univocamente conociendo las coordenadas ,
de los nodos que comparten los 2 elementos A \__F
ey (e+l) .

=1,-1)
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@ Interpretacion geométrica del Jacobiano JC

. El determinante de la matriz Jacobiana de
la transformacion, |J|, Jacobiano, es el
cociente entre las areas de elementos en la
transformacion x=x(&,n) , y=y(&,n) :

dA=|J|-dA

Y| dE dn

- Hay que seleccionar las funciones base
y los nodos (x;, y;) de modo que |J|>0 (el
area no se transforme en un segmento, en
un punto o en un poligono no convexo). [ /

. Esto garantiza que la transformacion T, .[ \ /
es invertible. | | /
I
|
I

| dA = dt dn
— dx dy._

A 3
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Ecuaciones de transformacion

. Vamos a obtener el valor del Jacobiano en términos
de las coordenadas de nodos en la malla original y
las funciones base en el elemento maestro:

13 det(d) = XN _ KO
o0& on  on o0& Ny
oc _ 1 oy oc_-1ox on_-loy onp_ 10X l .
ox |Jlon ey |Jlon ox |J|oE ey |I|oé 3

(=1, 1) |/

. Para la transformacion:

=2 N €)Yy =20y N (Em)

(1, =1

05

Se deduce: 1,-1)
) LN (&), NS, B N (Emp), L AN (€n)
IJI—det(J)—(JZ:;,xj Tor )(Zy,- “on ) (J_ZZ;,X,- “on )(Zy,- )
& ii 6N(§n),a§ MXJGN(fn)
aX 'J =1 ay |‘J | j=1 677
___1i 8N(§n) on _ 1MX18N(§77)
ox |J|= 8y |‘]|J—1 ¢
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@ Ejemplo de funciones base JC

. Considérese el siguiente elemento maestro:

Ty

(-1,1) (1,1)
¥

4 3 3

~

A

1 s
(-1-1) & (1,-1)

. Las funciones base para este elemento son:

N,(6m) =5 @-£)-t-1)

N, (&, 7) =%(1+ £)-(1-n) , observar el efecto (0 <> 1), N,(L,-1) =1; N,(resto de nodos) =0

(&) =3 @+ &)@+ )

(&) = 0--(+n)
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@) Ejemplo de transformacién invertible JC

Ll
- 1,1
(1,1)¥4 [ ( ') d fﬂ: 1} JLE 3.1
_ 1 - 3 2
E T -1 ) ,;" l 0
A ) 1 - 4 ! 1
(-1,-1) & ’ (1.1) (0, 0) (3,00 X

K= 2N () = 3N (&) + 3N, (6m) = (0= 1)
j=1

Y=y N (€)= Na(E ) + 20, (E ) =§-(1+(§)

3
_ 0o -> .,
. Calculando el Jacobiano |3 |= det 2|_3_ y— - Luego la transformacion
de la transformacion: 15 4 es invertible:
L 2 |

. Observar que |J| es el cociente de areas de elementos correspondientes en
(x,y) y en (&n)
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{Qg Ejemplo de transformacion NO invertible 3c

. Analizar si la siguiente transformacion es invertible
(atencion al orden de los nodos!!):

¥

(-1,1).F4 [ 1,1) (0, 1) £4 (3,1)
! 3 T2 ) 2 3]
] _1 v e
~ I T2 r) 1 i3 4 ‘ !
A <

] , (0, 0) (3,00 «x
(-1-1) * (-1.1)

X =22 N(€,m) =3N3(£,m) + 3N, (&,7) =§-<1+n)

Y= 23,8, =Ny + NaEm) = -0+ 8

0
. Calculando el Jacobiano | = det

de la transformacion: 5 NO es invertible:

o Nlw
w

- 20> . Luego la transformacion
4

. i No se deben numerar los nodos en sentido horario !
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@) Ejemplo de transformacién invertible JC

. Analizar si la siguiente transformacion es invertible.

a
(11), e T
3

4 | 3 3

v

. 1
A : Ty 77

(-1,-1) & : (-1,1)

x, N (&) = N, (&) + 2K, (E,7) =%-(3+3§+77+§77)

>
Il

M= TDM:

y

YN () = 2,6 m) + N, (6 ) =33+ £+ 37+ £n)

]

Il
=

1 1
ARl B . |[J] >0 dentro del elemento maestro .

. 1 =gt
Z(1+") Z(3+§) . Luego la transformacion Sl es invertible:

| J |=det

. |J] es mas pequeiio cerca del nodo 1 y mayor cerca del nodo 3

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 15




E Ejemplo de transformacidon NO invertible jc

. Analizar si la siguiente transformacion es invertible

my

('1’1)
”r—— —p
4 37
T T,
______ — -1
A £ ) T4 ?
A <
1 2
- & (0, 0) 3,0y =*
M
~ - ~ 1
X=ZX,-'N,-(§J7) =3N, (&, 1)+ N;(E,m) :Z'(4+4§'277'2§77)
j=1
M
- - - 1
y=>y;N;(&n) =Ny(E,n) +2N,(&,n) =5/ (3-&+3n-Sn)
j=1
1(4_20) _£11(2+2§) 1 . |3] no es >0 en todo punto dentro o_Ic:*:I
13 |= det _1(5_3¢£—4)— €lemento, por lo que la transformacion NO
_411(1“7) i(3_§) es invertible. La region junto al nodo 3, sobre

la recta £=5/3-(4/3)- n se transforma al
exterior del elemento original.

. Todos los angulos de elementos cuadrilateros deben ser <=
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@ Ecuaciones para el MEF JcC

. Para resolver el problema de contorno en cuestion . Hay que calcular las
matrices y vectores siguientes (1<=e<=E , 1<=i, [<=M=N,):

kﬁ:j c(ONC NG ON7 NGy N axy fie=jf-Nf dx dy
‘ oXx OXx oy oy . 5

(o5

Pije = ngh p-Nie-N?dS i :ngeh y*N; ds

. Esto es con condic. naturales de la forma: o,(S)=p(s)-(u(s)-0(s))=p(s)-u(s)-y(s)
v(S)=p(s)-U(s), G(s) funcidn conocida en el borde 6Q,, con condic. naturales.

. Se supone que k y f son funciones de (Xx,y), mientras p y y son funciones de s,
abscisa curvilinea del contorno 0Q,,, (X(s), y(s)), en el que se imponen las
condiciones de ‘flujo’ o naturales, relativas a las derivadas de la funcion escalar,
incognita (u, T si temperatura, ... segun notacion)

.Queda por discutir como se calculan estas expresiones empleando el elemento
maestro y la transformacion T, .
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Calculos con el elemento maestro: Paso 1 jc

. Se construyen las transformaciones T,: A->Q,_ . e=1. 2. ..., E siendo A el
elemento maestro y (2, cada elemento de la malla ‘original’, como sigue, siendo
M=ne el nimero de nodos en cada elemento finito:

M=ne  _
X = ZX,-'N,-(&??)
=1

M =ne ~
y = Zyj'Nj(g’U)
j=1

. La transformacion queda completamente definida conociendo las coordenadas
(X, y;) de los nodos del elemento e de la malla. Las funciones base del elemento
maestro no cambian.
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Calculos con el elemento maestro: Paso 2 ,IC

. Sea g(x,y) cualquier funcion de (x,y) en €, . Se puede convertir g en una funcion
de (&,m) definida en el elemento maestro A como sigue:

g(x,y) =g(x(&mn).y(En)=9d(Emn)

. La transformacion x(&, n), y(§, n) esta definida en el Paso 1.

. Las funciones de forma del elemento e, Ni(x,y), se obtienen de las del elemento
maestro N ; j (€M) como sigue:

(estamos construyendo transformaciones biunivocas)

N$(x, ) = N (&7) = N (E(x )70 y)) = NS (X(E7), Y(€,7)

, 1=1,2,,...,ne=M , n°denodos por elemento

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 19



o™ e

{Qg Calculos con el elemento maestro: Paso 2 (€

. Las derivadas de Nf(x,y) respecto a x e y son:

ON(xy) N, a§+aNj on 06 1 &y 0f_ -1 o
oX  OF Ox  on o o |Jlon oy |Jlon
e ; . on_-1dy on_ 1o

ONj(xy) _ON; o& ON; on ox |3[oc oy |1oc

&y 05y on oy
M =ne ~ M =ne ~

x= 2 x;Ni(&n) , y= D y;N;(&n)
j=1 =1

v aNk(«: n)  0E -1 AN(En) on_-1d ON(Em) on 1 W ON(En)
T~ y ' = X ) y y = X'
ax |J|Zk oy |J|§k on OX |J|;k o& oy |J|§k o0&
Finalmente:

=

k=1

ONS(x,y) _ 1 [oN (577 4 aNk((gn) oN (577 S 8Nk(§77)
g £

RS Z

ONj(x,y)_1 | ” aN( i k(g n oN (g i N, (&, ,7)}
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@ Nota sobre la convergencia 3c

. Se ha presentado anteriormente que los ordenes de convergencia son validos
solo si

Wi (X, y) =D wW-NS(X,Y)
j=1

contiene polinomios completos de grado k para funciones interpoladas con
suavidad:

. Sin embargo, con la transformacion

N$ (X, ) = Nj(&7) = N (E(x y), (% Y) = NS (X(E,m), Y(E,m))
]=12,,..,ne=M , n°denodos por elemento

puede incluso ocurrir que las funciones de forma N;*(x,y) no sean ni polinomios.

. Se puede demostrar que si las funciones base Nj (€&n) del elemento maestro
contienen polinomios completos de grado k y [J|>0, las estimaciones de error
siguen siendo validas.
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{Qj Calculos con el elemento maestro: Paso 3 3c

. En las integrales de dominio del problema hay que efectuar el cambio al
elemento maestro A:

Jo, 9y)dxdy = [ 9(x(&. n).y(&, ) V1dE dn = [, 6(,m)11dE dy = [, G(§.m) d& dy

. Estas integrales se efectian habitualmente empleando reglas de integracion
numeérica aproximada de tipo Gauss:

J S masn =~ 6 n)w

siendo (&;n;) los puntos de Gauss, w; los coeficientes (pesos) asociados y N, el
namero de puntos de Gauss de la formula en uso.

. Por ejemplo, para el dominio A que consiste en el cuadrado [-1,1]x[-1,1]

J‘Aé(éiﬂ) dudv ~ W1'é(§1'771) + Wz'é(é’nz) + Ws'é(gs’ns) + W4-é(§4,774)

donde w,=w,=wy=w,=1, (&,,n7)=(-1/N3,-1/N3), (£,,m,)=(1/V3,-1/N/3),
(£5M2)=(1/N3,1N3), (£,,m4)=(1/IN3,-1/N3)

Esta regla gaussiana integra exactamente en el dominio A polinomios de grado 3
0 menor en cada variable.
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Calculos con el elemento maestro: Paso 4 jc

. En el proceso numérico, hay que calcular integrales en el dominio 2D:

Kyj = _[ge [k« aaine | aéNXj +6|5\Iyie -8Ia\|yj J+-NEN )T dx dy fie:.[g f Nie dx dy

. Lo habitual es aproximar las funciones k(x,y), b(x,y), f(x,y) mediante
interpolacion utilizando las funciones de forma:

K, (%9) = DK Y)-NF 06 Y) = S NE ), y(Em) = Yok, N (&)

. Esto requiere dar los valores de k(x,y) en los nodos de la malla.

. Para b(x,y) y f(x,y) se realizan céalculos similares.
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1) Calculos con el elemento maestro: Paso 5 §C

. En el proceso hay que calcular integrales sobre el contorno:

e— e nje e— N\l €
F)ij_ pNi'deS 7/i_,‘-aggh7deS

093,

. Introduzcamos la restriccion de las funciones base N i (&) sobre el lado
£=1 del elemento, por ejemplo. Denotémoslas como: &,(7)=N;(1,7), j=1, 2,...,ne

Estas funciones son no nulas solamente para nodos sobre el borde £=1.
Las 2 integrales anteriores se pueden calcular:

Py=(,, PNENG ds= [ B0n)-6,(n)-6,(n)-1 i(m) ldn
li(n)| es el "jacobiano" de la transformacion de n en s:
ds=lj(n)[dn , ds=ydx?+dy?
=[Nz ds =[ Fnmiiend oy
yi anh y i _ _1y ;7 i ;7 J ;/I }7 - 8X(l, 77) , ay(l, 77) ) dX
() | = (T) + (T)

(a): Usar interpolantes FE, funciones de forma, para p(n) Y 7(n)
(b): Usar integracion de Gauss 1D
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E Ejemplo con elementos triangulares de 3 nodos jc

. Considérese el problema general, estudiado anteriormente, de la
conduccion del calor en 2D. y

A g=q enI_}
. Se trata de calcular T(x,y), temperatura,
tal que: |-(1-(DIT) = f(x,Y)
T=T sobreT;
(cc Esenciales,valor T)
q=-D-VT-n=q sobre T,
(cc naturales, valor flujo de T) : -

Recuérdese que expresion final de la forma debil es:

= eT ET e e e = eT ET eT—
Why L -erB .D°-B%-dQ-L - {d}=W"> L (IQEN -f-dQ—IreN g-dl’)- O vector Wnulo en T

e=1 e=1

TN ANE | de: T conocida en los nodos borde con condiciones esenciales
8X1 axne d,: el resto de los coeficientes, son las incégnitas, T en nodos no esenciales
B® = e e
K K d F. +R )
N, N, [We,W]T-[K-d-F]=0 { = H E} = { - E} , d,, R. (desconocidos)

d F

KrE Kr r r

| ay ay 41 (Axn) - (nx1)=(1x1)
N® = [N NG Ki-d=F-Kig-de
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{Qg Ejemplo con elementos triangulares de 3 nodos 3c

. Considérese el problema de conduccion del calor de la figura:

O (0,13 2m C(21)

. Se supone una conductividad
térmica isotropica con k=5 W°C-1y
Un término fuente f=6 Wm-=.

. Las condiciones de borde se indican en
la figura.

A (0,00

. Se desea calcular el campo de temperatura empleando 2 elementos triangulares

lineales:
3 4

.1
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@ Ejemplo : matriz ‘rigidez’ elemento 1 jc

. Empleando expresiones anteriormente deducidas para elementos triangulares,
se tiene:

3 3 4

S . - (2)

ON; ON, ON,
[Be]: OX OX OX _ 1(Y;-Y: Yi=Y1 Yi—V; (1) ;
—— ON; ON; ONj | 2A°| XS —X; X —X X —X 2
conare L OY Y Y |

:
e e,,e e,,e e,,e e,,e e,,e e,,e 1 gl - =2

2A :(Xzyg_ngz)_(x1y3_X3y1)+(xly2_xzy1) 20 0.5m

[]= 87T 5 Joo =6 [']4

1[-05 1 -05
=1 Bl = —
Parae=1: |[B'] 2{_2 ) 2} Koo
1 2 3
5.3125 -0.625 -4.6875]1
k=5, Al=1.2/2=1 K!=B'BKA'=| —0.625 1.25 -0.625 |2

—4.6875 -0.625 5.3125 |3
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{Qg Ejemplo : matriz ‘rigidez’ elemento 2 jc

. Empleando expresiones anteriormente deducidas para elementos triangulares,

se tiene: 3° i 9
ON;  ON,; ON; (2)
R I Y2=Ys Ya—Yi Y-V
2 | ONS NS ONS | 2AT XX X -x XX W 2 1
conare L Y Y Y
:
D (0,1} 2m C 2,1

2A° = (X Y5 —xy5 ) - (V5 =X vE )+ (X vs -6 vE)

[K*]=[[&°] 1o[E* Ja=[B° ] K[B*]A

Qe

0.5m

q=0

12,0.5)

, [0 05 -05
Para e=2: B :{_2 2 0}
2 4 3
10 -10 0 2
k=5, A?=0.5.2/2=0.5 [K?]=[B?] [B*]kA?=| -10 10.625 -0.625| 4

0 0625 0625 | 3
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@) Ejemplo : ensamblado de matrices ‘rigidez’ JC
. Ensamblado de las 2 matrices de ‘rigidez’ (hay 2 elementos):
[ 5.3125 -0.625 -4.6875 0] |0 O 0 0
«_| 0625 125 -0625 0| |0 10 0 -10
|-46875 -0.625 53125 0| |0 O 0625 -0.625
0 0 0 0] |0 -10 -0.625 10.625
LlT-\Izl-Ll L L2T-E2-L2 _33 q 2
33 a (2)
(2)
(1) > 1
(1) )
2
1
1" [ 5.3125 -0.625 -4.6875 0 |1
-0.625 1125 -0.625 -10 |2
K]=[CT [T+ [k2[ 2] =
KI=[E PN TRV | Ly ea75 0625 59375 0625
0 -10  -0.625 10.625] 4
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E Ejemplo : vectores f de ‘carga’, y su ensamblado 3c

. Las funciones de forma para los elementos triangulares de 3 nodos son:

3 3 2 4
[N*]=[NF NG NG 3 @)
N; 2Ae (Y5 =X Y5 +(¥; — Y5)X+ (X5 = X;)Y) N,1=(2-0.5x-2y)/2 " 1
e 1 e e e
N = 2Ae( =X Y; + (Y5 = YD)X+ (4 = %)Y) N,=x/2 2
N; 2Ae (Y5 =X5Y; + (¥ — X+ (x5 —x7)y)  Na'=(:0.5x+2y)/2 ] Al=1 | A?=0.5
N *=2-2y , Np*=-2+0.5x+2y , N4*=1-0.5x Vol piram=A-h/3 ,h=1 1
A - 1| Esta expresion
Contribucién de fuente distribuida: FS = f.J’ e Ne .dO= — 1% resulta para
° 1| f=6 constante !
¢ Al 1 5.1 1 2] 1
- X
.Parae:1F$=31=3'1=22 (2 (2] 1
1 1 2] 3 T o1 T 2 |2+41 |3] 2
1 1 1 F,=L F, +L -F, =42+1>:<3> 3
2
f'A2 6X05 L 1 J \1) 4
.Parae=2 F; = 1t = Q1 =11:4

3 3
1 1 13
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Ejemplo: aplicacion de condiciones de contorno ‘naturales’

JC

Contribucion a F (‘cargas’) de las condiciones de contorno naturales:

. Para elementos con lados sobre I'; hay que
calcular: Fe= _I Ne¢'.g-dr
IS

. SoOlo hay que considerar en el elemento e=2,

el lado 2-3, pues en el 1-2 el flujo es 0.

N,2(x,y)=2-2y , N,2(X,y)=-2+0.5x+2y , N;(x ,y)=1-0.5x
N,2(x,1)=0 , N,?=(x,1)=0.5x , N3?(x,1)=1-0.5x

3

1

dI” es lonqgitud de arco. En este caso, recorrido ‘local 2-3’, sentido
contrario a Eje +X, dI'= -dx, x entre 2 y 0. Queda la integral:

0 2
Fi=- jrqz N2 g-dl = — [N 2L G- (~dx) = — [N 2L q-dx

También equivale al ‘area’ bajo la curva del integrando
sobre el borde I';?. No importa el sentido de recorrido del borde.

0 0) 2

F2=-['{ 05x |20dx={-20{ 4
0

_05x+1 _20| 3

o (0,13 2rm

(2)

2]

2.1

A 10,0
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Ejemplo: Sistema final de ecuaciones §C

. Ensamblando el vector de ‘cargas’

resulta: ry, Iy, I3, relacionados con flujos de

01 () (r4+2) calor en zonas de nodos con
0 ! temperatura dada (cond. ‘esenciales’),

>+4_20>+4

1] |-20] |o0] |0-19

. J

e

r,+3

F=F +F, +Re =9 (Tt —17 como fuerzas tipo reaccion!

~

2
3
3

Wy N

. El sistema final de ecuaciones es:

[ 5.3125 -0.625 -4.6875 0 0] [r+2]
-0.625 11.25 -0.625 -10 0] [rp+3
~4.6875 -0.625 5.9375 -0.625( 0| r,—17
0 -10 0625 10.625||T,| | -19
. Particionando este sistema resulta T : T =—%=—1-788
53125 -0.625 -4.6875 0 0 [ +2 A —2
. ‘Flujos reaccion’:| -0.625 11.25 -0.625 -10 g = r,+3 |= |I,|=| 14.88
~46875 -0.625 59375 -0.625] .| [n-17 r,| |18.1175
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el ey

)

Ejemplo: Postprocesado

elemento son por tanto:

JC

. Las temperaturas nodales (respuestas en cada ‘grado de libertad’) en cada

s 3 2 4
3 )
0 0
{d}=| 0] {d*}=|-1.788 (1) 21
0 0 2
_ _ 1 L
Los vectores flujo se calculan para cada elemento recordando la ecuacion
constitutiva: g(x,y)= -k(x,y)-Vu(x,y)
D013 fm C 21

—~—
O
=
——
Il
1
QO O
< B X B
I
Il
|
=
1
w
N
L1
—~—
o
[N
——
Il

0
05 1 -05 0
51 0l=
2| 2 0 2 0
0

0
R S R A Bt A
y 0

17.88

0.8m

q=0

{2,0.5)
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@ Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos jc

. Se repite el ejemplo anterior empleando ahora 1 Unico elemento cuadrilatero de
4 nodos. Se continua utilizando ‘notacion matricial’

0.1 .
D (0,1) 2m C e 140.1} 4(2,1)

(2,0.5)

A 00O

2 (0.0)

. Las coordenadas de los nodos en el elemento son:

x¢ oyl [0 1
|:Xe ye:lz X; yg — O

X; Vs 2 05

X, Y. [2 1]
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- Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos §C

NF(x,y) = N;j(&m) = N;j(E(x,y)n(xy) = NF(x(En),y(Em) ] =12,....Ne =M ,n°nodos por elemento

. Las funciones base en coordenadas ‘locales’ o ‘naturales’ son:
. 1 - 1
N;(&n) = Z(l' €)-L-n) Ny(Emn)= Z(1+ £)-(1-m)
aN}*(x,y):aNj 'a§+8Nj o
oy o oy oy oy

Es necesario calcular la matriz B¢ que relaciona las derivadas respecto a x ey
con los valores nodales:

Ny(em) = 3@+ 0-@rn) Naen)=7(0-2-@n)

ot [oNg oNS aNE oN: | T
X ox ox ox  ox ||T2
Be OT® | T[N} aNj oN§ oNg |1
| Oy _ _W}ay N ||Tf
ot oN; og, aN: ap oM oc aN; op oN: oc aNg ap oN: oc aNg anf| TS
OX o, ox on ox o0& ox oOm oXx o0& ox on ox o0& ox Onm ax_Tge
ot | "aN; as oNf op oN; o& oN; an N o oN: op oN: o oN: on|Te
LY | |o& oy om oy o0& oy on oy o9& oy oOm oy 0L oy on Oy||TS
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} Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos 3c

_aNAfl6§+8NAf.677 N3 of  oN; on oNg o&  oNg an 8NA2.05+8NA2I877_
o ox on ox o0& ox on ox o0& ox on ox o0& ox oOn OX
N o¢  oNf on oN; o0& oNj an oNg o0& oNg an oNj a&_ aN; on
| 06 ¢y On oy 05 oy On oy 05 oy oOn oy Os oy oOn 0y

Be

Esta matriz se puede escribir:

0& on]|oNg oNf oN:  oON: | oy oyt |[oN: aNg oNf oNg
ge_|ox x| 85 oc 8 s |_ 1| on oc| o5 o5 o o
05 OnlaNg oNg oONS oNE| [3°| ox®  ox° ||oNf N ONS  ONg

o ¥l ey on on on . Oon 05 |[on on on  on |
[invers;\f(J "
N v
. Lo anterior proviene d&) 1| on  on|[dx
de la transformacion ya vista: {dﬂ}:m oy  OX {dy}
0 o
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(@) Mismo ejemplo: con elementos cuad

rilateros de 4 nodos 3c

oy oy || oNg N

oN:  ON: |

1 | onp  oc|| 68 a¢
|J¢|| ox®  ox° ON; ON,;

o 0g
oNS  oN¢

__577 oc || on  Onm

[invers;\r( IO

. La matriz Jacobiana J¢ se puede calcular de :

ox® oyt | |oN: ON:

on  on

4

X = ZX?'N,-(@??)

j=1

4
V=D y5N ()
=

[JETZ 05 o0& |_| o& 8¢
ox° oy*| | oNf  ONS

on on on  0n

ON: ONS (X Wi
85 O¢ ||% Y5
ONy  ONg || X5 Ys
on  on J|x; ;)
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Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos jc

_Paraelelemento 1:  N,m)=7@-8-n) Ny =70+

NyEm =@+ -@en) N Em=30-8+)

1(0.1)

4 {21}

(2,0.5)

0 1

[Jl}T_l n-1 1-n 1+n -n-1{|0 0| |0 0.1257-0.375 )

4| E-1 —£-1 1+& 1-& |2 05| |1 0.125£+0.125

_2 1_
1772 il):fl ' 1 - o2
Tr[J ] | o  det It =-0.1257 +0.375 146
n-3 | [Bl]: 3-n |1{n-1 1-n l+n -n-1
8 |41 —£-1 1+¢& 1-¢

. La matriz de ‘rigidez’ del elemento es: -3

1 [(pl’ A Bl L | ) _ .
K _jQB .D'B -dQ_LLB -%-B [J1|dédn = {Integ Gauss-Leg N, =2 ptos} :

N,=2 N,=2

=3 kBB 0 s e, | (G = (t75t ) (wow) = (0D

i=1 j=1
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- Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos jc

. La matriz de ‘rigidez’ del elemento es finalmente:
476 -351 -2.98 1.73 |

-2.98 173 654 -5.29 it
| 173 -2.36 -5.29 5.91 |

101} 4(2,1)

2 0.0)

. La contribucién al vector F de ‘cargas’ de la de la fuente interna 6 W/m?
distribuida en la superficie del elemento es (se hace la integracion de Gauss)

N e (2.5]
11 11 N\];z 25
Fef=[tNTda= ]t N[ [3* [dedn=[]6] 2 ||*|dsdn =
Q -1-1 -1-1 N\B 2
NS | 2 ]

1J,|=-0.125-[]+ 0.375
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Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos jc

. Ahora hay que calcular la contribucion al vector F de ‘cargas’ debida a las
cond|C|ones naturales en el elemento e=1 para £=-1(Borde 4-1 en Q, es &=-1 en A.

0o 2m C 2,1
(1) F (1.1) . o _
4 | 3
| (1 r=o
£ [235.5]
A
1 2 —
(-1,-1) = 11 2 (0.0) A 10,0)
o —(1-n) - 20
1
0 2-0 0
Fol=—Jan: dF——IQ[N L. 137 (-dm=-]20 204,
e Jacobiano 1D= * 0 2 0
Tq ZL/2 1 1 —
~@+n) |- 20
Sobre borde 4 -1(& =-1)s6loson nonulas N, (-1,7) = (1- )2y N, (-1,7) = (L+7)/2: - 2 -

X=X, (1-7)12+x%x,-(L+n)/2,dx =(1/2)-(-x, +X,)-d7

N,(&,m) = 2@-&)-(1-7)
Y =y, (U2)-(1- ) + Yo (U2)-(L+ 1), dy = (U2)-(y, +y,)-d7, 4

~ 1 B T
dI" = \Jdx* + dy? = +(L/2)-dren gral para4-1, L :longlado,aqui L =2 N4(§J7)=Z(1-§)'(1+77) I -17.5
X, =0,x, =2y, =Y, =1, dx=((-X, +x,)/2)-dp=dn,dy=0 r, + 25
dI' = \Jdx* + dy?* = +dn , sg(+)sincrece cons,sg(-)si decrece al crecer s. F = FQ + Fr + RE = r a2
3
. Ensamblando todas las contribuciones a F : _18
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{Qj Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos 3c

. Finalmente se obtiene:

1(0.1) 4({21)

(476 -351 —298 17307 [f-175 3
351 413 173 -236| 0| |r,+25 -
298 173 654 -529( 0| | r+2

2 100

173 236 -529 591 ||T, ~18

. Resolviendo la caja inferior derecha: T,=-18/5.91=-3.04

0

. La solucion de la variable T en los nodos: 0

(solucidén en los ‘grados de libertad’) d = 0
—3.04
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@ Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos 3c

101} 4{2,1)

. Las componentes del flujo "
en cada punto de Gauss son: 3
(2,0.5)
_ _ [ N 2 oo _ _
AT L 11 0
U oox T, 3- 1[n-1 1-n 1+n7 -p-1]| O
(a&.m)} = =—k[Be] 2=k T | =
T TS 8 [4lE-1 —£-1 1+¢ 1-& ] O
Y -3 ~3.04
L ay _T4€_ L7 _

., 1 1. [08979
{q (B 3)}_[3.5916}
1,1 1 —2.2965
{q VRN {19.793}
4.9482

{q II} {19.793}

e P
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Mismo ejemplo: con elementos cuadrilateros de 4 nodos Sc
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