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Los datos en un dominio QQ de contorno o2
- La ‘fuente’ f=f(x,y) en Q
- ‘Parametros’ de material ki=k(x,y) , b=bi(x,y) , (x,y) en
Q
- Los datos para las condiciones de borde:
. Esenciales : u(s)=0(s) , se 0Q,
. Naturales: a(s), B(s) en o€, ,
(0 bien q(s) y/o p(s) y u (s), en )
Con estos datos, queremos calcular la funcion escalar u(x,y) en Q (temperatura,
potencial hidraulico,...) :

EOP: |V (k(xy) Vu(ey)) +b(ey) ux )= y), (x,y) € 2,i=12
k) 2 pisyus)-its)), seo, | |-ke-2E 2 g(s) s e 00,
on on
&%%%ggggs 0 en sintesis:  -k(s): Ou(s) =a(s)u(s)+ f(s), s€0Q, «a(s)yP(s) conocidas
contorno on —
= (en el programa 2DBVP es:  +k(s)- YUY - a(s)u(s)+ p(s), s € 0Q2,)
u(s)=a(s) , seoQ, o on

entte subdominios on su casor L V() 7i(s) k() Vu(s)7i(s) =0 s €T
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i Aprox por EF de Prob de Contorno 2D ‘JC

La formulacion débil de la anterior EDP se expresa:

. Encontrar una funcion u(x,y) eHY(Q2) tal que u(s)=0(s) , s € I',= 0Q, y para todas
las funciones w(x,y) eHY(2) , con w(x,y) =0 en 6Q2; que cumpla:

Jo [V W(e) @ (k) Vule,)yew(y) by) u(ey)]-d2+ [ wix,y)e(s)u(syds =

= [, W) f (e p)dQ = [ w(x,y)-B(s))ds

. Reescribiéndolo en forma matricial, asignado al coeficiente k(x,y) de las
propiedades constitutivas una expresion matricial D (2x2) operando sobre Vu:

— T —_

J- [Vw 'D°Vu+W'b~u]'dQ+J- W'a'u'dS:j W‘f‘dQ—J. w: [3-ds

Qf e~ = o 0Q, == = Q- Y 00, = L.
1x2 2x2 2x1 1x11x1 1x1 IxI 1x1 1x1 Ixl 1 Ix1 141

Q, . -k-ou/on = o-u+p
0Q,:u=0 _#
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Aprox por EF de Prob de Contorno 2D J€

. El dominio Q se aproxima mediante un dominio aproximado Q, con E
elementos finitos y n nodos, ubicando nodos y elementos de tal modo que los
bordes de elementos coincidan lo mejor posible con el contorno e interfaces que
existan entre zonas con diferente valor en k u otros parametros caracteristicos
del material que constituye el dominio.

-k-ou/on=au+p

691:u=a,_

YA

Se seguiran haciendo las integraciones extendidas sobre Q, y sobre la parte de
su contorno 0Q,,, afectado por condiciones de contorno ‘naturales’. Y se
calcularan acumulando las contribuciones de cada elemento finito en la malla.
Como se vio, no hay que incorporar integrales sobre lados contiguos entre
elementos, incluso con distintas propiedades constitutivas. Por el equilibrio de
flujos normales en esos bordes, se cancelan las integrales sobre dichos lados.
4
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Aprox por EF de Prob de Contorno 2D J€

. Definimos un subespacio finito n-dimensional H" de H1(€,)) construyendo unas
funciones de base globales adecuadas: N, I=1, 2, ...,n, (n° de nodos), empleando
los elementos comentados antes. Estas funciones basicas se utilizaran para
aproximar tanto u(x,y) como las funciones de peso w(x,y) (método de Galerkin).

. Llamando N(x,y) = N al vector fila: [N;(X,y),...N,(X,y)]

. Una funcién de prueba w,, tipica en H", de coeficientes en el vector columna W,,

es de la forma: n ) )
w,(x, )= W, “N,(x,y)=W,N(x,y) =N(x,y)W,
i —_ — — =~

wy, (X;,77) 1xn nx1 1xn nx1

. La funcién solucion u(x,y), en H" , de coeficientes constantes en el vector U,,
conocidos en 0Q), , se aproxima mediante:

w,(x, ) =2, u;, Ni(xy)=Nx»U,
i—1 —— ——

uh(xj,yj) 1xn nx1

- Recuerdese que la funcion Ni(x,y) (j=1,...,n) vale 1 en (x;y;) y O en los demas
nodos.
. En general los datos de las condiciones de contorno esenciales (de Dirichlet) G en
0Q2, curva de borde con parametro s, se aproximan mediante:

ﬁh(xay) = ZﬁfNj(x(S)oy(S))

donde la suma se extiende a todos los nodos de 0Q,, J
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Formulacién del problema mediante el MEF JC

. Encontrar una funcién u,(x,y) eH"(Q)

u, (x,) = Z u, N,(xy)=N@ U,

- ”h(x Yi) 1xn nx1

uy, (x,y)=0(s) sobre 0Q,,, tal que para todas las w;(x,y) eH"(2,), con w,(x,y) =0 en
0Q2;, (CC esenciales), se cumpla:

j [th D Vuh)+wh b uh]dQ+J.aQ Wy, Uy, ds = . wh-f-dQ—jQ w, " [B-ds
%r—/zz 1 zhbv—lllt-v—l h—~— =~ 2h —~— =
1x2 Y2 2x1 lxl *x1 1x1 1x1 1x1 lxl1 1x1 1x1

. Se sustituiran las expresiones matriciales para u,, y w,,, anteriores. Veamoslo
término a término en la ecuacion

N, _ . ~ N N, y N, son vectores fila
Vu, { X}Uh Vw, =W, ([N, ,N, ], Vw, = W,| conlas derivadas
—— N, ||| 5 ~ g = N . .
2x1 ydomn || 1x2 Lxn nx2 21 YJ ml | parciales respectivas del
2 2 vector N respectoax ey
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Formulacién del problema mediante el MEF JC

Igh[th DVuh)-thQuh]dQJrI Wy, Uy, ds = wh°f°dQ—. w, " fB-ds

\ ) o JQ JOQ
Y 22 0 oo g o T;m el " T T
" N, | w,fdQ=[ W, N fdO
[ vw," DVu,do= j W, N N, TD | (U, 42 Jo, WL Jo W B_A
Qp 2;;3 —_ Y ;;2 N —— 1x1 1lxl len "1 lxl
1x2 2x1 lxn nx2 Y1 nxl =
N Y wﬂds—j W, N pds
T VO = S~ &7y %,—J nxl
w,"b- , dfd = W N_b-NU,dQ Lxl 1l iz i
e M ey j ol il T
Ix1 Ix1 1xn nx1 . .
. Sintetizando
W, u, ds = W NaNUdS : :
Jog,, S b 00y, o e U matricialmente:
- 1x1 1x1 1xn nx1 WhT(KUh_F):O (1X1)
w,
——
1xn
v W, T= Wy, Wa,...,W,]
([ awn,” "ID1 |+ N b NYQ+ | NaNT dstU, — _ T
72 TZ)CZ N Hn);TJl‘-;c-’l\1-)‘;1‘ ja 2 nxl lxl lxn nxl Uh [Ul’UZ’“"Un]
211 Valores de U,y W, en
[ ~" fdQ+j N Bds1=0 los nodos
N 1x1 £ 1
N
K=| (IN,,N, ID{ " |+N"-b-N)dQ+| N"-aN-ds [ aT T o
I; %,—J[N} ol o | |F =), A [, N_ pds
e ey ke ol
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Formulacién del problema mediante el MEF JC

Sintetizando matricialmente: W, "-(K-U,-F)=0 (1x1)
W, =[W,W,,....W,.] ,U.=[U,U,,...,U,]" Valores de U, y W, en los nodos

N
K = ([NXT,N T]D X +NTbN)dQ+ NT’Q”N’dS F:j NT’ dQ—I NT' 'dS
-[Qh g_wz—yJ 2:’3 Ny el 1;:1 ;c’; J-agzh nx1 lh)’c-i ;\Cr; 2 nxl if—v—i 0 nxl lél

nx ——— a -

2xn

. Obsérvese que la matriz K es simétrica si lo es la D de propiedades constitutivas.

. Como las funciones de peso w;(x,y) se anulan en 0Q,,, podemos subdividir el
vector de sus coeficientes W, (valores de w;, en los nodos) en dos bloques:

W, =[W,"\W,,"] esto es, W, con todas las componentes nulas (pues son los
valores de w; (x,y) en los nodos con condiciones de contorno u=0 conocidas
(condiciones esenciales), y W, el resto.

. Se hara esta misma particion en el vector U,,, bloques U,y U,, .

Esta ordenacion se considerara igualmente en el vector N de las funciones base, y
a las submatrices que resultan en K: K¢, K¢, Kg,K, ,y alos subvectores de F: F,
F, a las particiones en F. En la sintesis matricial queda:

U K, K U F
[WhET,WhrT]' K hE _ F _ [WhET,WhrT]° E Er |, hE _ E — O
Uhr KrE Kr Uhr Fr
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Formulacién del problema mediante el MEF JC

Se tiene la sintesis matricial: W,,™-(K-U,-F)=0 (1x1) de la formulacion débil, con
W, =[W,W,,....W.] ,U,=[U;,U,,...,U.]" ,valores de w, y u, en los nodos.

Separando componentes asociadas a hodos con condiciones esenciales (E),
W, =[W,"\W,,"] , teniendo W, ¢ todos los elementos nulos y siendo W,, el resto:

T T |: {UhE} :| T T |:|:KE KEr:|{UhE} {FE}:|
W Wy 11 K -E =W W ' } =0
Uhr KrE Kr Uhr Fr

LlamemOS: RE:KE'UhE+KEr'Uhr'FE y Rr:KrE'UhE+Kr'Uhr'Fr
[WhET , VVhrT ]{];E} ~0 Estoes: W,."-Rg+ W,,T-R,=0 (1x1)

Puesto que W, =0, resulta que ha de ser W,,"-R,=0 para cualesquiera valores de
las componentes de W, .jjPero esto implica que R, debe ser el vector nulo: R,=0 !!,

Esto es: Kg-UetK U, -F=0

Asi que los valores aproximados U, de la funcion
incognita en los nodos sin condiciones esenciales, K, U, =F-Kc U
resultan de resolver el sistema de ecuaciones lineales:
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Formulacién del problema mediante el MEF JC

De la expresion matricial global de la forma deébil aproximada y discretizada:

U K, K U F
[WhETaWhrT]' K4 "h-F|= [WhETaWhrT]' ‘ T T =0

Uhr KrE Kr Uhr Fr
Se puede escribir, con la terminologia presentada:

Ky Ky . Ui i Fy _ Ry Kg U etK U, -F=0
K. K |\U, ] |£] o

r

Manteniendo la matriz K'y el vector F completos, s R,
. . . [K] _F =
ordenando vectores y matrices ubicando primero U 0
hr

las cc esenciales (U,z conocidos)

Obteniendose los valores aproximados U, de la funcion incognita en los nodos sin
condiciones esenciales del sistema de ecuaciones lineales:

Kr'Uhr = |:r'KrE'UhE

Si se desea obtener Rg, basta operar tras calcular U,,: Rg=Kg-U,g+ Kg,-U,, - Fg
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Aproximaciéon mediante EF j C

Habiendo realizado la discretizacion del dominio mediante la malla de

elementos finitos, se han de calcular la matriz de ‘rigidez’ K y el vector de ‘cargas ‘F’.
Cada una de las integrales que aparecen en Ky en F se han de calcular mediante la
suma de contribuciones de cada elemento en la malla.

N
T T X T T
K=IQ ([N, ,N, ]-Q{N }+&-é-£)-d§)+]@g N'-a-Nds F:I NT-f-dQ—j NT-B-ds
h TZ}CZ y nxl 1x1 1xn 2h pxl 1x1 1 _Qh?);l—‘ & agzh‘?)zl—‘ i
o 1x1 1x1
LO=20 [, = 2 g0
Qh e=1 2 X elementos con 2
borde 0Q,
sobre 0Q),,,

Podemos hablar de una matriz K¢ de ‘rigidez’ del elemento e, de dimension (nexne)
y un vector F® (n®1) de ‘cargas’ de cada elemento con su contribucion. No hay
integracion sobre lados ‘interiores’. Si el nimero de nodos del elemento genérico

es ne, se tendra: . . z ) )
Ko=[ (NS N, ID| ' |+ N boN)dQ+[ NS a®Neds
QL Yoo = e ——— —— 0Q5, !~ ——
nevxz 2x2 y nexl 1x1 [xp¢ néx1 1xl 1xp°
2xn’
e eT e eT e
Fo=[ N ped—[ N -Beds
Q> L~ 095, —— .~
nx1l  1x1 nxl  1xl
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Proceso de ensamblado j C

T
N -a®-N°¢ds
00, —— =

nx1 1xl 1xp° nx1  1xl 1xp€

N e
Ke=[ (NS NSTD U |+ N b N )d +
Qp - ’sz Ny —_— = =

nx2

2xn®

T T
Fe=[ N feaa—[ N -peds
[ T o 0025, /™~
n°xl  1x1 nxl  1xl

. Las anteriores integraciones se hacen en los ejes globales considerados en el
dominio €, por tanto si se realiza algun cambio de variable al referir la integracion
sobre un elemento e, se habra de considerar en el proceso.

. En cada elemento e intervienen tantas funciones base N;(x,y) como nodos tiene
el elemento.
- Si dichos nodos tienen indices globales j1, j2,..., jn®, siendo los indices locales
1,...,n8, respectivamente, el elemento de la matriz K® de indices locales r, s, {(r,
s=1,...,n®), se incorporara a la matriz global K, como un término aditivo (con su
signo) en el elemento K| ;s de la misma.
- Analogamente, el elemento del vector F® de indice local r se incorporara al
vector global F como un término aditivo (con su signo) en la componente F;, del
mismao.

* Este es el proceso que se conoce como ensamblado.
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Proceso de ensamblado 5 C

T
N¢ -a®-N°ds
—_—— e

nx1  1xl 1xp€

el el e l"xe el 3¢ are
K¢ —I ([N, ,N_,~ D + N -b*-N°)-dQ +
Q; N X y ?,EJ N e —_—

05
’ y nx1 1xl 1xp° 2

nx2

e

2xn

T T
Fe={ N-fred—[ N-Beds
QT e~ 093, —/— —~
n°xl 1x1 n°xl 1xl1

. En las integraciones para calcular Ky F aparecen:
- Integrales extendidas a un dominio Q, multidimensional (2D en nuestro caso), .
- Integrales curvilineas extendidas al borde 0Q,,.

- Si un elemento e no tiene lados que pertenecen al contorno o€, su contribucion
a terminos referentes al contorno en el vector F sera nula. Silos tiene, se
incorpora su contribucion a la/s componente/s correspondientes de F.

. La funcion f(x,y) tiene, en la ecuacion diferencial, el sentido de una ‘fuente’,
interna al dominio, de aportacion de flujo por unidad de superficie.

- Puede ocurrir, por el problema fisico subyacente (foco puntual de calor, caudal
puntual de fluido), que esa aportacion no sea distribuida sino que aparezca como
concentrada en un punto. ¢ Como introducirlo en el proceso?
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Proceso de ensamblado: Fuentes puntuales jc

Vision NT-£-dO Vision NeT. c.dO
global %o 5 - jocal |l &~
X nx 1x1

La funcion ‘impulso’ o delta de Dirac d(x-X;,y-Y,) _ NI —
se define de modo que : IQ5(X X, y-y,)dQ=1,(x;,y,) €

La delta de Dirac 5(x-x;,y-y;) se utiliza para representar un funcion que es cero en todo el
dominio Q salvo en un entorno pequefio del punto (x;y;) , donde vale ‘infinito’, pero de modo
gue su integral en el dominio Q toma el valor finito 1. Se puede asimilar la situacion a cargas
verticales distribuidas (carga por unidad de superficie) actuando sobre Q, cuya integral sea una
carga acumulada de valor 1 sobre el dominio. Si se quiere representar una carga puntual
unidad en (x;,y;) se puede hacer tratandola como limite de cargas distribuidas que van
reduciendo su dominio de accion y va creciendo su valor distribuido tendiendo a infinito al
tender el dominio de accién a un punto, debiendo ser su integral en el dominio de valor unidad
para equivaler a la accion de la carga vertical unidad acumulada.

Esta funcion ‘especial’ forma parte de un modelo especial de funciones llamadas
‘distribuciones’.

Tienen como propiedad adicional que, siendo V un valor constante y g(x,y) una funciéon suave
definida sobre Q, se verifica:

IQ§(x-xl.,y-yl.)°V-g(x,y)-dQ = V'g(xwyi) 5 (xi7yi) € Q)
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Proceso de ensamblado: Fuentes puntuales jc

Visi6 T. £, T .,
g|'§'b0£ ghL\LJ:dQ vision| [ N¢ - f-dQ)

nxl qx jgﬁ(x-xl.,y-yi)'V'g(X,y)'dQZV'g(x,-,)’,') > (xiayi)EQ local 2 nfx1 T),CT

Para introducir la fuente puntual de valor P actuando en el punto (x;y;) del dominio Q
basta fijarse en las integrales que implican a la fuente f y al vector N de funciones
base en el proceso de aproximacion por elementos finitos. La funcidon a considerar

sera f=P-3(x-X,,y-Y,) -
_ _ Fl=| N' f-dQ
Se comentan algunos casos ilustrativos: Q, o &

nx1 1x1

- Si la fuente puntual P actua en un punto que es el nodo j (x;y;) global de la discretizacion, en
el que la unica funcidn base global no nula es N;(x,y), la aportacion al vector global F1 sera en
su componente j, como un término aditivo que se afiadira a otras posibles contribuciones de

otras fuentes f.

L)h &(x,y)'P-é‘(x—xj,y—yj)'dQ =PN;(x,,y;)=P

1x1

- Si la fuente puntual P actua en un punto (x;,y;) que es interior a un elemento de nodos con
indices globales j1,...,jn8, se tendran en cuenta las funciones base de la discretizacion que
no se anulan en dicho elemento, N;;(x,y)...,Nj(X,y). Entonces la aportacion de la fuente
puntual aparecera en n® componentes del vector F1, en cada una de ellas con un término
aditivo, por ejemplo en la componente j1, la aportacion valdra P-N; (x;y)), y asi hasta la
componente n¢, con el termino aditivo P-N;,.(X;,y;) Cada término aditivo se afadira a otras
posibles contribuciones de otras fuentes f.

E.T.S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 15




. .
Q’l'g'boé? 0, AR vision| | N¢ - £edO
mE [ Sy -y Vg y)dQ=Vg(x,.y,) . (x,.y,) € Qlocal |0 T T

T

Fl= jg ﬁ’? IH]:I dQ
- Si la fuente puntual P actua en un punto (x;,y;) que es intermedio de un lado de un
elemento, siendo los puntos extremos de ese lado los nodos jly j2 , con notacién global, y
dandose el caso de que las unicas funciones base que no se anulan en (x;,y;) son N;; y Nj,, la
aportacion de la fuente puntual aparecera en 2 componentes del vector F1, en cada una de
ellas con un término aditivo, en la componente j1, la aportacion valdra P-N;; (x;y;), y en la
componente j2 con el termino aditivo P-N;,(x;,y;) Cada término aditivo se afiadira a otras
posibles contribuciones de otras fuentes f.

. Es posible que el lado en que actua la fuente puntual sea compartido por dos elementos, y
se deben tener en cuenta las funciones globales que no se anulan en el punto de aplicacion
de la fuente.

. Se puede operar fijandose en el elemento o elementos afectados por la ubicacion del punto
de aplicacion de la fuente puntual. Pero siempre partiendo de la posicién de dicho punto en
relacion con las funciones base globales de la discretizacion; influiran todas aquellas que no
se anulen en el punto de aplicacion (x;y;) de la fuente, y la aportacion aditiva se dara en las
componentes de F1 correspondientes a los indices globales de esas funciones base
globales.
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. .
Q’l'g'boé? 0, AR vision| [ N £¢-dO)
i | S(x-x,p-3)Vg(x, y)dQ =Vog(x, ;) , (x,, ;) € Q| local |29 T G

n“xl  1x1
J— T. .
Fl= jg ﬁ’? 1_J:1 dQ
- Si la fuente f actia a modo de cuchillo como una funcién P(x,y) que actua sobre
una trozo de curva C(x,y), la contribucion a F1 se expresara:

1x1

. Es decir, se realizara la integral curvilinea a lo largo de la curva C, del integrando
formado por el producto de la funcion fuente P(X,y) por las funciones base
globales que no se anulan sobre el segmento de curva C(x,y). Habra
aportacion aditiva en las componentes del vector F1 que correspondan a esas
funciones base globales no nulas sobre C(x,y), siendo la aportacion en la
componente | de F1 el valor:

Jewusy N G p) P, yYds
C(x,y) ——

%/_J
1x1 Lxl
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Ejemplo JC

Consideraremos la solucion por el MEF

del siguiente problema de contorno: *{
- Au(x,y) =1f(x,y)en Q

Con las condiciones de contorno:

u=0 sobre I';
(tipo Dirichlet)

0

=0 sobre ', I, ' I,

on 2 .
—a—u—a'qu,Bsobre I ) .

on % ©
(tipo Neumann) ! Y

(5)

8ﬂlh:aﬂl y aQZh:aQZ ) 2 1 (4) 2 11

0€2=T"1 )T sl '5g Ul'g7 74
0€ =Ty,
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Ejemplo JC
. Elemento 1. kK kL, 0 0 0 0]
ky ki, ki, 0 0 0 0
ks ki ki, 0 0 0 0
K'=l0o 0 0 0000
O 0 O 0 0 0O -
O 0 O 0 0 O0O0 ,
0 0 0 0 0 0 O] I 4 ’
| Aportacion de elem 1 a matriz K en lo relativo al término;| ) (6)
N 11 2 6
C 1] [, N0 lae @) (5)
fi Qh \——Y—J?;S Ny
1 n'x2 - {4]‘
](;3 2xn' 4 & 2
le IAportacion de elem 1 al vector F en lo relativo al término:
F'=|0 .
0 | ]l_; fd0
nxl 1xl
0 0Q=I'yy
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.Elemento 2: [k, 0 k5 k, 0
0O 0 0 0 O
ki 0 ki ky 0
K* = k221 0 k223 k222 0
0O 0 0 0 O
O 0 0 0 O
(000 0 0 0 | .
Aportacion de elem 2 al vector F en lo relativo al término: m (6)
- [ .IN N 1D [Nxz}dg T ) 6
% 9 T 22 L (4)
0 22 4 7

f32 IAportacion de elem 2 al vector F en lo relativo al término:

F?=| 72 2f' r2,
f Jo N2
0 n’x1 1x1
0 0€2=I'1, Ul 55\l sg g7l ',
0 0=l
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Elemento 3.

(3)

1 (6)
(1) 3

(2) (3)

0Q2=I"1; Ul 55l gg Ul'g7 74
0€ =Ty,

0 0 0 0
0 kfl kf2 0 ké 0 O
0 k;l k;2 0 k;3 0 0
K’=[0 0 0 0 0 0 0
0 kfl k332 0 k333 0 0
O 0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0 0 0]
Aportacion de elem 3 al vector F en lo relativo al término:
j v ]D3 [Nxz}dg
)’ ﬁr—“ 3%} Ny
B O 7] nx2 ?C:ﬁ_/
fi3
f23 |Aportacic')n de elem 3 al vector F en lo relativo al término: |
F’=|0 J- N3T
fi % 3T ;g
0
0
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00 0 0 0
00 0 0 0
0 0 k, 0 Kk
K°=0 0 0 0 O
0 0 ky, O Ky
0 0 ky O k3
00 0 0 0

6
Aportacion de elem 6 a matriz K| J‘ [N 6T N 6T].D6.|:Nx }dQ
Q,° ’ =~

en lo relativo al término: NI N, (3)
[0 " e (N )
0 14— — 46
. (2) (5)
f6 Aportacion de elem 6 al vector
! : Armina (4)
0 F en lo relativo al término:
4
6 6
6 N> - f°-dQ
/s Lz,f = [,-a
6 n-x 1x1 au
/2 ——=au+ fsobre I
0 on
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. Elemento 6 (tiene cond. naturales).

0

S O O O O O

S O O O O O

0

0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 ay aj
0 0 ay a,
0 0 0 O

0

S O O O O

0

g

{a)

Aportaciones “a” de elem 6 a matriz K en lo

relativo a cond. natur. en 5-6 (0Q),), término “o.”:

0

Aportaciones “b” de elem 6 a
0 | vector F en lo relativo a cond.
natur. en 5-6 (6Q,), término “B":

[N
Q8 ——
nxl

B°-ds

—
1x1

T
j N g NOds : _
0, Ty— = ]
6 6
nSx1 1x1 1xn 3
(3)
(1) (6)
] ) P 2
(2) ()
(4)
4
7

T
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Ejemplo: Ensamblado

- Las aportaciones a K de todos los elementos,
incluyendo las de las condiciones de contorno
naturales: K=K+K2+K3+K*+K>5+K6+A®

- Las aportaciones a F de todos los elementos,
incluyendo las de las condiciones de contorno
naturales: F=F1+F2+F3+F4+F>+F5+B°

Kll K12 K13 K14 O 0 O
K2l K22 K23 O K25 0 O
K31 K32 K33 K34 K35 K36 K37
K=|K, 0 K, K, 0 0 K,| F=
O K52 K53 O KSS K56 O
O O K63 O K65 K66 K67
L 0 0 K73 K74 O K76 K77_

e - Be> BGS B> BRC> Bies

¥

(1)

(3)

(6)

(2)

(4)

(5)

El ensamblado se puede realizar en 2 fases: 1) introducir las aportaciones de los
elementos sin incluir las condiciones de contorno naturales. 2) Introducir estas

c.C. naturales.

* Obsérvese los elementos de K no nulos y sus subindices en relacion con la

conexion entre los nodos
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Ejemplo: Sistema final de ecuaciones JC

- El sistema final de
ecuaciones queda, en K *]{UE}_F*{RE}
notacion compacta: U 0

r

Donde K* y F* son las matrices Ky F con sus filas

reordenadas respecto de poner los indices de los nodos

“esenciales “ en cabeza. Ug son los valores conocidos de @
las condiciones de contorno esenciales en los nodos
correspondientes 2
. Escribamos el sistema sin efectuar esta reordenacion, y ] @ “
sefialando que aqui u,=0, u,=0. R¢ es desconocido, e (_L 3
(2) (5)
- o o ~ i 4)
K, K, K; K, 0 0 0 u =0 F he 4 7
K, K, K, 0 K 0 0 u, F, 0
K31 K32 K33 K34 K35 K36 K37 M3 F3 O
41 0 K; K, O 0 Ky [u,=0|-|F,|=|rg
0 K, K, 0 K, K 0 Us F 0
0 0 K, 0 Ki Ky K Ug Fy 0
i 0 0 K; K, 0 K K77_ | U _F7_ 0]
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- Transformando el sistema con sus
incognitas propias, u,, Us, Ug, Ug, U-:

El sistema efectivo, 5x5, con las 5 incognitas, valores

en los nodos que no tienen condiciones 'esenciales’:

(n

(3)

(&)

(@)

(4)

(K, Ky Ky O 0 [[u,]| |F] ]
Ky, Ky Ky Ky Ky || ug F,
Ky, K Kss Ky 0 [us|=|F; 42
0 Ko K¢ Ko Ko || U Fy
0 Ky 0 Ky Kylu,| |£5

(5)

Resuelto este sistema lineal y obtenidos todos los valores de u en los nodos, si en el

postproceso se desea se calcular rg y 1, que constituyen Rg:

r1e=Kp UptKys-Us-Fy
Fe=Kaz UstKy7-Ur-Fy
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Consideremos una pequeia variante del ejercicio, de modo que >
en lugar de u=0 sobre I';; se supone que hay una condicion no

nula, u=c, (también tipo Dirichlet)

. Escribamos el sistema sin efectuar reordenacion, y sefalando

que aqui u,=c, u,=c. R¢ es desconocido,

Kll K12
KZI K22
K31 K32
K, 0
0 K,
0 0
00

~

3

>~ XXX

wn
(98}

~

63

K

73

K

14

0
K
K

W

4

N

4
0
0

K

-

4

0
K
Kss

0
Ks
Ks

0

0

0

0 0
K36 K3

0 K,
K, O
K66 K6
K, K

76

7

7

u=c| | K
u, F,

Uy F,
7|y =c|-| F,
Us F

Ug Fy
w5

77 _

Ly
n

(3)
(6)

(2

4)

(3)

7

El sistema efectivo, 5x5, con las 5 incognitas, valores en los nodos que no tienen condiciones

'‘esenciales’:

K22
KSZ

52

0
0

K23
K33
K53

K63
K73

K25
K35
KSS

Kes
0

0

~

36

K

56

e

66

K76

0
Ky
0
K

K77_

F,-K,c

F,—K;e—Kyyc

E.T.S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander

27



Ejemplo adicional: tratamiento en forma matricial ] c

. Consideremos un ejemplo similar (se empleara notacion asociada a la
conduccion del calor) repitiendo los mismos calculos pero en forma
matricial. En el programa 2dBVP MatLab los calculos estan
programados de este modo.

. El problema de contorno 2D se formula asi.
) —
A g=qenl,

Calcular T(x,y) en Q tal que.

-V(D-VT) = f(x,y)
T=T sobreT,
(cc Esenc,valor T)

q=-DVTn=g sobre L,

(cc natur, valor flujo de T')
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i Conduccién del calor 2D. Forma débil 'JC

La forma debil del problema se expresa:

. Encontrar una funcién T(x,y) eH(Q) tal que T(s) = T (s),s e I'y ysecumple
lo siguiente:

jij -DVTAQ = jQ w f+dQ — jr wg-ds

para todas las funciones w(x,y) €U,, denotando como U, : w € H}(Q2) , con w=0
enT;

. La forma deébil se escribe en modo matricial, dispuesta para la discretizacion
por el MEF, siendo g el flujo de calor y D la matriz de conductividad térmica:

_aT_
- e | = - k., k
VT = g% , Vw! :{@ a_w} q :{qx}:-D-VT, D = "X Xy}
el OX ay ﬂ;’;o qy matriz yX kyy
i ay | calor conduc
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Conduccién del calor 2D. Forma débil ‘JC

Se reemplazan las integrales por suma de integrales sobre los elementos finitos:
. Encontrar una funciéon T(x,y) eHY(Q) tal que T(s)= T (S),s € I y que se cumpla:

< = el e.\7Te _ N €. f. : €. 5.
;jﬂe{w }-DS-VT dQ—eZ:;IQCW fdQ—eZZI:L;w q-dr

Siendo: E el nUmero de elementos. ne es el nUmero de nodos en cada elemento. L® es la
matriz (n.xn) de acople del elemento local e en la matriz global. Né(x,y) el vector (1xne) de
funciones de forma del elemento. d® el vector (ne x1) de temperaturas nodales del elemento .
d es el vector (n x 1) de temperaturas en los nodos globales de la malla.

- Las formulas de interpolacion para T(x,y) y para la funcion de prueba w(x,y) sobre cada

elemento : Te
1
T°(x,y)=N°(x,y)d* =[N;..N, ]| : |=[N°]{d} =[N°]-L"{d}
_Tnne_ Wle
wi(x,y)=N(x,y)d* =[N;..N_T| : |=[N]{W}=[N°]-L-{W}
Wnne
Ej. matriz acople (pareja origen-destino: 1-2, 2-4, 3-5)
. local d¢=[d,®,d.®, d.°]", global d=[d,, d,,d;,d,,ds]= [O, d,&,0, d,® ,d;¢]"
01000 Comprobar: dé=L¢®-d
L= 00010
00001
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Conduccién del calor 2D. Forma débil ‘JC

. Los campos de gradiente de T® y de w® se obtienen asi
(ne: n° nodos elemento; L& matriz de acople de contrib. elemento a matriz global):

6;;( 5;\11 T + ... +—8§“e T 8;\11 51;“6 Ty
oTe _ _ X X _ X X |l _ e . ey _ et.7€.
VT - aTe - GNT . 8N<;e . - GNT aNie . _[B (x,y)] {d }_[B ]L {d}
T 4. 4 Snee I
| Jy | | Oy dy | [ 9y Oy JLred

Be es la matriz (2 x ne) de las derivadas las de las funciones base en el elemento.

. Analogamente para el gradiente de w?(x,y), funcion de prueba o de test en el
elemento e, llamando WeT al vector (1 x ne) de coeficientes de dicha funcién en

el elemento y WT al vector (1x n) de coeficientes de w(x,y), que son sus valores
en los nodos de la malla global:

| ON°  ON©
e e OX 5y
Fweeon)=| 20 Y w2 |=we s =wrr B
ox 0y B P> NCR T
oX oy
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Conduccién del calor 2D. Forma débil ‘JC

. Podemos sustituir las expresiones anteriores en la formulacion ‘débil’

E ~ B E =
;J-Qe Vwe-DeVTdQ = ;J;Ze WeT,f.dQ_eZ:;J'rg We.q.dr‘ ,‘v’w(x,y) que se anule en FT

Introduciendo las expresiones de interpolacion de T(x,y) y de w(X,y):

w' {i L J.. B -D-B-dQ)-L°d — J.. N - FdQ+ [ NeT-q-dr]}

1xn e=1
-

0

.
nx1

V vector W que se anule en T,

. Obsérvese que el vector WT (1xn), con los coeficientes de la funcién de prueba

genérica w(x,y)=WT-N(x,y)T, siendo N(x,y) T el vector columna de funciones de forma,
se puede particionar, e igualmente el vector de temperatura en nodos d, en:

*W¢ , dg: asociados a los nodos de bordes con condiciones esenciales; W sera
nulo para que las funciones w(Xx,y) de prueba se anulen en esos bordes (en sus
nodos) donde se impone el valor de T(x,y), que se asignan en d; en este caso.

*W, , d.: el resto de los coeficientes. Asi: d= dp (W1 = Wy =0 | 0
d,| W, W,

r T T
(En prog. 2DBVP, D se supone diagona_l(l_<x,ky) se utiliza la notacion k_x-(au [0x)-n+ ky_-(au _lay)-ny
=alpha-u+beta, en el borde. Asi la condicion -k-(ou/on) = q, , valor flujo en un borde, implica que beta=-q,, )
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Conduccién del calor 2D. Forma débil ‘JC

1xn

E
W' -{zﬁ-[( || B Do BdQyLod~ [ N fdQ+ L; NeTﬁ'dF]} — 0

e=1

V vector W que se anule en I',

>
nxl

. De esta ecuacion se puede identificar facilmente:

K= B'D"BdQ , F*=| N fdQ- jrgNech-dr

. 'Y se puede escribir la ‘forma débil’ asi:

To
v

1xn

[

E E
ZLeT-Ke-Le]-d — (ZLeT-Feﬂ =0 Vw(x,y) que se anule en I’
e=l

e=1 1x1

En el 2° factor, vector (nx1) entre corchetes, se habran de anular las componentes
correspondientes a los indices de nodos en que no se imponen condiciones
esenciales. Ahi esta el sistema de ecuaciones que da la solucion.

. Se tienen la matriz K de “rigidez” global y el vector F de “cargas”:

3 eT € € 3 eT e
K=YIL KL , E=)IF

nxn e=1 nxl1 e=1
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Conduccién del calor 2D. Resoluciéon JC€

E E i
KV\:-KZLeT-Ke-Lej-d —[ZILET-Fej =0 Vw(xy) que se anule en I';

Ixn e=1 1x1

E E
K = ZLeT,Ke.Le , F= ZLeT,Fe WT-(K-d - |:):0 (1><1)
e=l1 e=l1
. Con la particion del vector de coeficientes W (Wg ; W,), y las correspondientes en
Ky F, la forma débil se escribe, llamando Rg=K.-d:-+Kg,-d-Fz ,R=K-d+K.-d-F,:

U K., K d F R
[WETaWrT} K E _F Z[WETZO,VVFT]' E Er | J"E| JTE :[WET:()»WrT]' E —0
(]; 'l(?E ](} Cir 1:; Iar
[WeT=0]-Rg+ W,T-R.=0 , que se ha de cumplir VW, , lo que implica que: R,=0
(RE no tiene por qué serlo, su valor no es conocido a priori)
Es decir, Kz d:z+K,-d-F,=0 , y puesto que d; es conocido (condiciones
esenciales): K-d, =F, - Kgde
que es el sistema que da las temperaturas d, en los nodos en que es desconocida.
El sistema global K-D-F={R;0} asociado a la {KE KEF} {dE} {FE + RE}
formulacion débil se puede escribir, con dg ) =
conocido y Rg desconocido a priori: Ky K, d, k,

Asi se opera en el programa 2DBVP (Matlab). El vector Rg tiene que ver con los flujos en los bordes con
condiciones de contorno ‘esenciales’, se puede calcular tras obtener d, .
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