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Leccion 11
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@ Elementos Finitos: discretizacion en 2D UC

. La idea basica es representar una funcion aproximante v,, (ej. la solucion
aproximada u, y las funciones de prueba/peso w,) mediante polinomios
definidos a trozos sobre subdominios (triangulos, cuadrilateros, etc.) simples
geométricamente , que sean subconjuntos del dominio 2D Q" de borde
poligonal.

. El conjunto de subdominios cuya unién conjuntista genera el dominio Q" se
denomina malla o mallado del dominio.

. Si el dominio Q tiene su borde o contorno curvo, siempre se tendra un error
de discretizacion del dominio, ya que Q" no ajustara exactamente con el
dominio dado Q.

. Sin embargo, mediante refinamiento de malla,

Qh 5 Q

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 2




Discretizacion 2D JC

. Hay una correspondencia natural entre el numero y localizacion de los
puntos nodales o nodos en un elemento y el nimero de términos usados
para la aproximacion local.

- Recordemos que la interpolacion en 1D de un elemento lineal de 2 nodos,
se expresa: v,t=a,+a,-x. Puesto que el elemento tiene 2 nodos, los 2
coeficientes se determinan univocamente a partir de los valores en los
nodos de v, 8(X;) Y V,&(X,) .

- Con esta aproximacion, si exigimos a las funciones v,&(x) y v,&*1(x) en 2
elementos adyacentes que valgan lo mismo en el nodo comun, generaremos
una funcion continua v,(x) , poligonal a trozos.

Xo Xg X; Xi+1
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Discretizacion 2D JC

. Qué tipo de aproximaciones polindbmicas se pueden utilizar en 2D?
Ejemplos comunes:

e (y) = Un triangulo con 3 nodos
vi(X)=a, +a,x+a Jul
(0 =8+ 2,X+ 8,y en los vértices (3 coef.) 2

Un rectangulo con 4 L 4
nodos en los veértices
(4 coef.)

Vo (X)=a, +a,Xx+a,y +a,xy

Vo (X) = &, +8,X+ a5y Un triangulo con 1 3
+a,x* +axy+a,y? nhodo en cadaverticey
1 nodo en el punto
medio de cada lado )
(total: 6 vértices, 6
coef.) 1
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Funciones base globales en EF jc

. Vamos a contruir una funcion interpoladora f,(x,y) a una funcion f(x,y) en
un dominio Q del modo siguiente (el subindice h hace referencia a que

f,(X,y) esta definida a trozos en que interviene la magnitud h):

* siendo n el nimero de nodos en Q" y f. el valor de f(x,y) en (.Y,
coordenadas del nodo genérico i en la malla de elementos finitos:

fh(X’Y):Zfi'Ni(X’y) ' -;:;\f"#
i=1 2 el 4
. Las funciones base N;(x,y) se definen de modo que: ? i i
1 sii=] =
N;i(X;,Y;) = . . . = 0; deltade Kronecker
0 sI 1 +#j

. Con esta definicion, observar que:

fh(inyj) :Z fi'Ni(leyj) :Z fi'5ij = fj
i=1 i=1
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Interpolacion lineal a trozos sobre triangulos JC

Considérese que el dominio Q" esta formado por E elementos triangulares Q. y que
realizamos una interpolacion lineal sobre cada elemento triangular.

V(X y)=as+a, x+agy
. Los 3 valores de v,® sobre los vertices de Q,

determinan un plano que interpola a
la superficie v(x,y) en 3 puntos
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Interpolacion lineal a trozos sobre triangulos JcC

Vpf(X,y)=a,+ayX+agy

. Los 3 coeficientes se determinan imponiendo las 3 condiciones de interpolacion:

V, =VE(X,Y,) =a, +a,X +a,Y,, V-?'.t_;_ S
e 24 .-"'
V, =V, (X,,Y,) =a, +a,X, +a,y,, 2 : » 2
e i N i \V 2y e
V3Evh(xs’ys):a1+azxs+a3y3' . | 3
€ V1
. Resolviendo el sistema: :
1
Q = ﬁ[vl(XZyS o X3y2) +V2(X3y1 o les) +V3(X1y2 — X, yl)] £
1 . A, = &rea del triangulo
8, = = [Vy (Y, = ¥a) + Vo (Y5 = Y1) +Va(Y: = ¥5)] ) _
2A, 1 x
1 1det 1 X, vy
d, =—_V1(X3—X2)+V2(X1—X3)+V3(X2—Xl)] 2 2 2
2A, 1 X, Y,
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Interpolacion lineal a trozos sobre triangulos JcC

1
Vhe(X ,y)=a1+a2-x+a3-y a, = ﬁ[vl(xz Ys— X3y2) TV, (X3y1 - X1y3) + V3(X1 Yo =% yl)]

1

a, :ﬁ[vl(yZ —Y3) +Vo(Ys— Y1) + V(YL — Y2)]
1

a, = ﬁ[vl(x3 — X, ) + Vo (X, — Xg) + V5 (X, = X,)]

. Sustituyendo los coeficientes en la expresion de v, &(x,y):

VRE(X,Y) =V N E(XLY) Vo N8 (X, Y) V5 Ng(X LY)

N7 (X,Y)= i[(xzﬁ —X3Y,) + (Y, = Ya) X+ (X, — Xz)y]

. A, - area del triangulo
N 06, Y) = 2 L0631 =2%35) + (95 = 1)+ (5 =)y AR
Edet 1 x Y,
1 X Y

N??(X’ y) :i[()ﬁyz - Xzyl) + (y1 - yz)X"‘ (Xz . X1)y]
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Funciones de forma lineales, elemento triangular jc

Nle(X1 y) - i :(X2y3 o X3y2) + (yz — y3)x+ (Xs o Xz)y]

NS(X1 y) - i :(X3Y1 - X1y3) + (y3 - yl)x+ (X1 - Xa)y]

N; (X, Y) :i[(xlyZ — X% Y1) + (Y, — Yo )X+ (X, — X1)Y]

A, = area del triangulo
LoE
Edet 1 X% Y,
1 % ¥

. Obsérvese que: N&(x; y)=3;

Vhe(x 1y):V1'Nle(X 1y)+v2'N2€(X ,y)+V3'N3e(X 1y)
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Funciones de forma lineales, elemento triangular de 3 nodos jc

. Las funciones de forma en un elemento e
se pueden expresar en forma matricial asi:

Ne=[N.® N,* Ns°]

N, 2Ae (XY5 =X ¥; +(Y; = Y3 )X+ (X = X;)Y)

e 1 e e e
N, = 2Ae( =X Y; + (Y5 =Y )X+ (X = X%3)Y)

N, 2Ae (X Y; =X Y1 + (¥ = Yo)X+ (X = X)Y)
2A° =(x5ys = x5y ) — (X ys = x5 y5 )+ (X s — x5 ¥5)

Asi, la formula de interpolacion en forma
matricial es:

<
o P o

<
)

@D

Vv
L
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Vo (X, y) =[Ny N7 Ng]-|v; [=[N°]
i

i

v

P Vxy)
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Funciones de forma lineales, elemento triangular de 3 nodos §c

. Es necesario calcular el gradiente de v, ¢ (x,y). Para ello vamos a
calcular derivadas en la formula de la interpolacion, obteniendo una
matriz B® que relaciona dicho gradiente con los valores nodales v, v,, vj:

ove | [N oN; 8N§_\ﬁ-
OX _ OX OX OX ¥
v | |ONf ON;  ON; Vﬁ

oyl Loy oy gy |-

‘ o]

. Observar que la matriz B® es constante en este caso interpolacion lineal

en un triangulo
ON? ONE AN |
ox x  ox | 1 |Y;-Vs Yi-Vi Vi—VYs

B | = =
8] ONE  ONE ONZ| 2A° X —xt xoxt X —X°

—

conente | Oy Oy Oy |
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Funciones de forma lineales, elemento triangular de 3 nodos jc

. ¢, Como son las funciones base
‘globales’ N, i=1,2,...,n que generan las
funciones locales N,® de cada triangulo?

. Las funciones basicas locales N,¢ de
elementos adyacentes, se agrupan
juntas para producir una funcion
pirAmide N,(x,y) para cada nodo global i
tal que :

N; (X;,y)=0;- 1,]=1,2,...,n

. Para los nodos del borde o contorno de
Q, la funcion basica es una porcion de
una piramide, cuya base esta definida
por los nodos en la malla.

= N5y
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Triangulos de Pascal, elementos de orden superior jc

. Se pueden construir elementos triangulares de orden superior
empleando el llamado ‘triangulo de Pascal’

. Un polinomio completo kﬂq_____A

de grado totalken x e y "

tiene (k+1)-(k+2)/2 términos / \ -

monomiales. / \ / \ A
/\/\/\ T

. Asi, un polinomio completo :
de grado k queda determinado .1-/ \x}/_> y/_\m/ \ n
univocamente dando suvalor /\ /\ /\ /\ / \ \
en (k+1)-(k+2)/2 puntos k=4

del plano

B

Y
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. El triangulo de Pascal implica la colocacion simétrica de los nodos

en elementos finitos triangulares.

. Por ejemplo, los 6 términos
del polinomio cuadratico

se determinan dando

el valor de v,&(x,y) en 6
puntos nodales, 1 en

cada verticey 1 en el

punto medio de cada lado.

. Observar que esta es justo
la ubicacion de monomios
en el triangulo de Pascal
para polinomio cuadratico!

/\ -
/\/\ A

/\/\/\ T

/\/\/\/\a
AAYAYAYAN

B

JcC
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Otros elementos triangulares JC

. ¢, Qué pasa con un polinomio cubico con 10 términos monomiales?
Requiere un triangulo de 10 nodos.

. La ubicacion de los nodos kﬂq_____A

se puede determinar por la de "

los monomios en el triangulo / N

de Pascal, 1 en cada vértice, A

2 en cada lado dejando en él / \ / \ k=2

tres segmentos de igual / \ / \ / \ e
longitud, y 1 nodo en el centro :

de gravedad del / \ / \/\/_\H"

triangulo elemento finito / \ / \ /\ /\ / \ -

considerado.
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Esos elementos producen funciones base que son continuas
sobre el dominio, por tanto tienen derivadas primeras con cuadrado

integrable.

. En la figura se ven 2 triangulos
contiguos de 6 nodos.

Los polinomios interpoladores
locales v,.® (X,y) Yy V.2 (X,Y)

son cuadraticos y coinciden

en los 3 nodos comunes

a ambos elementos.

Comparten la curva de contacto,
parabola de grado 2. Hay continuidad
entre parches. No hay continuidad

de derivadas transversales.
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Se pueden generar varios elementos rectangulares mediante
producto tensorial de polinomios en x e y:

Elementos rectangulares

Uc

- S R
| 1 J_r }I }_,3 }....i
: | ) r ; : d
| : : -]' '}I
X X xy x) 2 _1:_;-3 _:'.1,"1'
| 2
x x? x2y xty? ,ﬂ':?'_'r,'3 xz_p‘i
I g
X- | x‘] x%dv .IJ.__ 3 I-:!'_}'; .-‘:3_le
4 xt xty  x4y2 4.3
I | :
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Polinomios bilineales UC

. El producto tensor de los monomios [1, x] con los monomios [1, V]
roduce la matriz siguiente:
P 9 1 1y

1 vy]=

X X Xy

. La combinacion lineal de los elementos de esta matriz genera una

aproximacion polinébmica bilineal local:
—

t--.-.----.--
Vht(X.Y)= arta, x+ag y+ a, Xy _E;;_:_.:-{:; NN

.....

L AL L % -.
B, B B, i i T
et N ' iy ) &

A
'- .

. Observar que sobre cada uno de este tipo RN
de elementos, v,2(x,y) es lineal eny para x constante, ~— *ss

- ags |
lineal en x para y constante (bilineal). Higd

. Estas funciones de forma producen funciones base N;(x,y) que son
continuas, y por ello tienen derivadas las. con cuadrado integrable
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produce la matriz siguiente: 1

X [1 y y2]::
XZ

aproximacion polindmica bicuadratica local:

. Observar que sobre cada uno de este tipo

cuadratica en x para y constante (bicuadratica).

de elementos, v,&(x,y) es cuadrética en y para x constante, 1.

1y oy

X Xy Xy
2

VRe(X,Y)= ata, X+ag y+ a, X-y+agx*+agy*+a,Xy+agky +agx’y?

X x2y x2y2
. La combinacion lineal de los elementos de esta matriz genera una

. El producto tensor de los monomios [1,X,x?] con los monomios [1,y,y?]

Polinomios base bicuadraticos a trozos M€

Lx

. Estas funciones de forma producen funciones base N;(x,y) que son
continuas, y por ello tienen derivadas las. con cuadrado integrable.
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Error de interpolacion JC

. Consideramos interpolacion en 2D de una funcion g(x,y) empleando un
polinomio completo de grado k, g,(x,y). Si las (k+1) primeras derivadas de
g estan acotadas en Q¢, el error de interpolacion es:

19-Gnll.c.0°=Max ) < o° [9(xY)-Gn(x.y)[<=C-hc**2

donde c es una constante positiva y h, es el ‘diametro’ de Q¢ (la mayor
distancia entre 2 puntos cualquiera de Q¢)

. Esta estimacion de error es valida solo si g,(X,y) es un polinomio
completo de grado k.

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 20




Error de interpolacion

. Se puede deducir una estimacion de error para la 1a . derivada:

199 By conr, 18- Bny
OX  OX -0.= G oy oy

k
o0, S c,h;,

. Se define la norma H! en 2D como sigue:

, g\ (o9
loli=]|s +[axj [ay) o

. Suponiendo que no hay error de discretizacion (Q,= Q) y que h es el
maximo diametro de todos los elementos en la malla, se puede demostrar

que :
l9-9,||;<=c5-h* , para h suficientemente pequefio

. Esta estimacion es valida solo si g, (X,y) es un polinomio completo de

grado k.
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Error de interpolacion JC

19-9,|[;<=c5-h* , para h suficientemente pequefio

. Interpolacion lineal a trozos sobre triangulos (k=1): el error es de orden
O(h).

. Interpolacion bilineal a trozos (sobre cuadrilateros): el error asimismo
O(h) a pesar de que vhe(x,y);a1+a2x+a3yfa4x-y contiene el término
cuadratico x-y. Pero no contiene los términos x? e y? para tener un
polinomio cuadratico completo.

. Para interpolacion bicuadratica a trozos :
VRS(X,Y)= a,ta, X+ag y+ a, X-ytagx>+agy*+a,xy+agky +agx’y?
El error es de orden O(h?) pues faltan los términos cubicos x3 e y3.

. Estas aproximaciones tienen términos extra que proporcionan continuidad pero no
contribuyen a la convergencia asintotica del error de interpolacion.
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Uc
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Uc
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