Introduccion al método de los
Elementos Finitos en 2D

Leccion 10: Prelim Matem
Ecuaciones diferenciales y formulacion debil

Adaptado por Jaime Puig-Pey (UC) de:

. Zabaras, N. Curso ‘FE Analysis for Mech&Aerospace Design’. U. Cornell. 2012.
. Fish, J., Belytschko, T. “A First Course in Finite Elements”. Ed. Wiley, 2007.

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 1




Preliminares matematicos

. Considérese un dominio Q , en 2D, con interior Q y borde I, (también lo
denominaremos en ocasiones Q)

.Elborde " (0Q) se puede definir mediante ecuaciones paramétricas: x(s),
y(s), siendo s la longitud de arco a lo largo de I'.

. Una funcidn f(x,y) en el borde T" se puede expresar: f(s)=f(x(s),y(s)), s indica
el parametro en la definicion paramétrica de la curva de borde I" (0Q)

. Utilizaremos una funcion escalar u(x,y) de 2 variables para representar
algunos problemas de campo, que tendra el papel de funcion incognita
(potencial hidraulico, temperatura,...).

. Supondremos que las funciones que utilicemos tienen las suficientes
condiciones de ‘suavidad’ o continuidad para que sean validas las
operaciones a que se someten.

I" (0€2): {x(s),y(s)}
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Conceptos previos JC

. Gradiente Vu(x,y) de una funcion escalar u(x,y):
Es un vector: Vu(x,y) =(ou/ox) - i + (ou/oy) - j,
(i,j versores ejes cartesianos X e Y)
. Es frecuente utilizar el operador gradiente V( )= (d/ox - i + d/oy -j)()

. El gradiente marca la direccion de maximo crecimiento de u(x,y) al
moverse desde el punto (x,y)

. La variacion de u(x,y) en la direccion de un versor v= cos0 i+ sen 0 |
es la proyeccion del gradiente sobre v (producto escalar Vu-v). Se
escribe:

du/dv=3u(x,y)/ov = Vu(x,y) - V = V%
=0u(x,y)/ox - cosO + du(x,y)/dy - senb iT g
—
J
I (0Q)
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Flujo JcC

. Se llama flujo o(x,y) a un vector que es funcién del punto (x,y), como el
gradiente , y que en 2D tiene dos componentes y representa un campo vectorial

(puede ser flujo de calor o de fluido por unidad de longitud (2D) o superficie
(3D), ...)

t
n

B _ I
. El flujo en el borde o(s) = o(x(s),y(s)), T /7\/ o
se puede descomponer en las componentes: W
.Normal : 5,(s) = o(s)- n(s) {(-) es producto

escalar, n(s) es versor normal exterior}

. Tangencial: 6 (s) = o(s)-t(s)
In(s)|=1; [t(s)|=1

i _ Y
Vision del borde: J*AA 77
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Flujo UC

. Considérese un subconjunto arbitrario w < Q que contiene a un punto (X,,y,) del
conjunto.

. Considérese el flujo normal o,(s)= o(s)-n(s) que atraviesa el borde dw de w

. El flujo total a través de ese borde es la integral curvilinea de o,(s)a lo largo del
mismo, siendo ds el diferencial de arco de curva:

Y = [ & (s)ds
i A e
Ow
C , - . 4 s
. Sidividimos X entre el area A, de w, s |
se puede interpretar el resultado como la ~— « X _\
cantidad de flujo o que fluye dentro de w { ! |
. p | * P o
por unidad de area. — Y
] N S .
(o,
I
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Flujo JcC

Ellimitede X,/ A4, = I c,(s)ds/ A, cuando el tamafio de w tiende a cero,
- O ; .- :
conteniendo siempre al punto (X,,y,), se denomina la divergencia del flujo en Py
div ( o(Xg,Yp)), que es una magnitud escalar.
Tomemos como subconjunto w una region rectangular elemental

G!‘l = 0_1' -~ 'E'U_i'

2, =Ac Ay+Ac Ax T

Dividiendo por el area Ax-Ay,
tomando el limite para Ax, Ay—0

|9 =0y T Ao,

0o, (x,y)  00,(x,)) _

div(e(x,y)) =

ox oy |
0., O, : : - | "]
=(—i+ (o (xy)i+o,(x,y)j)=V-o
ox Oy

s la densidad de flujo neto por unidad de area en un

e
érico de Q).
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Flujo JC

El flujo total que sale de la regidon Q es por tanto: -
Jo total q g P > = j V.G dxdy

Q

Pero también podemos escribir el valor del flujo saliente
utilizando la expresion del flujo normal en el borde:

2= jQ V-&-dxdy = LQ onds

Este es el Teorema de la Divergencia de Gauss, que permite expresar la
integracion extendida a un dominio 2D, como una integracion curvilinea
extendida al borde de dicho dominio (n_es normal exterior, la curva se
recorre en sentido antihorario).
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Ecuaciones constitutivas y principio de conservacion §c

Ecuacion constitutiva. Relaciona la variable escalar de estado u(x,y), a menudo
a través de su gradiente Vu(x,y), con la vectorial de flujo o.

o(x,y)= -k(x,y)-Vu(x,y) (caso 2D)

siendo k(x,y) es un operador de transferencia que depende del medio fisico
considerado. Puede ser una matriz.

Ejemplos de modelos lineales:
(1D): Ley de Hooke: ¢ = E-¢, o: tension, k=-E (mdd. Elastic.), e=du/dx, def. unit.

(2D): Ley de Fourier, conduccion del calor (qg: flujo de calor, T:temperatura)
Material anisotropo: ][R Ky [:gﬂ
(k: tensor de conductividad térmica) i

el Ry Ky
Material isotrépo: ] o[k U‘] [ﬂTF@x

Kl anay] =K-VT

-K-VT

(2D): Ley de Darcy, flujo en medio poroso (q: flujo de fluido, P: potencial hidraulico)

Material ortotropo: [q”] [kx ] aPléx

0 k| lapray| =K VP

lre bmim o e Py H HPN PG Y

(k: tensor de permeabilidad)
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Ecuaciones constitutivas y principio de conservacion §c

Principio de conservacion. Es una ley de equilibrio o balance: Para cualquier
porcion w del dominio Q, el flujo neto que atraviesa el borde de esa porcion
de dominio debe ser igual la cantidad total producida por las fuentes internas

Siendo f la fuente de flujo por unidad de area Utilizando el teorema de la
de la porcion w: divergencia

[ ads=[ raxay [ Vgdvdy=] fdvdy

J. (V-6 - f)dxdy =0, para todo @ C Q

Puesto que w es arbitrario, la forma local
de la ecuacion de balance es:

Va(x,y)=fix,y), (x,y) EQ

Se puede ampliar el modelo anhadiendo un término
: proporcional a la variable de estado u(x,y)

Va(x,y)+b(x, y)ux,y) =f(x,y), ¥x,y) EQ

Ecuacion constitutiva : o(x,y)= -k(x,y)-Vu(x,y) (2D). El balance se representa
como una ecuacion en derivadas parciales de 2° orden en u(x,y)
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Principio de conservacion en interfaces JcC

Considése una interfaz 0 zona de contacto I'(s) que separa dos materiales con
diferentes modulos k; y k, en un mismo cuerpo.

Tomando una banda delgada del cuerpo envolviendo esta interfaz
la ley de balance toma la forma

S
2= j (=69 +6 ) ds =0
51

Que se ha de verificar para cualquier trozo de
banda en torno a la curva de contacto I'(s) .
Luego el integrando debe ser nulo, es decir, el
balance local en la interfaz se reduce a:

lo,(s)]| =5 (s)r-6)(s)n=0,vser
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Condiciones de Borde

- En la parte 06Q, del contorno global de Q aplicamos
condiciones de borde ‘naturales’o de Neumann, que afectan
al flujo normal en ese borde.

Podran ser de 2 tipos:

. Flujo normal dado por una funcién conocida q(s)
o,(8)=a(s)N(s) =q(s)

. Flujo en el borde dado por una relacion que tiene en cuenta

el valor de u(s) en el borde y en el ‘exterior’  (s), con el factor p(s),
estos ultimos de valor conocido. oy

G,(S) =6(s)7(s) = p(s)- (U(s)-i(s))

. Ambas se pueden sintetizar de la forma:
c,(S)=35(s)N(s) = a(s) u(s) H3(s) ; LL

con a(s), B(s) funciones conocidas , datos en el borde 0Q, { b

\

- En la parte del contorno o€, se aplicaran las
condiciones de contorno ‘esenciales’ o de Dirichlet, que fijan
valores ‘obligados’ de la funcidn escalar incognita G(s): u(s)=u(s) ,

"N~ PPN [P

o~ A:AnAA " \ 15N~ ‘l IIAA:A’IA
§C0Q1 SICTIUL U(S) ulla 1Uliciurl courivciua
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Resumen del problema de interés JC

Los datos en un dominio Q2 de borde 0Q= 0Q, U 0Q), , con dos subdominios Q,y Q,:
- 0Q)4, 0Q), contorno exterior y una interfaz I" (Borde interno entre Q,y Q)
- La ‘fuente’ f=f(x,y) en Q, , i=1,2
- ‘Parametros’ de material ki=k(x,y) , b=b(x,y), (x,y)en Q,, i=1,2 .
- Los datos para las condiciones de borde: .
. Esenciales : u(s)=0(s) , se 0Q;
. Naturales: a(s), B(s) en o€, , ;
(o bien q(s) y/o p(s) y U(s), en 0Q,) | ?Z//%/Z/ZQ///////
Con estos datos, calcular la funcion escalar u(x,y) en Q l . |
(temperatura, potencial hidraulico,...) : i
|

1“ .

W
7

s = X,y 7 ”
-

o

o~

EDP:  |= V(k(x.y) Vu(x,y) +b(x.y) u(x.y)=f(x.y), (x,7) € 2,,i=1,2

0 .

Naturales: | |- ) ”{;Ej) = p(s)-(u(s) - i(s)), s € 0Q, — k(s)- agf) = q(s) , s € 00,
Condiciones . ou(s) .
globales de |0 en sintesis: - k(s): =a(s)u(s)+ B(s), s€0Q, a(s)y B(s) conocidas
contorno on

Fcancialac 1{cel\=iile)l <eA Conser\!apié.n f'Ejo IMk(s)-SYu(s)n(s\1=0 .s I

LY VuviiIviUivy U\O, U\\)l y P —-Unm Q1 normal Inte"az l LL \~¥/ \>¥J \>¥ /11 )
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} Comentario relativo a las condiciones de borde §C

. El caso especial en que b=0y solo se aplican condiciones
naturales de borde del tipo

- k(s)- ab(;(s) =0,(s) dada , s € 0Q,
n

y sucede que 0Q, coincide con 6Q , precisa de atencion
especial:

- La solucion u(x,y) se puede determinar salvo una constante

- Para que exista u, se ha de satisfacer la siguiente condicion de
compatibilidad:

jf(x,y)-dxdy = I&n-ds
Q oQ
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JcC

. Llamaremos ‘Residuo’, R(x,y) , a la parte de la ecuacion diferencial que se iguala a
cero: R(x.y)=-V-(k(x,y)- Vu(x,y)) +b(x,y) u(x,y) - f(x,y), (X,y) €Q
(recuérdese que la solucion del problema verifica R(x,y)=0)

. Formulacién débil: Se trata de obtener una ecuacion (integral) con la misma
solucion que la ED, mediante integracion en el dominio Q2 del producto de R(x,y)
por una funcion ‘de peso’ w(x,y) adecuadamente elegida de modo que sea
integrable R(x,y)-w(x,y) y obligando a que sea cero el promedio integral con peso
que resulta (de momento se distinguiran en Q las zonas Q, y Q ,):

IQ w(x,y)-R(x,y) dQ2=0
Jo, WO Vi) Vi) (52 usy)- [ )] dQ+ [ wies) - V(o) Vi) +b(s) uty)- f6:3)1d2 =0

Esta claro que la solucion exacta verifica esta ecuacion siempre que w(x,y) sea
suficientemente ‘suave’ como para que la integracion tenga sentido.

. Para aplicar el método, se introduce una solucién aproximada u,,(x) combinacion
de funciones base B,(x), que cumple la ecuacion en el limite al crecer el numero de
funciones base de modo que se garantice la aproximacion a la solucion exacta

u (X,y) . nB

¢ Qué tipo de propiedades se exigen a la funcion w(x,y)? t,,(x) = 2 ¢ B,(x)
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JC

. La funcion de peso w(x,y) hace un efecto de penalizacion para que el residuo
Sea pequerio cuando se introduzca una aproximacion de u(x,y) (el residuo es
cero en la solucion exacta).

. En el problema , en la zona del borde 0Q, se ha convenido que se conoce la
solucion u(x,y) - condiciones esenciales de contorno- y que la solucion u,,(x,y) las
verificara exactamente. Para esa ‘zona’ del dominio no se hace necesario utilizar
penalizacion sobre u(x,y) ni sobre u,,(X,y), y por ello se exigira que las funciones
w(X,y) se anulen en esa zona del contorno.

. Por otra parte, se vera que introduciendo propiedades integrales en la expresion
de la integral del residuo ponderado, ésta se transformara en otra expresion en
que aparecen las derivadas primeras de w(x,y). Por ello exigiremos las funciones
w(X,y) una estructura suave para que sea correcto realizar integraciones de
expresiones en que aparecen sus derivadas primeras. Las transformaciones
integrales produciran asimismo expresiones en que aparecen las derivadas
primeras de u(x,y), en lugar de las segundas que aparecen en la ecuacion
diferencial.
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JcC

Jly W)= Vik(xy) Vig+bey) utey)- o))+, wiey) (- Vik(xy): Vi+b(xy)u(vy)-f(x.)]d2 = 0

Continuamos buscando una expresion equivalente en que aparezcan derivadas de
menor orden de u(x,y), que de partida son de orden 2. Compruebese que:

V-(w-(kVu))= Vw-(kVu)+w-V-(kVu), -w-V-(kVu)=Vw-(kVu)-Vv-[w-(kVu)], luego:
Jly [Vw002) k(x,9) Vuls.y)+w(x,y) bcy) utvy) - w(xy)f(xy)]-dQ+
+ [ (VW) k(x,) Vo) w(.y)bley) ulcy) - wivy)fxy)] d2 -
= J, ViIwey) k) Vuley)]dQ = | V-[wlxy)k(xy)Vulxy)]dQ =0

Por el teorema de la Divergencia
L V-6dQ = J:A onds . Llamando o= w(x, y)-k(x,y)ﬁu :

[ VDG, yy ke, ») VuldQ = [ wix, y)yk(x, ) Nuiids = [ w(x, y)k(x, y )'2_: .

los 2 ultimos términos, siendo 0(€2,) y 9(€2,) los contornos de los subdominios Q, y Q.:

= w(x,y) k(x,y)

()

ou ou
on ds - Ia(gz\ w(x,y) k(x,y) ~ ‘ds

4 ure
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JcC

Joy (VW00 k(0 9) Vuls.)+w(,3) b y) utvy) = wlxy) fx.)]-dQ +

3(Q,)~T

Jo, [V W)k, y) Ve y) ()b y) u(s,y) = wikey) fx.)] 42 -

ou ou
_ Im) w(x,y)k(x,y) P ds — -Lm )w(x,y) k(x,y) - ds =0

2

Podemos separar la integracion sobre I, interfaz interior
entre Q, y Q,, en los dos ultimos términos:

ou ou
— w(x,y)k(x,y) —ds — j w(x,y) k(x,y)—ds =
) on 0 on

(& ()

ou Ou
B _Ia(gl o W) .k(x’y)'a ds - o(2,)T w(x.y) 'k(x’J’)'a -ds +

] PR s+ [ = e k(e ]

Pero al recorrer el borde (curva I') desde cada subdominio Q, y Q,, las normales n, y n, son
iguales en direccion y opuestas en sentido, luego la suma de los 2 ultimos términos, es
CERO ( es como el equilibrio de flujo normal en la interfaz de los subdominios).
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Jo LW k) Ve ) vy bey) s ) = wiey) e )] 42+

Jo, (VW) h(5.3) Vuls.)+w(.y) bxy) u(sy) - wiy) fey)]-dQ - "5
_ J' - wx,y) k(x,y) =~ ds — Ia(gz)_r w(x,y)k(x,y) P ds =0 o 5

De modo que resumidamente, la forma débil, puesto que
Q= Q.U Q, yla unidn de 6(Q,)-I" y 9(€2,)-I" conforma el
contorno 02 de Q:

[, [0 ) V) ) b)) = Wi ) 7w )] Q[ ikt )- s =

Se comprende que se llega a la misma forma débil en el caso en que Q se
componga de mas subdominios con parametros materiales distintos.

. La funcion de peso w(x,y) se anula en 6Q,, zona de contorno con u conocido
(c. esenciales), asi que la integral curvilinea se anula en 0Q,. Luego se puede
escribir la forma débil:

[, (990 k) Vs 4w )by s ) = wisy) e 4Q [ wiosy) k) ds = 0
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El problema Variacional: FORMULACION DEBIL UC

[, L9900 46 2) T ) () b5 3) ) = wes ) FEe )] 49 = [ i) k) S s =0

. Sustituyendo la siguiente condicion de contorno ‘natural’ de sintesis:

k() a”é;‘g)

= o(s)u(s)+ p(s), s€Q, ,al(s),B(s)conocidas

[ [ V) k,p)- Vo) +w(,p)by) ulxy) - wiey) fcy)]-d2 +
+|  w(x,y)[a(s)u(s)+ p(s)]lds =0

00,

Finalmente, ubicando a la izquierda los terminos con ‘u’,
la ‘formulacion débil’ queda: ]

Joo Vive2) K(x.y)- Vi) +w(x,) by) uley)] dQ+ [ wix, y)-e(s)u(s)ds =

= [ W) S y)dQ = [ | wix,y)B(s)ds
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Espacio de funciones admisibles H(£) JcC

La ‘forma débil’ de la formulacidon queda, para todas las funciones de peso
w(x,y) admisibles tales que w(x,y)=0 en 0Q,

[ [ ey k(x,y) Vi) +wie,y)bey) uxy)]- dQ+ [ wix, y)a(s)u(s)ds =

= [ W) S y)dQ = [ | wix,y)B(s)ds

¢; Cual es la clase de funciones admisibles?

Las que verifican:
j(awjz (8wj2 ,
— | | +W
o\ ox oy

- Denotamos este espacio de funciones H'(Q2) indicando:
. 1 expresa que las primeras derivadas son de cuadrado integrable
. Q indica el dominio sobre el que estas funciones estan definidas.

dxdy < ©

- Buscaremos la solucion u(x,y) también en este espacio.
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* Encontrar una funcion u(x,y)

Resumen de la formulacion debil del problema JcC
e H'(Q) tal que u(s)= G(s), s € 9Q,y que verifique lo

siguiente, para todas las funciones admisibles w(x,y) , tales que w(x,y)=0 en 0Q;:

= | w(x, )/ (x,p)yde - |

00,

w(x, y) B(s)-ds

Joo ! W) () Vi) +w(x,y) b y) u(sp)]-dQ+ [ wix, y)a(s)u(syds =

** Se puede repetir la anterior formulacion débil
utilizando notacion matricial del siguiente modo, lo que
es adecuado para la implementacion del método de los
Elementos Finitos (FE, FEM)

* Encontrar u(x,y) € HY(Q) tal que u(s)= 0(s), sedQ, tal que

para todo w(x,y)eH(Q2) , con w(x,y)=0 en 02, , se cumpla:

s

Yoo ////////
’ // s

7 % )///” ;
////////////// X
O &£

1x2 157 2 Ix1 Ix1 Ix1

- J, w0, waypipe

1x1 1x1 ix1

lxl

lxl

_[ [( Vin)” @ Vquw(x y)b(x, y)u(x,y)]-dQ +I w(s) a(s) u(s) ds =

lxl
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Forma matricial de la formulacion débil IC

* Encontrar u(x,y) € HY(Q) tal que u(s)= 0(s), sedQ, tal que Yw(x,y)eH'(QQ) , con
w(x,y)=0 en 0Q), , se cumpla:

Jo [V ) Dt we, yy b, yyu(x, ) [ d@+ | wis)ya(syu(s)yds =

1x2 1x1  2x1 1x1 1x1 Ixl ol LI

(
—
X 1x1 1x1

= [, weny) fey)dQ - [ w(s) B(s)}ds

El operador gradiente se usa aqui como un vector
columna:

o Ou

V| O S| O] Gy | 2
- ou ox Oy
| Oy | | Oy |

Se intercambiaran las 2 notaciones y se
entendera en cada caso segun el contexto.
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Apéndices JC

Se anaden algunas diapositivas relacionadas con:

. Antecedentes matematicos

. Prueba de equivalencia entre las formulaciones fuerte y debill

. Ejemplos en que se deduce la forma debil en problemas de
contorno en 2 dimensiones

. Incluyendo anisotropia (con la ley de Fourier generalizada),
etc.
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\&/Equivalencia entre formulaciones débil y fuerte JC

Consideremos el siguiente problema de contorno :

V-gxy)=fixy), Y(x,y)eQ

(Notacion para el dominio Q y su contorno 0Q @ 0Q=TI", 0Q =L, 00L=I; )
ou(s)
on

Formulacion débil: Encontrar u(x,y)e H'(Q) : Yw(x,y)eH'(Q) , con w(x,y)=0 sobre T’

donde § = -k'Vu,  -k(s)- =qen=q sobre ', y u=u sobre I, ,siendo I' Ul =T (=0Q)

[, Vv, yyk(oy) ViCx, y)d@+ [ wx, )-q(s)ds = [ w(x, ) f(x, )d2

Es decir:

[ (e, )GCx, ) dQ+ [ wix, v) f (x,9)dQ = [ w(x, »)q(s)ds

Se trata de demostrar que esta ‘formulacion débil’ es equivalente a la ‘fuerte’ (es
decir, recuperar: EDP + Condiciones de Contorno naturales (afectan a derivadas))
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Equivalencia entre formulaciones débil y fuerte W€

[, B, »ydCx, y)yd@+ | wix, y) f(x,p)d2 = [ w(x, y)q(s)ds

Recordando, vwc—j) _ W(v‘ g) v g= .[Q Vi e q dQ) = J-Q ?(wé) dQ — J-Q w(v ®g)dS

Aplicando el teorema de la divergencia: Lﬁ . V-dAzLAV o i ds = L? o (W§)dQ = jr WG ® iivds
Resulta el teorema de Green (generaliza integracion por partes 1D)

JAQ?WO qdQ= J} wqgends— J;z w(V ®G)-dQ
Quedando la forma débil: L wg et ds — IQ w(V §)-dQ + J‘Q W f-dQ) = J‘Fq wds =

L W°§0ﬁds+jr W'(}Oﬁds—j.gw(@og-f)'dﬂ—jr wq-ds =0=

IF w-(QOﬁ-J)derJ‘F W'QOﬁds—J‘QW(?OQ-f)'dQ=O Yw € H'(Q)con w=0 sobre T,
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Equivalencia entre formulaciones débil y fuerte W€

jr w-(q-ﬁ-q)-dﬁjr w-q-ﬁ-ds—jgw-(?-zj-f)-dg =0 VYwE H'(Q)con w=0 sobre T,

Deduzcamos primero la EDP, Tomemos w como sigue:
W=(p(x)-&-c7-f) , con ¢=0 sobre I y ¢>0 sobre Q

La ecuacion de la ‘formulacion débil’ queda entonces:
Igca'(?-é-f)zdﬂzo =Veg-f=0enQ

Es decir, se verifica la ecuacion diferencial.

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C. y P. Santander 26




Equivalencia entre formulaciones débil y fuerte W€

.[r w-(§0ﬁ—§)-ds+.‘; w-éOﬁ-dS—IQW°(§Oé—f)°dQ=0 YwE H'(Q)con w=0 sobre T,

Puesto que se verificala EDP, Veg-f=0

la formulacion débil se puede escribir (*):
jw~(§0ﬁ—§)ds+ Iw-éOﬁdS =0 YwE H'(Q)con w=0 sobre T,
r r,

q

. Deduzcamos la condicion de contorno natural. Tomemos w como

sigue:
w=¢(x)(qgen-q),con ¢ =0 sobrel’, y ¢ >0 sobreT,

. Sustituyendo en la expresion (*) anterior resulta entonces:

[ ¢(Geii-g)ds=0= Geii-g =0 sobre T,
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Ley generalizada de Fourier JC

. En general, el flujo q y el gradiente de una funcion escalar u
(temperatura, potencial hidraulico) estan relacionados mediante la ley

generalizada de Fourier (anlsotroplca)

o e )

. Para medios isotropicos:

N

s=— D - \u
- —
2x2 matconduc  2x1

'@)I%@I%

J

[D]—ko—k [/]
o k| ==

2x2 matriz identidad

. Para un problema de contorno (BVP) 2D con flujo dado g sobre el borde
o contorno I',, asi como un valor u para u sobre una parte del borde I'; y
un término ‘fuente’ f, se deduce que la formulacion débil en notacion

matricial es:
Encontrar u(x,y)eH,(Q), con w=0 sobre ', tal que:

IQ(VW) DVudQ——j wq dS+I wfd.Q

H_Jﬁ 7" 91 q1 -1
1x2 AAAAAA 1X1 lxl .)L lxl
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Apeéendice: Teorema de la Divergencia JcC

Si q(x,y)€C? es integrable, r _
j V-GdQ = j Gii ds 4
) §
0) r ' - !
\ /
- g
. Observar que:
6 - _ 8Qx 6qy
oq = — 4 —
ox Oy

. Podemos escribir el teorema de la divergencia asi:

aqx aqy . — . . .
jQ( o - o )dQ—fr(qx n.+q,n,)ds
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Apeéndice: Teorema de Green JcC

. El teorema de Green

Jw(Veqdo=[ w@eiyds—[ Gegae ., T &

|'/ )
. . 0 I'I
. Para Slemostrarlo1 comprijebese que: \ /
Vewg)=w(Veg)+ Vweg= - iy
8 4 B
Ve )= 2 (rg,) + 2 00g,) = T, 4wk Tt w T =0T o)+ (T g

Esto junto al teorema de la divergencia

? VY dQ = v _'.d
produce el teorema de Green: -‘-Q *v L" *nas

jQ w+(V ®G)-dQ = jj o (WG)dQ — jg Ve G-dQ = L w-(G  ii)-ds — jg Vw e G-dQ

dv du
Tiene analogia con la integracion por partes en 1D: _[ o ; dx=[u- V] - _[ L4 adx
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Ejemplo de aplicacion del teorema de |la divergencia jc

Consideremos la funcion vectorial: G=(g,,q,)=(3x"y +y°, 3x +y°)
definida en el dominio triangular de la figura

Comprobar la validez del teorema de la divergencia,
Recordando el teorema de la divergencia : J‘ V-V dO = J‘ Vi ds
Q r

Hay que comprobar que:

jvqm:jq.ﬁdr
Q r

©,1) |,
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De QG=(94.9,)= (3x%y +y>,3x+y>) calculamos su divergencia:

— - 0
Voqz6&+&=(6xy)+(3yz)=6xy+3y2
ox Oy

Utilizando esto, calculamosj§-§d9 :
Q

1-0.5x 2
[VegdQ= [ (6xy+3y*)dydx=[[3x(1-0.5x)" +(1-0.5x) Hx=1.5
0

Q

O ey 1O

Por otra parte hemos de calcular

. (0,1)
el segundo miembro de: '

=]
-

jqugzjq-ﬁdr
Q r

Ejemplo de aplicacion del teorema de la divergencia 3C
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Ejemplo de aplicacion del teorema de la divergencia 5C

Recorriendo el contorno (normal exterior):
Jiéo;tdl“: J.Z]O?il;Jr '[ Z]o n dl +I§07d1“

- =
r AB (0,-1) dx  BC J5 J5 c4 (-1,0) —dy
?(1,2) —de

V5 -0 5

Observar que sobre el segmento BC: dS=—7dx y n =?(l,2) . Asi:

1-0.5x

[qondr= .[02—(3x+¥3)dx+.[g{(3x2 v +y)+ 2(3x+y3)}(—§dx) + (B2 y-y)-dy)=

2
j gendl =—6+ j %[(3)8 (1-0.5%) +(1-0.5x)") + 2(3x + (1-0.5x)°) | dx = 0.25 =
T 0

[qendr=-6+7.75-0.25
r

(0,1) o o
[qendr=-6+7.75-025=1.5=

r

J%ogdﬁzjéo;zdr
Q r
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Ejemplo: Deduccién de la formulacion débil §C

Consideremos la conduccion del calor en el domino de la figura, con las
condiciones de contorno que se indican. Se trata de deducir la formulacion débil

completa del problema. v
A g. =gon 1"g

Vek(x)VTxy) = fx,) o <
- T=TonT,

\i g, =h(T'—T_)onT,

Se empieza multiplicando el residuo por la funcion de peso w e integrando

sobre el dominio Q = =
R(x,y)= =V (k(x,y) VT(x,y) — f(x,y)

Para toda funcion w(x,y) suficientemente suave que se anule en I';
(condiciones esenciales) se ha de verificar:

[ woey) [ = Velk(xy) VT(x.3)- f(x.3)]dQ = 0

JQ
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Ejemplo: Deduccion de la formulacion debil 3C
Jo W)L =V (k(5.) N T(5.9)- f5,)]d2 = 0

Aplicando el teorema de Green: IQ w-(V ®G)-dQ = Lw-(é oii)ds — IQ VwegdQ con G=—-kVT

jg w(V e(—kVT)dQ = L we( —kVT)eii)ds —jjw-(—kﬁT)-dQ

Recordando que w
se anulaen I’

J.r o W-(—kﬁT o ii)ds — J'Q (ﬁw o (—k'ﬁT) W )dQ =0

J.QNW°(k‘§D-Wﬂ°dQ—J.F . W'(k'Z—T)'dS =0, Y'wE H'(Q) , con w=0en T,
gt hn n

(]
A g, =gon fq

. . - ~ \|I=T:UT,UT,
El término de integracion en //-’_ "; '
el contorno se puede 2 %

concretar mas: \ N\ T=TonT,
g, =h(T—T_)onlI,

[ W'(k%)ds = [w(=@ds+ [ wh(TT)ds == [ wads = | whTds+ [ whT.ds
‘ o r, A
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Ejemplo: Deduccién de la formulacion débil 5C

w-(k'Z—T)'ds=O, WweE H'(Q) , con w=0enT,
n

jQ [Vw e (kN T)-w]-dQ — L

q+1"h

La formulacion débil resulta: Encontrar T(x,y)e H'(Q),
con T= T sobre I'r, V w(x,y) € H(Q) con w=0 en I'; verificando:

[ [Vwe kNT)-wi]dQ+ [ whTds=~[ wgds+ | whT.ds

Y Se puede escribir ta]mbién la forma
b g =FonT débil en forma matricial, :

j (Vw) - kNT-dQ+ | whTds =
Q— =

Fh
1x2 1x1 2x1

= gj;w-fdQ — frq w-q-ds + . whT.ds

=t |YWwEH'(Q), con w=0 sobre T,
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