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Preliminares matematicos

. Considérese un dominio Q, 2D, con interior QQ y borde o contorno T’

. El borde I" se puede definir mediante ecuaciones paramétricas: x(s), y(s),
siendo s la longitud de arco a lo largo de I'. También lo denominaremos en
ocasiones 0Q .

. Una funcidn f(x,y) en el borde se puede expresar: f(s)=f(x(s),y(s)), s indica
el parametro en la definicion paramétrica de la curva de borde I" (0Q)

. Utilizaremos una funcion escalar u(x,y) de 2 variables para representar
algunos problemas de campo, que tendra el papel de funcion incognita
(temperatura, potencial hidraulico,...).

. Supondremos que las funciones que utilicemos tienen las suficientes
condiciones de ‘suavidad’ o continuidad para que sean validas las
operaciones a que se someten.

I
{x(s),y(s)}
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Conceptos previos

. Gradiente Vu(x,y) de una funcion escalar u(x,y):
Es un vector: Vu(x,y) =(ou/ox) - i + (ou/oy) -,
(i,] versores ejes cartesianos X e Y)
. Es frecuente utilizar el operador gradiente V()= (2/0x - i + d/oy -j)()

. El gradiente marca la direccion de maximo crecimiento de u(x,y) al
moverse desde el punto (x,y)

. La variacion de u(x,y) en la direccion de un vector unitario (Jv|=1) v=
cos(0)-1+ sen(0)) , (i , ] versores direccion X e Y), es la proyeccion del
gradiente sobre v (producto escalar Vu-v). Se escribe:

du/dv=3u(x,y)/ov = Vu(x,y) - vV = V%
=0u(x,y)/ox - cosO + du(x,y)/dy - senb iT ’
—
J
r
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Flujo JcC

. Se llama flujo o(x,y) a un vector que es funcién del punto (x,y), como el
gradiente , y que en 2D tiene dos componentes y representa un campo vectorial

(puede ser flujo de calor o de fluido por unidad de longitud (2D) o superficie
(3D) y de tiempo,...)

L _ Y

Vision del borde: ) J*AA % ﬂ%7 r
. El flujo en el borde o(s) = o(x(s),y(s)), X ‘a0

se puede descomponer en las componentes: / o(X,y)

.Normal : 6,(s) = o(s)- n(s) {(-) es producto
escalar}

. Tangencial: 6 (s) = o(s)-t(s)
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Ecuaciones constitutivas y principio de conservacion §c

Ecuacion constitutiva. Relaciona la variable escalar de estado u(x,y), a menudo
a través de su gradiente Vu(x,y), con la vectorial de flujo o.

o(x,y)= -k(x,y)-Vu(x,y) (caso 2D)
siendo k(x,y) es un operador de transferencia que depende del medio fisico
considerado. Puede ser una matriz.

Ejemplos de modelos lineales:
(1D): Ley de Hooke: ¢ = E-¢, o: tension, k=-E (mad. Elastic.), e=du/dx, def. unit.

(2D): Ley de Fourier, conduccion del calor (q: flujo de calor, T:temperatura)

Material anisotrépo: O] o [Kox Ky Efﬁx CKUT
(K: tensor de conductividad térmica) Al |ky  kyy| LETiEY
Material isotropo: )k 07.[6T/x] _ .
P g,/ 1o ] [anay =KVT
(2D): Ley de Darcy, flujo en medio poroso (q: flujo de fluido, P: potencial
hidraulico)
Material ortotrépo: x| [Kx Q7 [@P/EX]_ .
p l=lo | easl=<vP

(K: tensor de permeabilidad)
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Ejemplo 1: ecuacion diferencial del flujo de calor ' J€

Consideremos un recinto diferencial dV de volumen, de lados de tamano Ax, Ay,
Az paralelos a los ejes X,Y y Zy la Ley de BALANCE o EQUILIBRIO:

Calor que entra + Calor generado en interior — Calor que sale = Cambio energia interna
. La energia almacenada en el mismo por unidad de volumen y de tiempo es: p-c,- oT /ot

donde p y ¢, son la densidad (kg/m3) y el calor especifico (J/(kg-K)), T (x,y,z,t) la
temperatura en el recinto elemental, y t es el tiempo.

. g es el vector flujo de calor por unidad de area y por unidad de
tiempo. Utilizaremos la 12 aproximacion de Taylor para las g+, I q

componentes de g en dV

. Q(x,y,z) representa la cantidad de energia generada internamente ' /|

por unidad de volumen y tiempo (reacciones quimicas, eléctricas, _ q + x4
nucleares,...) q. o ' 5 1 &
dy dy-dz + g, dx-dz + g, dx-dy + Q-dx-dy-dz — & L ‘
-[(9c+(2q, /0x)-dx) dy-dz+(q,+(2q, /oy)-dy) dx-dz+ / e
+(q,+(3q, /3z)-dz) dx-dy] = p-c," dT /ot -dx-dy-dz q, / dx

Simplificando y dividiendo por el volumen elemental dx-dy-dz: G

Q - [0q, /ox + 2q, /oy + °q,/oz] = p-c, T /ot Q-V-.q= p-c, oT/ct

Q+ V(KVI)= p'Cp' ol/ot
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&/ Ejemplo 1: ecuacion diferencial del flujo de calor JC
Q - [0q, /ox +0q, /oy + 0q,/oz] = p-c,- oT/ot  ,  (Q-V-q)= p-c, oT/ot

Aplicando la ecuacion constitutiva de la ley de Fourier (por ej. ortotropa q=-K-VT, K mat diagonal ).

Q + 0(k,0T/ox)/ox + o(k,0T/ay)/dy + 8(k,2T/0z)/oz] = p-c, OT/ot
Q+ V(K- VT) = p-c,- oT/ot
Si la transmision de calor es cte e isotropa: k,=k,=k,=k, llamando «=k/(p-c,):
Qfx + 02T/ox2 + 02T/oy? + 92T/0z2 = (1/) oT/ot
(régimen transitorio, ecuacién ‘parabdlica’)
. Si estamos ante un problema o régimen estacionario (T no depende de t):
02T/ox2 + 02T/oy? + 02T/0z? = - Q/k
ecuacion de Poisson. (ecuacion ‘eliptica’)

. Se utiliza el operador A = V2 = V-V = 02/0x? + 0%/oy? + 02/0z2 +... con las
derivadas parciales segundas apicadas a una funcion escalar:

V2 T=F(x,y,z)

. Si ademas de ser el problema estacionario no hay generacién interna de
calor (Q=0), la ecuacion resultante es:

V2T=0 (Ecuacién de Laplace)
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Ejemplo 1: ecuacion diferencial del flujo de calor ' J€

Condiciones de contorno: Completan la definicién del problema y su sentido fisico.

Consideraremos unas condiciones, que se denominan ‘esenciales’, que afectan al valor de la
temperatura en una parte S, del contorno .Y otras, condiciones ‘naturales’, que afectan al flujo
que atraviesa el contorno en otras partes (S, S,; 0 S,,), disjuntas con S,. El conjunto del
contorno resulta de la unidn disjunta de las partes con condiciones esenciales y con
condiciones naturales.

1. Temperatura conocida en una parte del contorno (S,) . Esta condicion se denomina de tipo
‘esencial’: T(x,y,z,t)=T, , para todo punto de S,
donde T, es el valor prescrito para la temperatura en el la parte S, del contorno.

2. Flujo conocido a través de una parte del contorno (S, ;). En el caso ortétropo:
q-n=dy, koT/oxn, + k,oT/dy n, + k,oT/oz n, =-q,
conn = (nx,ny,nz)T el vector unitario normal en S| y q, es el valor prescrito del flujoen S,.

3. Flujo ‘convectivo’ producido por la diferencia entre la temperatura T en el borde del dominio

y la temperatura externa al dominio, T, , en la zona contigua al borde. En el caso ortotropo:
g-n=o-(T-T.), koT/ox ny, + koT/oy n, + k,0T/0z n, = o (T-Tgy),

donde n = (n,,n,,n,)" es el vector unitario normal en S, , o es el coeficiente de transmision de

flujo convectivoen S, .

Las condiciones en el contorno que afectan al valor de T, magnitud incognita, se denominan
de Dirichlet, y las que afectan a su derivada ‘normal’ (flujo normal, ©T/on) de Neumann.
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Ejemplo 2: Filtracion en medios porosos ,§C

La presencia de agua en un medio o

poroso, como un terreno o que . mm—

constituye una estructura, debe )

analizarse con detalle a efectos de w 5 .
estabilidad, corrosion u otros. 1 Fg;j,:,i;j o ]_
Consideremos un problema 2D, yenél | |p  ~iio LA e [y e we
el elemento diferenCial dX El dy de S *"ﬂﬂm‘rmm]f—_f .
superficie en el dominio (acuifero,...). I ——— ”-'I

Roca impermeable

. El fluido atraviesa dx [] dy por efecto del campo potencial hidraulico @ (x,y, t): La Ley de
Darcy (ec. Constitutiva) expresa el flujo g=-K -V® , con g es el vector flujo de fluido por
unidad de ‘longitud’ y por unidad de tiempo. Suponemos flujo ortétropo, K es matriz
diagonal:

[k« 0;0,k,], k., k, son los coeficientes de permeabilidad.

. Q: volumen de fluido por unidad de area y de tiempo que entra del exterior en el elemento.
. S : volumen de fluido por unidad de area liberado en el dominio (acuifero,...) cuando varia
el potencial en una unidad.

— Balance de volumen de fluido en el elemento diferencial dx [ dy :

Q-dx-dy+[q, —(q,+0q, /ox-dx)]-dy +[q, —(q,*+0q, /dy-dy)]-dx = S, dx-dy-od /ot
Q-0q, /ox - 0q, /oy = S;-od /ot , o bien, Q+0(k,-od /ox)/ox + a(ky-acb [ay)/oy = Sq+ o /o,
Que se puede escribir vectorialmente: Q + V(K- V®) = S_- 0P /ot
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Ejemplo 2: Filtracion en medios porosos jc

. Sik, y k, son constantes: Q+k,-02® /ox 2 + k,-02® /oy 2 = S;-0® /at.
. Si el material poroso es isétropo: k, =k, =k Q+k-(0?® /ox 2 + 0P /oy 2 )= S+ 0P /ot

. Si el proceso es estacionario (no influye el tiempo): Q + k-(02® /ox 2 + 92® /oy 2 )= 0,
Esta es la ecuacion de Poisson.

. Si no existe aportacion externa de fluido en los puntos del dominio, Q=0, resulta la ecuacion
de Laplace: - 02D /ox2 + 2P /oy2 =0
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Ejemplo 2: Filtracion en medios porosos

Condiciones auxiliares de contorno: Completan la definicién del problema y su sentido
fisico. Consideraremos dos tipos de condiciones para el caso estacionario:

1. Potencial hidraulico en una zona del contorno S,, en que se conoce el potencial ®. Esta
condicion se denomina de tipo ‘esencial’ 0 de Dirichlet:
d(x,y) = ®, , para todo (x,y) de S1

siendo @, es el valor prescrito para el potencial en la parte S; del contorno. En el ejemplo del
embalse, aguas arriba de la presa, el potencial equivale al nivel del embalse y aguas debajo de
la presa, al nivel del ‘contraembalse’. S, son las zonas de fondo de embalse y contraembalse.

2. Flujo normal conocido q, a través de una parte S, del contorno (condicion tipo ‘natural’ o de
Neumann). En el caso ortétropo (constitutiva: q=-K-V®=-k,,0;0,k ] V®= [-k, 0®/ox , - k, 0P/0y]

q-n=q,, (kg 0P/Ox) n+ (k, 0P/oy)n=-q, ,,
donde n = (n,,n,)" es el vector unitario normal a S,. b

impermeable

En el ejemplo del embalse, S, se compone del
borde de roca impermeable (n=[0;-1]) y de la

i 8

. ‘ \ \‘ Pl " #—— v
base de la presa (n=[0,1], supuesta de ey \ kA _j{_ - I
. . Y .,
hormigdn impermeable, y en ellos, b Sy SN y|

respectivamente:
-k, 0®/oy=0, k, o®/oy=0

b S R i ::*.“ﬂ"’.i?fr""."'."? bl ¥
ql

Roca impermeable
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Ejemplo 2: Filtracion en medios porosos

Condiciones iniciales:

En el caso estacionario, las condiciones auxiliares son habitualmente las de

contorno descritas.

Para el caso de que el problema dependa del tiempo (problema transitorio o
no estacionario), la correcta definicion del problema exige afadir, ademas,
condiciones iniciales, dando un valor conocido ®(x,y,t=0) del potencial
hidraulico en los puntos del dominio (x,y) en el instante inicial, asi como la
evolucion de las condiciones de contorno al lo largo del tiempo.

Si se estudia el proceso de embalse o de
desembalse, las alturas de agua aguas
arriba y aguas debajo de la presa

impermeable

) ) - A q, + —d
evolucionan con el tiempo, y por tanto el e\ ‘«:: Wi | ’ q
. . s . . T FEdy
proceso de filtracion es transitorio o no Fiideind SIS N 5 = e
estacionario, y el potencial hidraulico en el o e [ q[
medio poroso varia también con el tiempo. e
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@) Formulaciones aproximadas. Diferencias Finitas JcC

* Sea una ecuacion diferencial (ED, EDP) que esta correctamente planteada F(u,
o'u/ ox, ...,x)=0 (r, i son indices de derivacion y de variables respectivamente),
en un dominio D, con condiciones auxiliares CA, de modo que el problema
matematico, fisico, ingenieril, tiene solucion unica.

* Algunas ideas utilizadas en la practica para construir métodos aproximados
de resolucion:

1) DIFERENCIAS FINITAS:
. Discretizar el dominio D en puntos P,
. Particularizar la ED y las CA en puntos de D.

Resultan ecuaciones en u y sus derivadas:

Sustituir las derivadas de u en puntos P, por férmulas aproximadas que impliquen
a valores u(Pi). Resulta un sistema de ecuaciones en valores aproximados de u(P,)

(‘Metodos de Diferencias Finitas’)
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Error y convergencia

Discretizacion: El dominio de definicion D de la ecuacion diferencial se ‘discretiza’,
tomando sobre él un conjunto D, de puntos P; que generalmente son vértices de
una estructura en reticula cuadrilatera, asociada a h (dimension de reticula).

La funcion incognita u(x,y) de naturaleza ‘continua’ se sustituye por una version
‘discretizada’, un vector o matriz incognita U, de elementos, por ejemplo en 2D:

Ui ~ U(Pi)zu(xi’yi)’ I’J ~ U(PIJ) u(xl’yj)

* Algunas cuestiones relevantes son:¢ Existe solucion unica del problema
aproximado? Si es asi, ¢como calcularla? ¢ Cual es el error al tomar la solucion
del problema aproximado como solucion del exacto? CONVERGENCIA: ;Se
pueden conseguir soluciones aproximadas con error cada vez mas pequeino
respecto de la solucion exacta?

E.=(U;-u(x,y;), Error global=max;(|U-u(x,Y;)|), i=1,2,...,n° ptos discretizacion

. Si Error global<=K-R(h), K un valor finito, y R(h) depende sblo de la geometria

de la discretizacion, por ejemplo R(h)=M;-h,?+M,-h,2, M, , M, valores finitos, h, ,
h, de intervalos en x e y en la reticula:

* Eligiendo h, y h, suficientemente pequerios, se puede reducir el Error global,

el
‘tanto como se quiera’, es decir, hay CONVERGENCIA (cuadratica en el ejempio).
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Diferencias Finitas JC
: Calor estacionario en dominio 2D:
. Se consideran puntos P, sobre el 5 24 A2 o
- P 0T/ 0 x*+ 0 T/@y O

dominio D, y como incognitas los valores T=10"
T(P,), es decir se hace una discretizacion R
del problema. Estos puntos P, estan tanto °
en el dominio D como en su contorno.
Asi, el problema ‘continuo’ inicial se

-
—

:'a-,-

1 L
=

. . . e . | I AE‘&W enfe
sustituye por uno discreto con incognitas a_,:_‘—l | e perlts
los valores de T en los puntos P, elegidos | |
en el dominio. B\ L

. : L f k| &
. Se particulariza la ED en puntos P, Aglarients b ol
. 12T e I = -r—‘x\ N .
resultan ecuaciones con T(P;) y su parfects \ Wl e
. & i oyl
derivadas en los P.. N

. Se particularizan condiciones auxiliares en puntos P, : nuevas ecuaciones con
T(P;) y sus derivadas.

. Derivadas de T en puntos P, : se aproximan con férmulas de derivacion numérica:
por gj.: f’(xX)=(f(x+h)-2-f(x)+f(x-h)/h2 ; £ (X)=(f(x+h)-f(x))/h ; £ (X)=(f(x)-f(x-h))/h

. Resulta un sistema de ecuaciones con incognitas T,,,.,(P;) , valores que
anm)uman los exactos u(P\ Su resolucion aporta una solucion anrmumada

E. T. S. de Ingenieria de Caminos, C.y P. Santander LO0-15



En un laboratorio de Hidraulica se experimenta
con un modelo de presa apoyada en un terreno —
(ver figura), compuesto de material poroso
permeable, isotropico, enrasado hasta las lineas
A...A'y B...B’, bordeado por roca impermeable, El
embalse mantiene un nivel de agua constante de
valor 2 unidades sobre la linea A...A’, por la que

alimenta la zona permeable, y aguas abajo a pie La filtracion viene representada por la
de presa hay un contraembalse en que se ecuacion de Laplace

mantiene el nivel de agua en 1 unidad por encima 0*Plox* + o?Ploy> = 0
de la linea B...B’, en estado estacionario. donde P es el potencial hidraulico.

Se supone la discretizacion de la figura, con cuadrados de igual lado h, para estudiar la
distribucion del potencial hidraulico en los nodos de la malla. La presa se supone
impermeable. En todos los puntos sobre A...A’, incluyendo esquinas, se tomara P=2,y en
los de BB’, incluyendo esquinas, se considerara que el potencial vale 1. Se supondra que la
normal al contorno en los nodos 3y 7 es paralela al eje OY.

Realizando las derivaciones aproximadas a partir de la formulas unidimensionales:

f'(a) ~ (f(a+h)-f(a))/h , f'(a) ~(f(a)-f(a-h))/h , f’(@) = (fla+h)-2f(a)+f(a-h))/h? , SE PIDE:

1.- Obtener el sistema de ecuaciones que teniendo en cuenta las condiciones de contorno y la
discretizacién adecuada de la ecuacion diferencial permite aproximar la distribucion del
potencial en la malla.

2.- Obtener el potencial hidraulico aproximado en los nodos.
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Solucién

1.- Incégnita: potencial P(x,y) en los puntos de la malla
en que se ha discretizado el medio poroso donde se
plantea la ecuacion de Laplace.

Se desconoce el valor de P en los 9 nodos numerados.
Ecuaciones que se pueden plantear:

. La EDP particularizada en los puntos del medio.

. Ecuaciones representativas de condiciones de
contorno, de dos tipos:

- Tipo Dirichlet, valor de P en bordes A..A'y B...B. P=2en A..AyP=1enB..B'.
- Tipo Neumann (flujo, derivadas), el flujo normal nulo en borde impermeable, es decir: flujo
de fluido normal al contorno es nulo; se expresa:

VP-n=0 , VP = (6P/ox , 0P/0y) , n: normal al contorno en nodos 1,3,6,7,9,5.

Balance de ecuaciones y de incognitas en el problema:

. 9 incognitas: valores de P en los nodos numerados.
. 6 ecuaciones, de imponer impermeabilidad en el borde, nodos 1,3,6,7,9,5.

- Son necesarias 3 ecuaciones mas: construirlas particularizando la EDP en nodos 2, 4, 8
del interior de la zona porosa.
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- Derivadas en el gradiente y en la ecuacion diferencial:,
Férmulas aproximadas, en funcion de los valores de P
en nodos de la malla.

- Se llega a un sistema de ecuaciones que representa el
comportamiento del problema de un modo discretizado
sobre los nodos. Suponiendo que el lado de todos los
cuadrados de la malla vale h:

Nodo 1.grad P - n =0 [(P2-P1)/h, (2-P1)/h] - (-1N2,-1/N2)T =0, estoes P2-2:-P1+2=0
Nodo 5. grad P - n =0 [(1-P5)/h, (P5-P4)/h] - (0, 1)T =0, estoes P5-P4=0 ,P4=P5
Nodo 3. grad P - n =0 [(P6-P3)/h, (P2-P3)/h] - (0,1)T =0, estoes P2-P3 =0 ,P2=P3
Nodo 6. grad P - n =0 [(P7-P6)/h, (P4-P6)/h] - (0,1)T =0, estoes P4-P6 =0 ,P4=P6
Nodo 7.grad P - n=0 [(P7-P6)/h, (P8-P7)/h]- (0,1)T =0, estoes P8-P7 =0 ,P8=P7
Nodo 9. grad P - n =0 [(P9-P8)/h, (1-P9)/h] - (1N2, -1N2)T =0, estoes P8-2-P9+1=0

Nodo 2. AP =0, AP: Laplaciano de P:

(P4 -2P2+P1)h2 + (2-2P2 +P3)h2=0,estoes: P1-4P2+P3+P4+2=0
Nodo 4. AP =0:

(P2 - 2P4 + P8)/h2 + (P5 - 2P4 + P6)/h2 =0, estoes: P2-4P4 +P5+ P6 +P8=0
Nodo 8. AP =0

(P4 -2P8 + P9)/h2 + (1 -2P8 + P7)/h2=0,estoes: P4+ P7-4P8+P9+1=0
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El sistema resultante se puede escribir
matricialmente; si se hace de modo que el orden

de las ecuaciones se corresponda con el de los
nodos en que se plantean, se tiene :

210 000 00O P1 -2
1-41 100 00O P> -2
01-1 000 00O P3 0
010 -411 010 P4 0
000 1-10 00O Ps |=] O
000 10-1 000 Pe 0
000 000 1-10 P7 0
000 100 1-41 Psg -1
000 000 01-2 P9 -1

La matriz de coeficientes es dispersa o hueca, esto es, con muchos ceros, y tiene una
estructura en banda. Obsérvese que la numeracion de los nodos puede cambiar el patron
de ceros de la matriz de coeficientes.

2.- Las 3 igualdades: P2 = P3 , P4=P6 , P8=P7reducen a5 elnumero
de ecuaciones, y operando sobre ellas, se obtiene finalmente:
P1=19 ,P2=P3=18 ,P4=P5=P6=15 , PT=P8=12 , P9= 1.1
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Formulaciones aproximadas para abordar ED JC

* Algunas ideas utilizadas en la practica para construir métodos aproximados de
resolucion:

2) Tomar una solucion aproximada u,,(x) representada como combinacion de
unas funciones béasicas conocidas a priori mediante unos coeficientes c; a
determinar (‘Métodos variacionales’):

u,,(X) = nZ: ¢;"B;(X)

. Método de ‘colocacion’: se eligen funciones B;(x) que verifiquen las condiciones
auxiliares. Se sustituye u,,(x) en la ED y se obliga a que la verifique en puntos
dados. Resulta un sistema de ecuaciones en c,. Se resuelve para tener una
solucion aproximada.

. Considerar un problema de minimizacion de un funcional de u(x) equivalente a la
ED, atendiendo también las CA (meétodo de Ritz), con incognitas los coeficientes c..

. Obtener una formulacion equivalente a la ED y las CA, ‘Formulacion débil’, en la
que se pueda introducir la expresion u,,(X) y construir un sistema de ecuaciones
con incognitas ¢, . Se utiliza la denominacion de métodos de ‘Residuos
ponderados’
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Ejemplo de Método de COLOCACION JC

Sea la EDO: U"(x)=U(x), U(0)=0, U(1)=1, xe[0,1]
(Conte, S., de Boor, C., Elem Num An, 1981 32 ed)

. Se plantea una solucion aproximada Uy(x), combinacion de funciones 'base’, en
este caso de tipo polindmico: Un(X)=Cix+Cx2+C5x3

. Hay 3 coeficientes a determinar. Uy(x) verifica una de las condiciones de contorno,
U\(0)=0. Se debe exigir que también cumpla la otra, Uy(1)=1, y de ello se obtiene la
ecuacion: c +C,+Cy=1

. Se equilibran numero de incognitas y ecuaciones: 2 ecuaciones mas, obligando a
que Uy(x) verifigue exactamente la Ec Dif en 2 abscisas intermedias, x=1/4, x=3/4.
(Asi se 'coloca’ con error cero, verificando la Ec Dif en ellas)

Se tiene: Un"(X)-Up(X)=2 C,+6C3X-C1X-CoX2-C5X3=-C,X+C,(2-X?)+C4(6X-x3)=0
1 1 1 1 1

. Resulta como solucion aproximada: —1/4 31/16 95;54] . [[_-,4 — [,J

Uy (x)=0.852237-x-0.0138526-x>+0.161616x3, |-3/4 23/16 261/64] lcs 0l

que puede utilizarse para aproximar a U(x) , U'(x) en cualquier punto de [0, 1].
La solucion exacta es: U, ,=senh(x)/senh(1).
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Ejemplo de Método de COLOCACION JcC
% Ejl ColocacionEDO (Matlab, Octave)

A=[1,1,1;-1/4,31/16,95/64;-3/4,23/16,261/64];
b=[1;0;0];format long e
c=A\Db

x=[0.1:0.1:0.9];

for 1=1:length(x)
Uaprox(n)=[x(1) ,x()"2,x(1)"3]*c;
Uexact(i)=sinh(x(1))/sinh(1);

end

fprintf(” X Uaprox Uexact\n")
for 1=1:length(x)

fprintf("%12.6F %l12.6F 12.6FA\n",x(1),Uaprox(i),Uexact(i))
end

figure,plot(x,Uaprox,("r."),x,Uexact, "bo")
grid on, title ("Coloca"),xlabel("X"),ylabel("Y")
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oNoNoNolNoNoNoNoNe,

X

-100000
-200000
-.300000
-400000
.500000
.600000
. 700000
-800000
-900000

olololNolNoNoNoNoNe

.922366522366522e-001
.385281385281387e-002
.616161616161616e-001

Uaprox
-085247
171186
.258788
-349022
-442857
-541264
.645212
. 755671
.873610

oNeoNoNoNoNoNoNoNe,

Uexact
.085234
.171320
.259122
.349517
.443409
.541740
.645493
. 755705
.873482
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@ Formulaciones aproximadas para abordar ED JC

* Algunas ideas utilizadas en la practica para construir métodos aproximados de
resolucion:

nB
uap(x) :ZCsz(X) ) /,/r’//\\\\
i=1 3 - AN

| --7" | >
- ~ ~ -
_ - ~ ~ -
_-b- *o S 50 __--"F
| IS N |
- ~

-
40 -7

* La funcion solucion u,,(x,y) se representa mediante polinomios a trozos
(elementos finitos, parches) sencillos: a) triangulares planos z=a+b-x+c-y , b)
cuadrilateros no lineales: z=a+b-x+c-y+d-x-y,...). Se formula la discretizacion de
modo que las incognitas sean los valores u,, en los ‘nodos’ o vertices de la
discretizacion del dominio.
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JcC

. Llamaremos ‘Residuo’, R(x,y) , a la parte de la ecuacion diferencial que se iguala a

cero: - =
R(xy)= -V (k(x,y) Vu(x,y)) tb(x,y) u(x,y) - f(xy), (x,y) € Q
(recuérdese que la solucion del problema verifica R(x,y)=0)

. Formulacién débil: Se trata de obtener una ecuacion (integral) con la misma
solucion que la ED, mediante integracion en el dominio Q2 del producto de R(x,y)
por un funciones w(x,y) adecuadamente elegidas (funciones de ‘peso’) , de modo
que sea integrable R(x,y)-w(x,y) y obligando a que sea cero el promedio integral con

peso que resulta: J‘Q w(x,y) R(x,y)dQ=0

Jl, o) [- Vilk(x.y) Vig+b(xy)u(x.y)- f(xy)]-d2=0

Esta claro que la solucidon exacta verifica esta ecuacion siempre que w(x,y) sea
suficientemente ‘suave’ como para que la integracion tenga sentido.

. Para aplicar el método, se introduce una solucion aproximada u,,(X) combinacion
de funciones base B;(x), de modo que al crecer el numero de funciones base se
garantice la aproximacion a la solucion exacta u(x,y).

U (X) = ﬁ:ci B, (X)
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El problema Variacional: FORMA DEBIL JC

. La funcion de peso w(x,y) hace un efecto de penalizacion para que el residuo
sea pequefio cuando se introduzca una aproximacion de u(x,y) (residuo cero en
la solucidon exacta).

. En el problema, en la zona del borde 0, se ha convenido que se conoce la
solucién u(x,y) - condiciones esenciales de contorno, tipo Dirichlet - y que la
solucion u,,(x,y) las verificara exactamente. Para esa ‘zona’ del dominio no se
hace necesario utilizar penalizacion sobre u(x,y) ni sobre u,,(x,y), y por ello se
tomaran las funciones de peso w(x,y) tales que se anulen en esa zona del
contorno.

. Por otra parte, se vera que introduciendo propiedades integrales y las
condiciones de contorno en la expresion de la integral del residuo ponderado,
ésta se transformara en otra expresion en que aparecen las derivadas primeras
de w(x,y). Por ello exigiremos las funciones w(x,y) una estructura suave para que
sea correcto realizar integraciones de expresiones en que aparecen sus
derivadas primeras. Las transformaciones integrales produciran asimismo
expresiones en que aparecen las derivadas primeras de u(x,y), en lugar de las
segundas que aparecen en la ecuacion diferencial.
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El tiempo. Ecuaciones diferenciales e integracion. 3c
Ejemplo: Desembalse 2

K: coeficiente de pérdida (experimental, aprox 0.62)
g: aceleracion gravedad (9.81 m/seg?)
y: profundidad desde superficie libre a eje desague

A: area orificio desague
S(y): Area superficie embalse, funcion de y (dato
topografico)
-yD (y) — K'\/ 2g ‘Y| [Descenso superficie =Volumen agua desaguada
Formula de Torricelli —
‘ ) S(y) dy=Vp(y) At

nivel del embalse (qué superficie queda

Problema 1: evolucién en el tiempo del dy A.K. /z_g_y Cond auxiliar, tipo inicial

inundada, al desaguar, EDO: dt S(y) t=0: y=y,

-S(y) v 1 IyoS(y?jy

y
A9y KAJ2.g% Jy

Problema 2: Tiempo de v,
desembalse hasta un cierto nivel y; | |t (V;) :J.
(Yo>=y>=y,, si y=0, embalse vacio) PP K.

Ejemplo de datos de superficie libre de un embalse (se extrae de un mapa topografico):

Cota (metros) y =Y-810,

Y: 810 812 814 816 818 820 822 824 826 828 830 832 834 836 838

Area (Km2),
S(y): 0 6 14 36 71 112 185 260 352 460 574 705 830 913 961
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El tiempo. Ecuaciones diferenciales e integracion. 3c
Ejemplo: Desembalse 2

S(y) Como integrar una EDO de un Problema de Valor Inicial?
A\
dy - S AN 21G:Y Y (1)=F(y,1), y(to)=y,
dt S(y)
- [ Cond. Inicial: t=0: y=y, PASO a PASOQ, ideas:
Idea 1 ° " ° " ° ° ° " ° °
ty=a t t, t; tia

Métodos de Taylor (1 paso)
y(t+h)=y(t.)+ y'(t) -h/1l + y”(t) -h2/21 + y”’(t) -h3/3] + yV(t) -h%/4] + O(h?)
Error de Truncatura Local (ETL): yV(§)-h>/5! = O(h%) , Eelt,, t+h]

y'(t)=f(t,y) y”(t)= f(ty(t)) + f,(t,y(t))- f(t,y(t))
y; = y(t) y'= f(t, v)) y” = flt,y+ fy(ti;yi)' f(t,y;)

Método de Taylor de orden 1 (Euler): y,,=y+h-y’. , desde t,, vy, = y(t;), ETL=0(h?)

Método de Taylor de orden 2:y,,,= y+h-y’. +h2-y”./2, desde t,, y, = y(t;) , ETL=0(h3)

Métodos Runge-Kutta...)
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El tiempo. Ecuaciones diferenciales e integracion. §c
Ejemplo: Desembalse u.

S(y) Como integrar una EDO de un Problema de Valor Inicial?
4 A-Kx/2 ’
dy  AKy2Qy y'(t)=F(y,t), y(to)=Yo
dt S(y)
I "Cond. inicial: t=0: y=y, PASO a PASQ, ideas:
h h h
Idea 2 t=a 4 ) L Ly

ti+1 d ti+1 ti+1
J‘ti Ldf = J‘r f(t,y)-dt = y(ti+1) — y(l‘i) = J‘t. f(t,y)'dt

dt
y(t.,)=y()+ Lt f(t,y) dt

- P R h
Aplicando regla trapeci’s Jly(s,,) = y(t) + 2 (f (2t + S 63 (0)) | h=ta=1

Tomando y;, = y(t), Vi =YiH(h/2)-(F(t,y:)+(t., 1, Y..1)), desde t,

que es un método Implicito (de Crank-Nicolson) (ETL=-h3-y’”’(€)/12)

Métodos Predictor-Corrector...)
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JcC

Ejemplo inestabilidad numérica (sensibilidad a discretizacion y errores de redondeo):
Método monopaso (Euler, ETL: O(h?)) <> Multipaso mas preciso (ETL: O(h3))

Inestabilidad numérica

Euler (Taylor 1): y,,,=y.+h-f(x,y.), Multipaso: y;,;=Y; 1 +2-h-f(x,y)

h h h
y'=-2-y+1, y(O)=1 ° ° ° ° ) ) °
yexacta=]'/z-l-exp(_z'X)/2 ty=a t, t, t, tisg
h=0.2 h=0.02 h =0.002
maxErr_Euler = 0.0447 maxErr_Euler= 0.0037 || maxErr_Euler = 3.6849e-004
maxErr_Multi= 3.8057 maxErr_Multi= 0.0076 || maxErr_Multi = 7.9208e-006

EDO Inestabilidad: . Exac, + Euler, * Multi
T T T T T T

EDO Inestabilidad: . Exac, + Euler, * Multi
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Valor inicial. Ecuacion de orden p (p=2) §c

Como integrar una EDO explicita orden p=2 en un problema de Valor Inicial?

Y m y =Mx)/(El)  Varindep:xen[O,L] [ |Cond. inic.: y(0)=0, y'(0)=0
A y”:f(x)y’y’) ’ X € [alb]
X h h h

Cambio de variable dependiente:y1(x)=y(x), y2(x)=y’(x), yl'=y’ y2'=y”
Resulta el sistema de EDOs, x € [a,b]: yl'=y2, x € [a,b]
y1'(x)=y2(x), y'=f(x,y), y(a)=a y2’= M(x)/(E-1)

y2'(x)= f(x,y1(x),y2(x)) yl(a)=al, y2(a)=a2 | | C.ini: y1(0)=0, y2(0)=0

* Ta_ylor g)rden 1 (Euler): | [y1.,,=y1+y1’-h=yl+y2-h yl,=al,y2,=a2
EUL=OIE) y2,,,=y2,+y2’-h=y1.+f(x,y1,y2) i=0,1,2,...

* Método de tg media o Euler mejorado (familia Runge-Kutta orden2 ETL=0(h3)):
Vira= Vit [0 y)+F(x, 1,y +h-f(x,y;))]-h/2

yl.,,=yl+[y2+y2.+h-f(x,y1l,y2)]-h/2 , yl=al,y2,= a2
y2,,,=Y2,+[f(x,y1,y2)+f(x.,,, y1+h-y2, y2.+h-f(x,y1,y2))]-h/2 , i=0,1,2,...
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El tiempo. Ecuaciones en Derivadas Parciales. Estabilidad §c

Ejemplo de problema No Estacionario (Depende del Tiempo)

Difusion del calor en una varilla (Método de Diferencias Finitas)

2
8(37; =c 2 ]; x€[01], >0, C.Borde:T(0,t)=a , T(L,t) =L , C.Inicial : T(x,0) = g(x)
24
: : _— t
Particularizar EDP en (i,j) (que es (x; t;)): ~ hlél
a_Tj| ~ T;,]+1 T;] . 82T:| ~ l+1] _2T +T; -1,j .irj h2
oL, h T at], d )
Error O(h,) en t, O(h,2) en x X
0 1
Ti,j+1 _Tz",j — Ti+1,j B 2];,1' +Ti—1,j
h, By
(i,j+1)
hz h,
]-;,j+1 = C'F i+1, + (1 2:c: 2 )]-;] + C'F'T;—l,j (i-1) _
1 1 e (i,j) (i+1,])
. 2
ch,/h 2 1-2ch,/h,? chy/hy
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El tiempo. Ecuaciones en Derivadas Parciales. Estabilidad jc
Es un método EXPLICITO. Se avanza desde t=0, T(x,0) conocida.
Convergencia: h, At 1
condicion de ESTABILIDAD: | [conA=c-%=cmg , debeser A €(0,7]
. (Ax)
/ e
. v
Ejemplos i h,
.r
0
1 ¢
— ] X
Tz",j+1 - E'(T;'—l,j + ]—;+1,j) O_o_o_- T
al) h1=1/4’ h2=1/32’ c=1 (A’:l/z) (IIJ+1) aZ) h1=1/8, h2=1/128, C=1 (A.=1/2)
t=1/8 0% % % O t=1/32 0 3/8 % 7/8 1 7/8 % 3/8 0
0% Y 0 R L) 0% % 111 % %0
t=1/32 01110 Y2 0 1/ 011 111110
o u w1 ESTABLES >0 K K % 1
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El tiempo. Ecuaciones en Derivadas Parciales. Estabilidad jc

Es un método EXPLICITO. Se avanza desde t=0, T(x,0) conocida.

Convergencia: h, At 1
condicion de ESTABILIDAD: | |[cond=c—5=c——= , debeser 1€(0,-]
h, (Ax) 2
: 1
Ejemplos T = E'(Ti_l,,- -T.+T,.,)
b,) h,=1/4, h,=1/16, c=1 (A=1)
b,) h;=1/8, h,=1/64, c=1 (A=1) (i,j+1) 117 120
t=1/16 0-120102-10 0 5-7 50
010111010 (1)) > 0-2 3 -20
t=1/32 001111100 A1 (ij) o (i+1,) 01-1 10
t=1/64 011101110 |1 -1 1 001 00O
t=0 111111111 t=1/16 0 1 1 1 O
_________________________ : t=0 11 1 1 1
- % 1 -
X-> 0 1/8 iZ INESTABLES Yoo 0% % % 1

Error, sin sentido
temperaturas negativas
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Metodos Implicitos. Problema No Estacionario §c

5 =c o x €la,b], t>0, C.Borde: T(a,t)=a , T(b,t)=p , C.Inicial : T(x,0) = g(x)
X

Particularizar EDP en (i,j+1) (que es (x, t,,4)): | t=j-h,, x=a+i-h

A :
Lin—T,  Tiu =27 ju+ Ty it | i—>ih &
no 2 L 'y
2 hy e e S
- - L
2 2 _ : | K
(1+ 2-c: 2) ij+l F'Z+1,j+l _ C'F'Z—l,ﬁl - TZJ 'IL ____________ ",4:_ ______
1 1 : ! b X
[ S RS WS SN S >
i=1,2, ., N-1 1 e e e : M
t=0, h,, 2-h, ,..., j-h, j .
i-1 i i+l

Sistema TRIDIAGONAL DE ECUACIONES LINEALES
para cada t, i=1, 2, ...

Error de discretizacion:
Es INCONDICIONALMENTE .O(h ; ent
ESTABLE .0O(h,?) en x
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Metodos Implicitos. Problema No Estacionario §c

Método de Crank-Nicolson

(Calcular la media de T, ;,,-T;; del método explicito y del implicito anteriores)

1 ch,
T;',j+l_T;',j ( l+1]+l 2T 1 1]+ l+1] 2T +T; 1])
2 h
1 ch, ch 1 ch, 1 ch, c-h, 1 ch
Y Tyt [1"' : ]7; i+ 5 12 Tz+1 i+ T Ti—l, (1_ —J I; ; + _'—2'Ti+1, '
2 ' B2 g R 2 g ')t o2t
i=1,2, ..., N-1 1 e e e i >ih k-
t=0, h,, 2-h, ..., j-h, : "
J ° ° ° i - ! H
-1 | +1 I: ’IIJ i /]\2
Sistema TRIDIAGONAL DE ECUACIONES LINEALES R A A A T
paracadat, =1, 2, ... g"'“‘“*“““*b'““>

T(a,t)=a , T(b,t)=pF , T(x,0)=g(x)

Error de discretizacion:

INCONDICIONALMENTE ESTABLE
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