1.-ALGUNAS FORMULAS DE DERIVACION APROXIMADA
Se dan las siguientes férmulas de derivacion aproximada, indicandose su error de truncamiento ET:
FORMULAS CENTRADAS:

£ (c) zhiz(f(c+h)—2f(c)+ f(c—h)) , ET =—f®(&)h?/12

f(c) zz—lh(f(c+h)—f(c—h)) JET =— f"'(£)h?/6
FORMULAS UNILATERALES (hacia ADELANTE y hacia ATRAS):
f'(c) z%(f(c+h)—f(c)),ET —— £ (&)hI2 , f'(c) z%(f(c)—f(c—h)),ET=f"(§)-h/2
f'(c)z%(—f(c+2h)+4f(c+h)—3f(c)), f'(c) z%(f(c—2h)—4f(c—h)+3f(c)), ET = f'"'(&)h? /3
f"(c)zhiz(f(c)—Zf(c+h)+f(c+2h)),ET=—f"'(§)-h,f"(c)zhiz(f(c)—Zf(c—h)Jrf(c—2h)),ET=f“‘(§)-h

(la abscisa & es desconocida e intermedia a las abscisas en que se evalla a formula correspondiente).

SE PIDE: Indicar justificadamente para cada formula, qué polinomios es capaz de derivar exactamente en x=c,
independientemente del valor de h.

2.- E.T.S. I. Caminos. Santander. Plan Ing. de Caminos, 3er Curso. EC. DIF. Y MET. NuM. FINAL, MNP2. 11.02.03
Se tiene la ecuacion de la difusién uniforme y estacionaria del calor en 2D,....4—¢—¢— ¢4 ;
O°TIoxX? + 82T/8y2 =0,

(T: Temperatura) y un dominio en el que se quiere obtener la distribucion de
temperaturas, empleando el método de diferencias finitas. Los nodos de la
discretizacion estan numerados, y en la figura se muestra un equipo de ellos.

El nodo 18 esté en el borde del dominio, y en él se verifica la condicion
de aislamiento térmico perfecto. Ese borde mostrado es recto y
forma un angulo de 60° con el eje X. SE PIDE:

i) Deducir la ecuacion que resulta al expresar el cumplimiento de
la condicion de aislamiento térmico perfecto en el nodo 18.

ii) Deducir la ecuacion que resulta al expresar el cumplimiento de la
ecuacion diferencial en el nodo 23. o A X

iii) Escribir las expresiones aproximadas del gradiente de temperatura y del qujQ""de calor en los nodos 18 y 23,
suponiendo distribucion isotrdpica y que el coeficiente de conductividad vale 1.

Se elegiran las férmulas de derivacion méas adecuadas para aplicar en el ejercicio, justificando la eleccion.

3.- E.T.S. 1. Caminos. Santander. Ing. de Caminos, 3er Curso. Ec. DIF. Y MET. NUM. SEP 2010, MNP2
Dada la siguiente ecuacion, relacionada con la torsién de una barra elastica:
?D/0x%? + D /0y*+j=0(es el n°de equipo)

definida en cada punto del dominio plano cuadrado delimitado por x = +1,x =-1,y=+1,y=-1, considerando la
condicion auxiliar de que @ es nula en todo punto del contorno del cuadrado anterior. SE PIDE:

i) Calcular una solucion discretizada mediante el método de diferencias finitas, en los vértices de una malla
cuadrada de lados paralelos a los ejes X e Y, con tamafio de lado h=1/2. El contorno cuadrado forma parte de la
malla. Aprovechar las simetrias en la estructura geométrica del problema para reducir al minimo el nimero de
incognitas. Dibujar la discretizacion y numerar los nodos.

ii) Suponiendo que la ecuacion corresponde con las unidades adecuadas a la torsion de una barra de seccion
cuadrada, calcular aproximadamente y dibujar el vector [ou/dy, -0u/ox] en los puntos de la reticula, que salvo un
factor constante, coincide con el vector de tensiones tangenciales en puntos de la seccion en el modelo de torsion.

Notas: Elegir las formulas de derivacion aproximada adecuadas. Escribir en forma matricial el sistema resultante
y resolverlo con un programa de ordenador.



4.- ETSICCP. Santander. METODOS NUMERICOS. Curso 3°. Examen Extraord. Parte 22, 7 Sep 1994

Se tienen las siguientes formulas aproximadas de derivacion de tipo interpolatorio para la derivada 22 y 12 de una
funcion f(x) en x=c, conc, hy 6 (6<[0,1]) dados:

v~ Lfc—oh - s ). 2 ey a] fe-m-asdy. 1 |2
f (c)~(€f(c 6-h) (1+6’)f(c)+f(c+h)j(1+6’)_h2 f''(c) [f(c h) (1+9)f(c)+6f(c+0h)j(1+€).h2
que tienen ET respectivamente:
3 2 3 2
ET:_Mf"'(c)_w.f(iv(c)+._.y ET:M]‘"'(C)_M.f(iv(c)+m
3 12-(1+0) 3 12-(1+09)
(Comprobar el error para 6 = 1)
Q) e — L fc_omy 12 4 o)~ ——2 fe_m-1=2. 1 :
f(c)~9_h_ 1+9)f(c 6-h) + - f(c)+(1+9)_hf(c+h),f(c) h_(1+9)f(c h) - f(c)+(1+9)_0_hf(c+6’h)

Estas formulas de derivacion aproximada se aplicaran para resolucion del siguiente ejercicio:

. Una lamina semicircular de radio 2h y conductividad calorifica uniforme tiene en su didmetro una temperatura
constante de 0+j° (j es el n° de equipo), y en el borde semicircular 100+j°.
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i) Empleando el método de diferencias finitas aproximar la solucion en los puntos de la malla de la figura. Escribir
en forma matricial el sistema resultante y resolverlo con un programa de ordenador (tomar h=1).

i) Aproximar el valor del gradiente de temperatura y del flujo de calor en los puntos A y B. Suponer que la
conductividad térmica es isotrépica con coeficiente k conocido (tomar k=1).

Nota: El sistema de ecuaciones para aproximar las incognitas basicas T, Tg se obtendra particularizando la

ecuacion diferencial de Laplace ( 6°T/ox? + 6°T/0y?=0), que representa el fenémeno, en los puntos A y B,
basandose para escribir las férmulas de derivacién aproximada en las formulas de derivacion indicadas.

5.- E.T.S. I. Caminos. Santander. Ing. de Caminos, 3er Curso. EC. DIF. Y MET. NuM. SEP 2012 MNP2.

i) Deducir el sistema de ecuaciones resultante de aplicar el método de diferencias finitas a la ecuacion de Laplace:
o?ulox+c%uloy? = 0, en el dominio del plano XY formado por el cuadrado [0,1]x[0,1], con las condiciones
auxiliares (j es el n° de equipo):

uix,0)=x+4j; ux,1)=j+l-x;
u@,y)=y+j; ud,y)=j+l-y;
Se tomard la discretizacion basada en una reticula cuadrada de lado h = 1/3, paralela a los ejes X e Y.
Aprovechar la simetrias en la ecuacion, el dominio y las condiciones auxiliares para simplificar el problema

(ayudarse de una representacion grafica de la reticula numerando los nodos).
La derivacion aproximada se basara en la formula de derivacion unidimensional:

f "aprox(C)= (f(c-h)-2f(c)+f(c+h))/n?, cuyo error es -f™V()h?/12, p en (c-h, c+h)
Escribir en forma matricial el sistema resultante y resolverlo con un programa de ordenador.

ii) Sabiendo que el problema tiene como solucion exacta u(X,y)=x+y-2xy+j, ¢qué se puede decir del error en los
puntos de la discretizacion entre la solucion exacta y la que resulta mediante el método de diferencias finitas
anterior? Justificar debidamente la respuesta.

iii) Calcular de modo aproximado el gradiente Vu en los puntos de la reticula (2/3,1/3) , (2/3,0) , (0,0), (1,1).
Utilizar las formulas:

f'(c) z%(f(c)— f(c—h)), ET =— f"(&)}h/2 , f'(c) z%(f(c+h)— f(c)), ET = f"(&)h/2

Dibujar los gradientes. Comparar con los resultados exactos y dar una justificacion.



6.- E.T.S.Ingenieros de Caminos. Santander. METODOS NUMERICOS. Parte 22 Final. 11 Feb 2000

i) Obtener la solucién numérica discretizada del problema de la distribucion en régimen permanente del potencial de
velocidad U de un fluido perfecto en el trozo de canal ABCD de la figura, regulado por la ecuacién de Laplace (6?U/ox? +
0*Uloy?= 0), teniendo en cuenta que en el lado AD el potencial es de (10+i) unid. (i es el n°de equipo) y en el BC es de i
unid., y en los puntos interiores de los lados CD y AB (no en los extremos), hay impermeabilidad perfecta. Se empleara la

malla cuadrada de la figura. D IrEpermeabIe
. . . . ® 4 YLy oC i
ii) Calcular de modo aproximado el potencial I+10
y la velocidad del fluido en los nodos de la malla. )
con h=1. ([vx,vy]=-VU). _ 1+10 ¢ * ) G G Eje de simetria
Dibujar los vectores correspondientes. B FCT ol —'—h'—'—'—'—h ————— T T T
iii) Cpmparar el potencial y _Ios gradi_entes con la '1 '3 '5 '7 9' 1Y
solucion exacta u=-2.5-x/h+i+10 (origen en punto A). ) 8
Justificar resultados. i+10g2 ¢4 ,6 o 104 | X
A Impermeable B

Notas: Elegir formulas de derivacion aproximada
que tengan error de truncamiento ET de orden O(h?).
Escribir en forma matricial el sistema resultante y resolverlo por ordenador.

7.- E.T.S. I. Caminos. Santander. Ms Ing Caminos, ler Curso. Mét. Mat y Numér en Ing. Bloque MN ene 2015

Se considera en la figura un modelo simplificado 2D de boquilla por la que circula un fluido perfecto en régimen
estacionario, que verifica la ecuacion diferencial de Laplace en 2D,
con la variable dependiente u(x,y), 2u 6%

gue representa el potencial hidraulico. —

x o

En el dominio, h=1, se tienen las siguientes condiciones auxiliares:

. En el borde definido por los nodos 5, 8 se tiene que u=0 unidades

. En el borde definido por 1, 2 y 5, y el definido por 9, 10, 8,

el flujo normal q,=0 (impermeable).
. En el borde de entrada de fluido, definido por 1, 3, 6, 9, el flujo normal g,=-10-j/10 unidades.

(Por flujo normal en el borde se entiende g, = g-n, siendo el vector flujo g=-Vu =[-ou/ox, -oul/dy], "' producto escalar y n
el vector normal unitario exterior al borde. j es el nimero de equipo).

Se trata de aproximar la solucion del problema por diferencias finitas utilizando la reticula y nodos presentes en el dominio.
Se tendran en cuenta las siguientes consideraciones:
- El problema es simétrico, lo que implica que: ui=ug, Us=Ug, U2=U10, Us=U7, Us=Usg .
Témese como incognitas U, Uz, Us, Ug.
- En los nodos 1y 3 se elegira la condicion de flujo normal conocido en el borde, con normal exterior n = [-1,0]

- En el nodo 2 se elegiré la condicion de impermeabilidad, eligiendo como normal exterior al borde n = [1/7/2, -1/v/2]
- En el nodo 5 se elegiré la condicion de potencial hidraulico conocido us=0

Las formulas de derivacion aproximada para las derivadas parciales se basaran en la siguientes férmulas de derivacion
aproximada para una variable, Y NO OTRAS:
- Para la derivada 1a formulas de 2 puntos hacia adelante o hacia atrés , segin corresponda:

£(c) zﬁ(f(cm)—f(c)) o £'(0) z%(f(c)—f(c—h))

1
- Para la derivada 2a, formula bilateral centrada de 3 puntos: f''(c) zh—z (f(c+h)-2f(c)+ f(c—h))

SE PIDE :
i) Deducir el sistema de ecuaciones por el método de diferencias finitas con los nodos de la figura, que permite resolver de
modo aproximado el problema. Escribirlo en forma matricial.

ii) Resolver dicho sistema por ordenador.

iii) Calcular y DIBUJAR aproximadamente el vector flujo g en el nodo 4, con los resultados anteriores.



8. E.T.S.l. Caminos. Santander. METODOS NUMERICOS. Parte 22. Final. 6 Feb 1997

Se modela un local en cuyo interior hay una piscina V\YJ

con agua a 30 grados como se indica en la figura, /]

y se desea hacer una valoracion de la distribucion j0+10° (|,

estacionaria de la temperatura en el ambiente del local. “ A ;  ada e .
Se supone que el local es suficientemente largo como Bl N1 ona gslada termicamente
como para considerar representativa una seccion /

transversal con ejes XY en la que estudiar la 7y |8 2 9

distribucion estacionaria de temperatura, regulada j/10 +10°

por la ecuacion de Laplace 82T/ox2 + &2T/oy2 = 0. Beods e

Se considera la reticula de la figura, con tamafio h j/10 +10°

para el lado basico, sobre la que se buscaréa la solucién ollh |2y |3

aproximada por el metodo de diferencias finitas. 0" 30° 30° X

El local tiene su seccion transversal simétrica respecto al eje OY, y se supone que las condiciones de temperatura
interior y exterior también lo son. Los puntos 1, 2, 3 corresponden a la superficie del agua, y en ellos la temperatura
se mantiene siempre a 30° En los 6 y 9, en la pared acristalada del local, la temperatura es de j/10+10° (j es el n°
de equipo) que se supone constante e igual a la temperatura en el exterior. Esa misma temperatura se da en el punto
12, que corresponde a una zona acristalada en la cumbrera del tejado. Otra parte del tejado esta aislada
térmicamente (zona AB y su simétrica), y esa condicion de aislamiento térmico perfecto se debe imponer en el
punto 11.

Se considerara la simetria del problema y se emplearan férmulas de derivacion con error de truncamiento ET de
orden O(h?)

i) Se deducira el sistema de ecuaciones que conduce a la resolucion aproximada del problema en los puntos de la
reticula de la figura.

Escribir en forma matricial el sistema resultante y resolverlo con un programa de ordenador.

ii) Calcular de modo aproximado el flujo de calor en los nodos, suponiendo distribucion isotrépica y que el
coeficiente de conductividad vale 1 (aqui Flujo=-Grad(T)). Tomar h=1. Dibujar los vectores correspondientes

9. E.T.S. I. Caminos. Santander. Master Ing Caminos, ler Curso. Mét. Mat y Numér en Ing. Bloque MN sep 2014

Se considera la ecuacion diferencial de Laplace en 2D, con una variable dependiente u(x,y), que puede representar
la temperatura un problema de distribucion estacionaria del calor en un medio isétropo,

o’u  du

—2 + —2 = 0

OX
definida en el dominio de la figura, basado en una reticula cuadrada de lado h=1
Se tienen las siguientes condiciones auxiliares (j es el n° de equipo):

. En el borde definido por los nodos 1, 2, 3, 7, se tiene que u = j unidades
. En el borde definido por los nodos 8,11 se tiene que u = 0 unidades

. En el borde definido por 11, 10 y 7, el flujo normal gn=0.

. En el borde definido por 8, 4 y 1, el flujo normal qn=10. &2 h

(Por flujo normal en el borde se entiende -Vu-n , siendo Vu
el vector gradiente de u, '-' producto escalar y n un vector normal unitario exterior al borde). ~ SE PIDE :

. Deducir el sistema de ecuaciones por el método de diferencias finitas con los nodos de la figura, que permite
resolver de modo aproximado el problema. Escribir en forma matricial el sistema resultante y resolverlo con un
programa de ordenador.Tomando como vector flujo g = (-ou/ox, -ouldy), calcular aproximadamente el flujo en los
nodos 2,4,5,9, a partir de los resultados del apartado anterior.

Elegir la férmula de derivacién aproximada para las derivadas parciales mas adecuada a cada caso.
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