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1. INTRODUCCION

La estadistica es la ciencia que se encarga de la planificacidon de estudios y experimentos:
obtener datos; y después organizar, resumir, presentar, analizar e interpretar esos datos para
sacar conclusiones basadas en ellos.

Los conceptos y métodos estadisticos no solo son utiles sino a menudo indispensables para
comprender el mundo que nos rodea. Proporcionan formas de obtener nuevas visiones sobre el
comportamiento de muchos fenémenos que nos podemos encontrar en fisica?. La estadistica
nos permite hacer juicios inteligentes y tomar decisiones informadas ante preguntas
desconcertantes que involucran incertidumbre y variaciéon®.

1.1 Origen de la Estadistica

La palabra estadistica se deriva del latin status (estado). Los métodos estadisticos se han
desarrollado a lo largo de muchos siglos. Los primeros usos de la estadistica consistieron en
recopilaciones de datos y graficos que describian diversos aspectos de un estado o un pais. En
1662, John Graunt publicé informacién estadistica sobre nacimientos y defunciones. Al trabajo
de Graunt le siguieron estudios de tasas de mortalidad y enfermedad, tamafios de poblaciones
y de tasas de ingresos y de desempleo®. Tanto hogares, gobiernos como negocios dependen de
datos estadisticos para orientarse. Por ejemplo, las tasas de desempleo, de inflacion, indices de
consumo Yy tasas de natalidad y mortalidad se recopilan cuidadosamente de forma regular,
sirviendo a los lideres de los negocios para tomar decisiones que afectan a contrataciones
futuras, niveles de produccion y expansiones hacia otros mercados.

1.2 Lenguaje: algunas definiciones
En este apartado damos definiciones formales de algunos conceptos basicos:

= Datos: Colecciones de observaciones, como medidas, géneros, o respuestas a encuestas.

= Poblacién: Coleccién completa de todas las medidas o datos que se estan considerando®.

= Censo: Coleccién de datos de todos y cada uno de los miembros de una poblacién®.

=  Muestra: Subcoleccion de miembros seleccionados de una poblacién’.

= \Variable: Cualquier caracteristica cuyo valor puede variar de un miembro a otro de una

poblaciéné.

Variable discreta: el conjunto de posibles valores es, o bien finito (“numerable”), o bien
se puede enumerar en una secuencia infinita.
Variable continua: el conjunto de posibles valores consiste en un intervalo entero sobre
la recta numérica (la coleccidn de posibles valores no es numerable).

2 Una de las ramas mas importantes de la fisica es la llamada fisica estadistica, que se encarga del estudio de las
propiedades de la materia condensada en términos de las leyes fisicas que gobiernan el movimiento de los atomos
que la forman, utilizando teoria de probabilidad y métodos estadisticos.

3 La presencia de incertidumbre o variacién es un requisito para poder aplicar los métodos estadisticos. Si todas las
medidas experimentales fueran iguales, una sola observacidn seria suficiente para obtener toda la informacién
deseada.

4 Para ampliar informacién, recomendamos recurrir al excelente libro de Hald [2003].

5> Las medidas numéricas que describen caracteristicas de una poblacién se denominan parametros.

6 Limitaciones de tiempo, dinero u otros recursos escasos suelen hacer los censos poco précticos o imposibles.

7 Las medidas numéricas que describen caracteristicas de una muestra se denominan estadisticos.

8 Los datos resultan de realizar observaciones sobre una sola variable (conjunto de datos univariado) o
simultaneamente sobre dos (bivariado) o mas variables (multivariado).



HERRAMIENTAS COMPUTACIONALES EN EL LABORATORIO 2

1.3 Pensamiento critico y estadistico

Cuando llevamos a cabo un estudio estadistico®, debemos realizar un proceso de “preparacion,
analisis y conclusién” (ver esquema mas abajo, adaptado de Triola [2012]). Comenzamos con
una preparacion que implica consideraciones sobre el contexto, la fuente de los datos vy el
método de muestreo. Continuamos construyendo graficos adecuados, explorando los datos y
ejecutando los calculos necesarios para el método estadistico que estemos utilizando.
Finalmente sacamos conclusiones determinando si los resultados tienen significancia estadistica
y practica’®.

Preparacion

1. Contexto
a. ¢Qué significan los datos?
b. ¢Cual es el propésito del estudio?
2. Fuente de los Datos
a. ¢Llos datos provienen de una fuente con especial interés de forma que existan
presiones para obtener resultados favorables a la fuente?
3. Método de Muestreo
a. ¢Hubo o no hubo sesgo al recopilar los datos? !

Andlisis

1. Representar los Datos
2. Explorar los Datos
a. ¢Existen valores atipicos'??
b. ¢Qué estadisticos'® importantes resumen los datos?
c. ¢éCOmo estan distribuidos los datos?
d. ¢Faltan datos?
3. Aplicar métodos estadisticos
a. Utilizar tecnologia (software) para obtener resultados.

Conclusion

1. Significancia estadistica
a. ¢Tienen los resultados significancia estadistica?
b. ¢Tienen los resultados significancia practica?

14 pensemos en histogramas, diagramas de barras, diagramas de dispersion, etc.
15 Media, mediana (percentiles) y moda.
16 Rango, varianza y desviacién estandar.
17 En este curso estudiaremos Unicamente el muestreo y la estimacién puntual.
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1.4 Ramas de la Estadistica

Los estudios estadisticos suelen producir tal nimero de datos que suele ser necesario
resumirlos, para asi poder describir sus caracteristicas mds importantes. LA ESTADISTICA
DESCRIPTIVA —el arte de resumir datos— se ocupa de la representacion grafica® y del estudio
de las medidas de resumen (como las de centralizacién®®, dispersion?®, etc). La Estadistica
Descriptiva también se encarga del andlisis de las relaciones —las dependencias— entre
variables, donde la correlacion y la regresion son los principales temas.

Habiendo obtenido una muestra de una poblacién, podemos (debemos) estar interesados en
sacar conclusiones de la poblacidon a partir de la informacidon obtenida de la muestra. LA
ESTADISTICA INFERENCIAL es la rama de la Estadistica que se ocupa de hacer generalizaciones
validas a partir de muestras. Los procedimientos de inferencia mas importantes son la
estimacién puntual®’, los tests de hipdtesis y la estimacién por intervalos de confianza.

El puente que une ambas ramas es la PROBABILIDAD. Tanto la Estadistica como la Probabilidad
se ocupan de preguntas que involucran poblaciones y muestras, pero lo hacen de “forma
inversa” una a la otra. En un problema de probabilidad, las propiedades de la poblacién se dan
por conocidas, y se hacen y responden preguntas sobre una muestra tomada de esa poblacién.
En un problema estadistico, el experimentador tiene acceso a las caracteristicas de una muestra,
y mediante técnicas inferenciales es capaz de sacar conclusiones sobre la poblacién. La relacién
entre ambas disciplinas se puede resumir diciendo que la Probabilidad razona desde la poblacidn
a la muestra (razonamiento deductivo), mientras que la Estadistica Inferencial razona desde la
muestra a la poblacién (razonamiento inductivo). Esto se ilustra en la Figura 1.

Probabilidad

Inferencial

Figura 1: La relacion entre la Probabilidad y la Estadistica Inferencial. Adaptada de Devore [2014].

2. ESTADISTICA DESCRIPTIVA

La estadistica descriptiva puede dividirse en dos grandes areas. Por un lado, la representacion
grafica de los datos y por otro el resumen numérico de los datos mediante medidas de
centralizacion y dispersidn. Las principales cinco caracteristicas de los datos son:

Centro: Valor representativo que indica donde se encuentra el centro del conjunto de datos.
Variacién: Medida de la cantidad que varian los valores de los datos.

Distribucidon: Naturaleza o forma de la dispersion de los datos en el rango de valores.
Valores atipicos: Valores de la muestra que se encuentran muy lejos de la gran mayoria de

P wnNe

los otros valores de la muestra.
5. Tiempo: Cualquier cambio con el tiempo en las caracteristicas de los datos.

18 Existen varios algoritmos para determinar el nimero adecuado de clases en las que tenemos que dividir nuestros
datos. Por ejemplo, segun la llamada regla de Sturges, el nimero ideal de clases puede aproximarse por 1 + log; n,
siendo n el nUmero de datos en nuestra muestra
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2.1 Representacion grafica

Muchas muestras de datos son tan grandes que para comprenderlas necesitamos organizar y
resumir los datos, bien numéricamente en tablas, o bien visualmente en gréficas, como
describiremos a continuacion.

A la hora de organizar y resumir conjuntos muy grandes de datos, una distribucién de
frecuencias (o tabla de frecuencias) puede ser muy util para entender la naturaleza de la
distribucion de los datos (ver Tablas 1y 2).

Tabla 1: Numeros que salen al tirar un dado 100 veces.

Numero (clase) | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa %
1 16 0.16 16

2 19 0.19 19

3 12 0.12 12

4 12 0.12 12

5 23 0.23 23

6 18 0.18 18
TOTAL 100 1 100

Tabla 2: Numeros que salen al tirar un dado 1000 veces.

Numero (clase) | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa %
1 154 0.15 15

2 177 0.18 18

3 162 0.16 16

4 164 0.16 16

5 176 0.18 18

6 167 0.17 17
TOTAL 1000 1 100

Distribucion de frecuencias: Una distribucion de frecuencias (o tabla de frecuencias) muestra
como estan agrupados los datos en categorias (clases) mutuamente excluyentes, enumerando
las categorias junto con el nimero (frecuencia) de valores en cada categoria.

Distribucion de frecuencias relativa: Una variacion de la distribucién de frecuencias basica
(absoluta) es la distribucion de frecuencias relativa, en la que cada frecuencia se reemplaza por
una frecuencia relativa (proporcién) o un porcentaje.

frecuencia de la clase
suma de todas las frecuencias

Frecuencia relativa de una clase =

) frecuencia de la clase
Porcentaje de una clase = — X 100%
suma de todas las frecuencias

18 Existen varios algoritmos para determinar el nimero adecuado de clases en las que tenemos que dividir nuestros
datos. Por ejemplo, segun la llamada regla de Sturges, el nimero ideal de clases puede aproximarse por 1 + log; n,
siendo n el nUmero de datos en nuestra muestra
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De cara a construir tablas de frecuencias y sus representaciones graficas correspondientes,
necesitamos definir una serie de términos asociados a las clases:

Limites inferiores: de clase Son los nimeros mas pequefios que pueden pertenecer a las distintas
clases.

Limites superiores: de clase Son los nimeros mas grandes que pueden pertenecer a las distintas
clases.

Fronteras de clase: Son los nimeros que se utilizan para separar las clases, pero sin los huecos
creados por los limites. También se conocen como limites reales de clase.

Marcas de clase: Son los puntos intermedios de cada clase. Se obtienen promediando los limites

inferior y superior de clase.

Anchura de clase Es la diferencia entre dos limites de clase consecutivos en una distribucién de

frecuencias.

Construimos distribuciones de frecuencias para (1) resumir conjuntos grandes de datos, (2)
analizar los datos para ver su distribucion e identificar valores atipicos, y (3) tener una base para
construir graficos (como histogramas, que introduciremos mds adelante).

Para construir una distribucion o tabla de frecuencias se puede utilizar el siguiente
procedimiento:

1. Seleccionar el nimero de clases, habitualmente entre 5y 2018.

2. Calcular la anchura de clase.

(valor maximo — valor minimo)

Anchura de clase = -
numero de clases

Generalmente conviene redondear hacia arriba este valor.

3. Elegir el valor del primer limite inferior de clase bien utilizando el valor minimo de los
datos bien otro valor por debajo de él.

4. Utilizando el primer limite inferior y la anchura de clase, enumerar el resto de limites
inferiores de clase, afiadiendo la anchura de clase en cada caso.

5. Enumerar los limites inferiores de clase en una columna vertical y determinar entonces
los limites superiores de clase.

6. Tomar cada valor individual de los datos y asignarlo a una clase concreta. LA

FRECUENCIA (absoluta) de esa clase es el numero de valores existente en ella.

18 Existen varios algoritmos para determinar el nimero adecuado de clases en las que tenemos que dividir nuestros
datos. Por ejemplo, segun la llamada regla de Sturges, el nimero ideal de clases puede aproximarse por 1 + log; n,
siendo n el nUmero de datos en nuestra muestra
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Distribucion de frecuencias cumulativa: Otra variacion de la distribucion de frecuencias es la
llamada DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS CUMULATIVA, en la que la frecuencia de cada clase es
la suma de las frecuencias de esa clase y todas las anteriores (ver Tabla 3).

Tabla 3: Numeros que salen al tirar un dado 100 veces.

Numero (clase) | Frecuencia cumulativa
1 0o menos 16
2 0 menos 35
3 0 menos 47
4 0 menos 59
5 0 menos 82
6 0 menos 100

EJEMPLO 1: RESUMEN CONSTRUCCION DE TABLAS DE FRECUENCIAS VARIABLE DISCRETA

Los datos que se dan a continuacion corresponden a los pesos en Kg de 80 personas:

60;66;77,;70;66;68;57;70,;66,;52;75;65,;69;71;58,;66;67;74,61;63;69;80;
59;66;70;67;78;75;64;71;81,;62;64;69;68;72;83;56;65;74,;67;54;65,;65;
69;61;67;73;57;62,;67,68;63,67;71,;68,;76;61;62,63;76;61,67;67;64,;72;
64;73;,79;58;67;71;68,;59;69;70;66;62;63;66;

1. Obtener una distribucion de datos en intervalos de amplitud 5, siendo el primer intervalo
[50; 55) 6 50-54, dependiendo de la notacién.

2. Calcular el porcentaje de personas de peso menor que 65 Kg.

3. ¢Cuantas personas tienen peso mayor o igual que 70 Kg, pero menor que 85?

Como se trata de efectuar una distribucién de datos agrupados, debemos obtener primero los
intervalos correspondientes, situando los datos en sus lugares respectivos:

Numero Frecuencia Frecuencia Nimero Frecuencia Frecuencia

(clase) absoluta cumulativa (clase) absoluta cumulativa
[50-55) 2 2 50-54 2 2
[55-60) 7 9 55-59 7 9
[60-65) 17 26 60-64 17 26
[65-70) 30 56 65-69 30 56
[70-75) 14 70 70-74 14 70
[75-80) 7 77 75-79 7 77
[80-85) 3 80 80-84 3 80

80 80
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2. Para calcular el porcentaje de personas de peso menor que 65kg, lo mads efectivo es calcular
la tabla de frecuencias cumulativa a partir de las frecuencias absolutas:

Numero Frecuencia Frecuencia
(clase) absoluta cumulativa
50-54 2 2

55-59 7 9

60-64 17 26

65-69 30 56

70-74 14 70

75-79 7 77

80-84 3 80

80

Observando la columna de frecuencias acumuladas se deduce que existen N3 = 26 individuos
cuyo peso es menor que 65 Kg, que en términos de porcentaje corresponden a:

26 100 = 32.5%
80 T e

3. Para calcular cudntas personas tienen peso mayor o igual que 70 Kg. pero menor que 85:
El nimero de individuos con peso comprendido entre 70 y 85 Kg. es: ns+ ng+ n;=14+7+3 =24
O lo que es equivalente a utilizar la frecuencia cumulativa: N7- N,s=80-56 =24

EJEMPLO 2: Crear tablas variable discreta

Sobre un grupo de n = 21 personas se realizan las siguientes observaciones de sus pesos,
medidos en kilogramos:

X~x1+x+ ... + x5
58 |42 |51 |54 |40 |39 |49
56 |58 |57 |59 |63 |58 |66
70 |72 |71|69 |70 |68 |64

Agrupar los datos en una tabla estadistica.
Solucién
= Tenemos 21 observaciones o datos, una recomendacion es agruparlo en k intervalos con

k~VX =v21~405

" o =Xnin=39y ls=Xne=72.

= A=l;—1,=33 porloque a=%=?=6.6
= Entonces, tomamos k = 5 intervalos de longitud a = 6,6 comenzando por

lo = Xpmin = 39 y terminando en lg = x4, = 72
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Entonces,

tomamos

= 5 intervalos

de

lo = Xpmin = 39 y terminando en ls = x4, = 72

longitud a = 6,6

comenzando por

Clases Marca Frecuencia absoluta Frecuencia relativa | Frecuencia Cumulativa
by, G fi fi/n F
39-45.6 42.3 3 0.1428 3
45.6-52.2 48.9 2 0.0952 5
52.2-58.8 55.5 6 0.2857 11
58.8-65.4 62.1 3 0.1428 14
65.4-72 68.7 7 0.3333 21

n=21 1

HISTOGRAMAS: Si bien una distribucion de frecuencias es una herramienta util para resumir
datos e investigar su distribucién, una herramienta alin mejor es el histograma, que consiste en
un grafico que es mas facil de interpretar que una tabla de nimeros.

UN HISTOGRAMA es un grafico consistente en barras de la misma anchura adyacentes unas a
otras (a menos que existan huecos en los datos). El eje horizontal representa clases de valores
cuantitativos y el eje vertical representa frecuencias. Las alturas de las barras corresponden a
los valores de las frecuencias, de forma que un histograma es bdsicamente un grafico de una
distribucidn de frecuencias.

20

15

10

Frecuencia absoluta

0 1 1 ! ! ! !
1 2 3 4 5 6

Numero

Figura 2: Histograma asociado a la Tabla 1.
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Figura 3: Histogramas de distribuciones comunes, todos ellos obtenidos a partir de 10000 datos. Una
distribucion normal tiene forma de “campana”. En ella, (1) las frecuencias aumentan hasta un maximo y
luego disminuyen, y (2) el grafico tiene simetria, siendo la parte izquierda del histograma
aproximadamente una imagen especular de la derecha. Con una distribucion uniforme, los distintos
valores posibles ocurren con aproximadamente la misma frecuencia, de forma que las alturas de las barras
del histograma son aproximadamente iguales. Una distribucidn de datos esta sesgada si no es simétricay
se extiende mas hacia un lado que hacia otro. Datos sesgados hacia la derecha (también llamados
positivamente asimétricos) tienen una cola derecha mas larga, mientras que datos sesgados hacia la
izquierda (o negativamente asimétricos) tienen una cola izquierda mas larga.

Un HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS RELATIVAS tiene la misma forma y eje horizontal que un
histograma convencional, pero en el eje vertical aparecen las frecuencias relativas (como
proporciones o porcentajes) en vez de las frecuencias absolutas.

Hemos visto que el histograma es una representacién gréfica que nos proporciona una mejor
comprension de los datos. Otras representaciones graficas Utiles en Fisica son los diagramas de
dispersion, series temporales, diagramas de barras, diagramas de tarta o poligonos de
frecuencias. En el caso de querer representar frecuencias cumulativas, tenemos las llamadas
ojivas.
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Diagramas de dispersion: Un DIAGRAMA DE DISPERSION (scatter plot en inglés) es un gréafico (x,
y) de datos apareados con posible relacién entre ellos'® (ver Figura 4).

Series temporales: Un GRAFICO DE SERIE TEMPORAL muestra datos cuantitativos que se han
tomado en distintos momentos (tiempos), como mensualmente o anualmente (ver Figura 5).

A
30 +
T
£ 20+
—
=
10 +
0 ; f —> f f f f f f
0 50 100 0 200 400 600 800 1,000
Ax/m
Figura 4: Diagrama de dispersidén que muestra la Figura 5: Diagrama de serie temporal.

velocidad de un mavil, v, en funcién del espacio
recorrido, Ax.

Diagramas de barras: Un DIAGRAMA DE BARRAS utiliza barras de la misma anchura para
mostrar frecuencias de categorias de datos cualitativos. El eje vertical representa frecuencias
absolutas o relativas. El eje horizontal identifica las distintas categorias. Las barras pueden estar
0 no separadas por pequefios huecos.

Un diagrama de barras multiple tiene dos o mas conjuntos de barras y se utiliza para comparar
dos 0 mas conjuntos de datos (ver Figura 6).

25

20 -

15

10 |-

Frecuencia absoluta

1 2 3 4 5 6
Numero

Figura 6: Diagrama de barras que muestra la distribucion de frecuencias al lanzar 100 veces dos dados.

19 M4és adelante estudiaremos el llama-do coeficiente de correlacién lineal, que nos proporciona informacién objetiva
sobre la existencia o no de correlacién entre dos variables.
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Diagramas de tarta: Un DIAGRAMA DE TARTA es un grafico que representa datos categdricos
como partes de un circulo, en las que el tamafio de cada parte es proporcional a la frecuencia
de cada categoria (ver Figura 7).

En general no se recomienda representar datos con diagramas de tarta, en parte porque no
tienen una escala apropiada (para una discusién en profundidad sobre el uso de diagramas de
tarta, ver el enlace: http://www.perceptualedge.com/articles/08-21-07.pdf).

2

5.

Figura 7: Diagrama de tarta asociado a la Tabla 1.

Poligonos de frecuencias: Un POLIGONO DE FRECUENCIAS utiliza segmentos de linea
conectados a puntos situados directamente encima de las marcas (puntos intermedios) de cada
clase. Un poligono de frecuencias es muy similar a un histograma, pero utiliza segmentos de
linea en vez de barras (ver Figura 8).

20 +

Frecuencia absoluta

1 2 3 4 5 6

Niumero

Figura 8: Poligono de frecuencias asociado a la Tabla 1.


http://www.perceptualedge.com/articles/08-21-07.pdf
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Qjivas: La OJIVA es un poligono de frecuencias cumulativas. Las ojivas son utiles para
determinar cuantas observaciones se encuentran por debajo de un valor concreto, como se
muestra en la Figura 9. Una ojiva utiliza fronteras de clase a lo largo del eje horizontal y
frecuencias cumulativas en el eje vertical.

100 ¥

Frecuencia cumulativa

0

05 1.5 25 35 45 55 65
Nuamero

Figura 9: Ojiva asociada a la Tabla 3.
2.2 Medidas de centralizacion

Representar los datos visualmente nos permite obtener impresiones preliminares y comprender
muchas caracteristicas de los datos, en especial cdmo estan distribuidos. Para llevar a cabo un
analisis mas formal, necesitamos extraer distintas medidas de resumen. En esta seccidon nos
interesamos por las medidas de centralizacién, en particular la media, mediana y moda.

Media: La MEDIA (aritmética) es generalmente la medida mas importante, familiar y util de un
conjunto de datos. Se calcula su-mando todos los datos y dividiendo por el nimero de datos?,
y se suele denotar por X en caso de tener una muestra de datos, o por u en caso de ser la media
de una poblacidon completa.

XX
X=—

n
_ XX
=N

= Las medias de muestras obtenidas de la misma poblacidn suelen variar menos que otras
medidas centrales.

= La media de un conjunto de datos utiliza todos los valores.

= Una desventaja de la media es que un solo valor atipico (outlier) puede hacer variar la
media sustancialmente.

20 Notar que el denominador es n - 1 en vez de n, debido a varias razones. Se puede mostrar que si dividimos por n
tendemos a subestimar el valor de la desviacidén estandar. En realidad, sélo tenemos n — 1 valores independientes
(grados de libertad). En caso de tener los datos resumidos en una tabla de frecuencias, la desviacidn estandar puede
calcularse segun la expresion:
X(f-x)

xf
, donde fy x representan la frecuencia y marca (punto intermedio) de cada clase. Si asignamos distintos pesos, w, a
cada dato podemos computar una media ponderada:

X =

X(w-x)

)E:Z—W
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Mediana: La MEDIANA de un conjunto de datos es la medida central que es el valor medio,
siempre que los datos estén ordenados. Se suele denotar por ¥ en el caso de una muestra de
datos o por I en caso de ser la mediana de una poblacién entera. Para calcularla, lo primero

qgue hay que hacer es ordenar los datos (de menor a mayor) para después:

1. Si el numero de datos es impar, la mediana es el nimero ubicado en el medio exacto de la
lista ordenada.

2. Si el numero de datos es par, la mediana se calcula computando la media entre los dos
valores medios de la lista ordenada.

= La mediana no cambia demasiado al incluir unos pocos valores extremos (atipicos).
= La mediana no utiliza todos los valores disponibles.

La mediana divide el conjunto de datos en dos partes del mismo tamafio. Con el fin de obtener
medidas de localizacidon mas finas, podemos dividir los datos en mads partes. Los cuartiles dividen
los datos en cuatro partes iguales (conteniendo cada parte el 25 %de los datos
aproximadamente), mientras que los percentiles lo hacen en cien partes iguales (conteniendo
cada parte aproximadamente el 1 % de los datos)?.

Moda: La MODA de un conjunto de datos es el valor que ocurre con mayor frecuencia. Un
conjunto de datos puede tener una moda, mds de una moda, o ninguna:

= Cuando dos valores ocurren con la misma frecuencia maxima, cada uno de ellos es una moda
y el conjunto de datos es BIMODAL.

= Cuando mas de dos valores ocurren con la misma frecuencia maxima, cada uno de ellos es
una moda y el conjunto de datos se dice que es MULTIMODAL.

= Siningln valor se repite, entonces decimos que no hay moda.

2.3 Medidas de dispersion

Ya hemos dicho previamente que la variaciéon de los datos es probablemente el tema mas
importante de la Estadistica. En esta seccién vamos a hablar de conceptos tan importantes como
el rango, la desviacién estdndar y la varianza. Una medida de centralizacién como la media nos
proporciona informacidn parcial sobre un conjunto de datos o distribuciéon. Distintas muestras
o poblaciones pueden tener medias idénticas, pero diferir entre si de otras maneras
importantes.

Rango: E| RANGO de un conjunto de datos no es mas que la diferencia entre los valores maximo
y minimo. Cuanto mayor es el rango mayor es la variabilidad de un conjunto de datos. Como el
rango utiliza los valores maximo y minimo, es muy sensible a va-lores extremos, por lo que no
es tan util como las otras medidas de dispersion.

21 A menos que el nimero de datos sea un mdltiplo de cien, hay que tener cuidado a la hora de obtener percentiles.
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Desviacién estdndar: La DESVIACION ESTANDAR es la medida de dispersiéon mas utilizada en
Estadistica. La desviacidon estandar de una muestra, s, es una medida de cuanto se desvian los
datos de la media. Se calcula segun la expresion?2:

= La desviacidn estandar es una medida de cuanto se desvian los datos de la media.

= El valor de la desviacion estdndar suele ser positivo (nunca negativo). Sélo es cero
cuando todos los datos son iguales. Cuanto mayor es s mayor es la variacion.

= El valor de la desviacién estandar puede aumentar drdsticamente al incluir uno o mas
valores atipicos (outliers).

= La desviacidn estandar se mide en las mismas unidades que los datos originales.

REGLA DE ORO DEL RANGO: Para poder entender e interpretar valores de desviacidn estandar
podemos recurrir a la llamada regla de oro del rango. Esta se basa en el hecho de que, para
muchos conjuntos de datos, la gran mayoria de los datos (sobre el 95 %) se encuentran dentro
de dos desviaciones estandar de la media, de forma que la desviacidn estandar de la muestra, s,
se puede estimar a partir del rango segun la expresion:

rango
SR —

4
, donde rango = (valor maximo) - (valor minimo). En caso de conocer la desviacidn estandar, la
regla de oro del rango nos permite obtener estimaciones de los valores minimo y mdximo tipicos:

valor minimo tipico = x — 2s
valor maximo tipico = x + 2s

Varianza: A partir de la desviacidn estandar podemos calcular la VARIANZA, definida como el
cuadrado de la desviacidn estandar:

= varianza muestral: s? = cuadrado de la desviacion estandar muestral s
= varianza poblacional: ¢ = cuadrado de la desviacién estandar poblacional o

La varianza se mide en las unidades de los datos originales al cuadrado.

Como la desviacidn tipica, el valor de la varianza puede aumentar drasticamente al incluir uno o
mas valores atipicos (outliers).

La varianza siempre es mayor o igual que cero, siendo nula Unicamente cuando todos los datos
son iguales.

El hecho de que la varianza no tenga las mismas unidades que los datos originales hace que su
interpretacidén sea menos intuitiva que la de la desviacidn tipica.

22 Notar que el denominador es n — 1 en vez de n, debido a varias razones. Se puede mostrar que si dividimos por n
tendemos a subestimar el valor de la desviacién estandar. En realidad, sélo tenemos n - 1 valores independientes
(grados de libertad). En caso de tener los datos resumidos en una tabla de frecuencias, la desviacidn estandar puede
calcularse segun la expresion:
YIf - (x = 0)7]

n—1
, donde f y x representan de nuevo la frecuencia y marca de cada clase. Para calcular la desviacién estandar de una
poblacidn, denotada por o, utilizamos la expresion:

Xlx—w?
N
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Desviaciones de la media: Cuando hablamos de variabilidad, lo primero que se nos ocurre son
DESVIACIONES DE LA MEDIA, x; — X, X, — X, ..., X, — X. Podriamos sumar todas las desviaciones
para obtener una medida Unica de la variabilidad. Por desgracia esa suma siempre es cero:

Z(xi—)?)=le-—zn:f=zn:xi—nf=zn:xi—n<%zn:xi>=0

i=1

Podemos tomar el valor absoluto de las desviaciones, para evitar que los términos positivos y
negativos se cancelen. De esa forma obtenemos la llamada desviacién absoluta media®®:
o o Xlx—x|
desviacion absoluta media = ——
Regla Empirica 68 —95 —99.7: La conocida como REGLA EMPIRICA establece que, para conjuntos

de datos con una distribucién aproximadamente en forma de campana (normal), se aplican las
siguientes propiedades:

= Aproximadamente el 68% de todos los valores caen dentro de 1 desviacidn estandar de la media.
= Aproximadamente el 95% de todos los valores caen dentro de 2 desviaciones estandar de la media.

= Aproximadamente el 99.7% de todos los valores caen dentro de 3 desviaciones estandar de la
media.

99.7 o

3 desviaciones estiandar

95 %

2 desviaciones estindar

68 %

1 desviacion

estandar

¥— 35 ¥—2s X—5s x X+s X+2s X4 3s
Figura 11: La regla empirica.

Coeficiente de variacion: En caso de querer comparar la variacion de dos conjuntos de datos
diferentes?* podemos utilizar el COEFICIENTE DE VARIACION (CV), que describe la desviacion
estandar relativa a la media:

CV =—=-100% (muestra)

CV =—-100% (poblacioén)

1O v

23En la préctica no se utiliza la desviacion absoluta media debido a complicaciones algebraicas a la hora de aplicar los
métodos de la estadistica inferencial (la funcion valor absoluto no es derivable).

24 Bien porque sus medias sean sustancialmente diferentes, bien porque utilicen diferentes escalas o unidades de
medida.
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EJERCICIO 1: Medidas centralizacion en variable continua

Se ha hecho un estudio del tiempo que tarda en aparecer una burbuja en un liquido que
contiene nanoparticulas de oro, al ser iluminado con un laser de alta potencia a 88 muestras
distintas, obteniéndose la tabla de datos adjunta.

Intervalos (s) f, Intervalos (s) f’
38-43 7 [38-44) 7
44-49 8 [44-50) 8
50-55 15 [50-56) 15
56-61 25 [56-62) 25
62-67 18 [62-68) 18
68-73 9 [68-74) 9
74-79 6 [74-80) 6

a) Halla la media aritmética, moda, mediana y el cuartil Q.
b) Halla el rango y la desviacion tipica.

Construimos una tabla de frecuencias para calcular la media estadistica, moda, mediana y
desviacion tipica.

Intervalos (s) X. f F Xi-fi X,-Z,f,-
38-43 41 7 7 287 11767
44-49 47 8 15 376 17672
50-55 53 15 30 795 42135
56-61 59 25 55 1475 87025
62-67 65 18 73 1170 76050
68-73 71 9 82 639 45369
74-79 77 6 88 462 35574

)y 88 5204 | 315592

Lxefi _ 5204 _ 5g 14
N 8

a) Media aritmética: x = 5

Dy
D,+D,

Moda Mo: buscamos la clase modal, la de mayor fi y aplicamos la férmula: M, = L; + ¢ -

donde:

Li = Limite inferior de la clase modal,

C = Amplitud de los intervalos,

D; = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la de la clase anterior.
D, = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la de la clase siguiente.

La clase modal se corresponde con la mayor frecuencia f; =25, es decir 56-61

25-15

(25-15)+(25-18) = 59.52

Aplicamos la férmula de M, y queda: M, = 56 + 6 -
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Mediana M

. N 88
Intervalo de la clase mediana S=5 = 44 buscamos F;> 44, encontramos que se

N
2 Fi-1

corresponde con el intervalo 56-61. Ahora aplicamos la férmula: M = L; + ¢ - 2——

i
donde:
Li = Limite inferior de la clase mediana,
C = Amplitud de los intervalos,

N = Numero total de datos.

Fi.; = Frecuencia absoluta acumulada de la clase anterior a la clase mediana.

44-30

= 59.36

fi= Frecuencia absoluta de la clase mediana. M = 56 4+ 6 -

Cuartil Q;

N .
Q= 7= 22 buscamos F;> 22, encontramos el valor 30 que se corresponde con el intervalo

=52.8

. %“Fi—l 22-15
50-55. Ahora aplicamos la formula: Q; = L; + ¢ = 50+6- =

Q;=52.8
b) Rango, Varianza y desviacion tipica

Rango : 80 — 38 =42

2V, F.,
Varianza: o2 = % —x? = % —59.14% = 88.73

2). f.
Desviacién tipica: 0 = Vo2 = % —x2=942
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3. PROBABILIDAD

MUCHOS RAZONAMIENTOS ESTADISTICOS dependen de la teoria de probabilidades, a través de
modelos de azar. El término probabilidad se refiere al estudio de la aleatoriedad y la
incertidumbre. En cualquier situacidon en la que puede ocurrir uno de una serie de resultados
posibles, la disciplina de la probabilidad proporciona métodos para cuantificar las posibilidades,
o probabilidad, asociadas con los diversos resultados.

3.1 Algunas definiciones
En el estudio de un cierto fendmeno aleatorio, llamaremos:

= Suceso elemental: Cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.
= Espacio muestral: Conjunto de todos los posibles resultados (contiene todos los sucesos
elementales). Lo denotaremos por S.
=  Suceso: Subconjunto del espacio muestral.
= Sucesos independientes: Dos sucesos, A y B, son independientes cuando la
probabilidad de que suceda A no se ve afectada porque haya sucedido o no B.
= Sucesos dependientes: Dos sucesos, A y B, son dependientes cuando la
probabilidad de que suceda A se ve afectada porque haya sucedido o no B.

3.2 Conjuntos

Un suceso es un conjunto, por lo que podemos utilizar relaciones y resultados de teoria de
conjuntos basica para estudiar sucesos.

Suceso contrario (o complementario): de A Se denota por A y es el conjunto de todos los
resultados no contenidos en A.
Suceso union: La union de dos sucesos Ay B se denota por AU By se lee como “A o B”. Consiste
en el suceso que contiene todos los resultados que estan bien en A, bien en B o en ambos (es
decir, todos los casos que estan en al menos uno de los dos sucesos).
Suceso interseccion: Se denota por A N By se lee “Ay B”. Es el suceso que se verifica si lo hacen
alavezAyB.
= El suceso imposible (o nulo) es aquel que no contiene ningun resultado en absoluto, y
se denota por @. Cuando A n B = @, se dice que A y B son mutuamente excluyentes o
sucesos incompatibles.

o K _JESSEISIS

S S

La region sombreadaes La region sombreada es Laregion sombreadaes Sucesosincompatibles.
A. AUB. AN B.

3.3 Definicion frecuentista de probabilidad

Imagina un experimento que pueda ser repetido de forma idéntica e independiente tantas veces
como queramos?’. Si contamos el nimero de veces que el suceso A ocurre, entonces la
probabilidad P(A) se puede aproximar por:

namero de veces que ocurre A

P(A) = — - -
( ) numero de veces que se repite el experimento

25 Ejemplos de tales experimentos pueden ser lanzar una moneda o un dado.
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A la hora de utilizar esta definicién, es importante tener en cuenta que lo que obtenemos es una
aproximacion de la probabilidad. A medida que el niUmero total de observaciones aumenta, las
correspondientes aproximaciones tienden a acercarse al valor exacto de la probabilidad?®.

081

0.6 +

04t

Frecuencia relativa
T
1
1
1
I
I
I
]
1
1

100 10! 102 10° 10!
n

Figura 17: Comportamiento de la frecuencia relativa del suceso “cara” al lanzar una moneda n veces, con
una fluctuacidn inicial y una estabilizacién a largo plazo.

3.4 Definicion axiomatica de probabilidad

El objetivo de la probabilidad es asignar a cada suceso A un numero, P(A), que llamamos
probabilidad del suceso A, que de una medida precisa de la posibilidad de que ocurra A. Los
axiomas de la probabilidad son:

Axioma 1. Para cualquier suceso A, P(A) > 0.
Axioma 2. P(S) = 1.

Axioma 3. Si A;, Az, As,. .. es una coleccion infinita de sucesos incompatibles, entonces

P(A1 U A2 U 43 U...)=ZP(Al-)
i=1

3.5 Propiedades de la probabilidad
=  P(@) =0, lo que implica que la propiedad contenida en el Axioma 3 es valida para una
coleccidn finita de sucesos incompatibles.
*  Paracualquier suceso A: P(A) + P(A) = 1,porloque P(A) = 1— P(A).
=  Para cualquier suceso A: P(A) =< 1.

= Para cualquiera dos eventosAyB: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

26 Este resultado se conoce como LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS: “A medida que un experimento se repite una
y otra vez, la probabilidad de frecuencia relativa de un suceso tiende a aproximarse a la probabilidad real.”
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3.6 Determinacidn sistematica de probabilidades

La probabilidad de un suceso A, compuesto por una serie finita de sucesos elementales E;, E;,
Es,. .., se puede calcular a partir de la probabilidad de cada uno de los sucesos elementales E;,
con el requisito ), P(E;) = 1:

PA= > PGE)

todoslosE;jen A

Sucesos igualmente probables: En muchos experimentos en los que tenemos un nimero N de
posibles resultados, es razonable asignar una misma probabilidad a todos los N sucesos
elementales. En este caso la probabilidad de cada resultado viene dada por?’ 1/N. Consideremos
ahora un suceso A, siendo N(A) el nimero de resultados contenidos en A (niumero de casos
favorables). Entonces

0

PUA) = —

Es decir, cuando los posibles resultados son igualmente probables, el calculo de probabilidades
se reduce a contar: determinar tanto el nimero de resultados N(A) en A como el nimero total
de casos posibles N en S, y calcular su cociente.

3.7 Técnicas para contar

Existen muchos experimentos en los que construir una lista de todos los posibles resultados
(para poder contarlos) es prohibitivo, por lo que se hace necesario el uso de algunas técnicas
para contar.

Regla del producto para pares ordenados: La primera técnica para contar se aplica a cualquier
situacidn en la que un conjunto (suceso) consiste en pares ordenados de objetos y queremos
contar el numero de dichos pares. Un par ordenado implica que, si O; y O, son dos objetos,
entonces el par (01, Oy) es distinto al par (02, O;).

Si el primer elemento u objeto de un par ordenado se puede seleccionar de n; maneras, y
para cada una de esas n; maneras el segundo elemento se puede seleccionar de n;
maneras, entonces el numero de pares es nin;.

Regla del producto para k-tuplas

Suponer un conjunto que consiste en una coleccién ordenada de k objetos (k-tuplas), y que hay
n; posibles elecciones para el primer elemento; para cada eleccion del primer elemento, hay n;
posibles elecciones del segundo elemento;. . . ; para cada posible eleccidn de los primeros k — 1
elementos, hay ni posibles elecciones del elemento k-ésimo. Entonces hay nin; . . . ni k-tuplas
posibles.

27 Seap=P(E;)paratodoi: 1 =Y, P(E) =Y ,p=p-N,demaneraquep=1/N
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Diagrama de drbol: Una forma de representar todas las posibilidades en problemas de conteo y
probabilidad es mediante DIAGRAMAS DE ARBOL. Comenzando en un punto en el extremo
izquierdo del diagrama, dibujamos una linea recta hacia la derecha para cada posible primer
elemento de un par. Ahora para cada rama de primera generacién construimos otro segmento
para cada eleccidn posible de un segundo elemento del par.

G
0.25-0.58
0®
\
no G
0.25-0.42
G
062 0.75-0.62
0.38
no G
0.75-0.38

Figura 18: Diagrama de arbol correspondiente al siguiente enunciado: “En una universidad en que la
poblacion estudiantil es muy numerosa, y basdndose en la experiencia de afios anteriores, se sabe que el
25% de los estudiantes son vegetarianos (V); entre los vegetarianos, el 58% llevan gafas; entre los no
vegetarianos, el 62% llevan gafas.”

Regla del factorial: Se utiliza para encontrar el nimero total de maneras en las que n elementos
distintos?® se pueden reordenar (teniendo en cuenta el orden), denotdndose por
nl=n-(n-1)-(n-=-2)----- 1. Mencionar también que, por definicién, 0! =

Permutaciones y Combinaciones: Considerar un grupo (conjunto) de n objetos distintos.
¢Cudntas formas hay de elegir un subconjunto de k elementos a partir del grupo? En funcién de
qgue el orden de los elementos juegue o no papel, se distinguen:

= Permutaciones: Una permutacion es un subconjunto ordenado. El numero de
permutaciones de tamafo k que se pueden formar a partir de n objetos se denota por Pi

y se calcula segun la expresion:
n!

fen = =t

= Combinaciones: Una  combinacion es un  subconjunto no  ordenado.
El nimero de combinaciones posibles se puede denotar por Ci, pero es muy comun la

notacion (k)' que se lee “n en k”, y se calcular segun la expresion:

Ckn =

Pyr !
(Z) - Ii:! - k!(nn— K)!

28 Entendiendo por distintos que existe alguna caracteristica que diferencia un objeto concreto de cualquier otro.
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3.8 Probabilidad condicionada

El nUmero que asignamos como probabilidad a un suceso varia segun la informacién que
tenemos sobre él. En el momento en que tenemos mas informacidn, el nimero de casos posibles
es mas reducido y la probabilidad puede cambiar.

Dados dos sucesos Ay B, lamamos suceso A CONDICIONADO AL SUCESO B (denotado por A/B)
a aquel suceso que se verifica cuando se verifica A SABIENDO QUE ya se ha verificado B.

S

Figura 19: Motivacidon de la definicidn de probabilidad condicionada.

La definicién de probabilidad condicionada da lugar al resultado conocido como LA REGLA DE
MULTIPLICACION:

P(ANB) = P(A|B) - P(B) = P(B|4) - P(A)

La PROBABILIDAD CONDICIONADA de A sabiendo que B ya ha ocurrido se define como:

P(A n B)

PUIB) = =55

A menudo la probabilidad de que ocurra A no depende de otro suceso B, de forma que
P(A|B) = P(A). En ese caso se dice que Ay B son sucesos independientes?.

29 En otras palabras, Ay B son independientes si y solo si P(A N B) = P(A) - P(B) , lo que se conoce como la regla de
multiplicacién para P(A n B).
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