Ejercicios de grupos simétricos

1. Descomponer en producto de ciclos disjuntos
1 2 3 4 5 6
4 5 3 1 6 2
Esquema de solucién: Seguir la pista a los nimeros

14)25...

2. Sea G < S,,1 < j < n. Probar que
Gj={oeGlao(j) =i}
es un subrupo de G, que recibe el nombre de estabilizador de j en G.

Esquema de solucién: Es no vacio pues la pewrmutacion idéntica fija a
cualquier elemento.

Ahora
U,TEGJ' > - :}T_l(j):j:>0-7—_1(j):...:j

3. Sea G < S,,. Probar que j ~k <= do € G con ¢(j) = k es una relacién
de equivalencia en {1,...,n}. Designando Gj la clase de equivalencia [j],
probar asimismo que [G : G,| = #Gj.

Esquema de solucién: La permutacion idéntica da la reflexividad; asimismo,
la permutacién inversa de una dada proporciona la simetria; finalmente, la
permutacién producto dard la transitividad.

Para la segunda afirmacién comprobar que
oG; — o(j)
es una biyeccion entre el conjunto de clases a izquierda y la clase de equiva-
lencia del indice j.
4. Probar que o(iy,ia,...,i.)o0 1t = (0iy, 0l ..., 0iy)

Esquema de solucién: Témese un indice k y sea j = o~ 1(k). Distinguir j en
o fuera del soporte.

Si j estd fuera del soporte de (iy,142,...,%,)
[o(i, 02, .. in)o (k) = 0(j) = k

(oi1,002...,00.)(k) =k

pues k = o(j) estd fuera del soporte de (oi1,01s...,01,)
Sij =i,
[o(i1, i, ...,i.)0 (k) = o(i1,ia,...,0,)(j) = Olst1, S<T
) 9 y r s s s Uih R

Ols+1, S<T

(o’iha‘ig...,dir)(k‘):(Ui170i2~-~70ir)(0-i5):{ o1, s=r
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5. Se dice tipo de una permutacion a la familia de las longitudes de sus ciclos.
Probar que dos permutaciones son conjugadas si y sélo si son del mismo tipo.
Esquema de solucién:

“Sélo si”:
cac t=0cy--co t=cciot - coc,o Tt =dy - d,

“Si”: Sean o y § del mismo tipo. Entonces,
a=cC1--Cp ﬂ:dl"'d'r’

Sea o la permutacién que transforma el soporte de ¢; en d;, parai=1...,r
y deja los deméds indices fijos. Asi,

cac ' =0c;-cpo V =0cio oo =dy - dy = 3

6. Este ejercicio esta destinado a probar que A4 es un grupo de orden 12 que
no posee subgrupos de orden 6.

(a) Probar que los elementos del grupo A4 son ciclos de longitud 3 o
productos de dos trasposiciones

(b) Probar que un subconjunto de orden 6 de A4 contiene necesariamente
un ciclo de longitud 3.

(¢) Probar que un subgrupo de orden 6 de A4 contiene necesariamente un
producto de trasposiciones disjuntas.

(d) Probar que si un subgrupo de A4 es de orden 6 el subgrupo generado
por su 3-ciclo es normal en él.

(e) Probar que el conjugado de un 3-ciclo por un par de trasposiciones de
Ay es un 3-ciclo de soporte diferente.

(f) Deducir que el grupo A4 no posee subgrupos de orden 6, por lo que el
reciproco del teorema de Lagrange es falso.

Esquema de solucién:

(a) Al descomoponer en producto de ciclos disjuntos, no caben longitud 4
por paridad; si tenemos un ciclo de longiutud 3 hemos acabado; puede
haber productos de dos transposiciones, pero sélo una no por paridad.

(b) Sélo hay 3 productos de 2 transposiciones, con la identidad hago 4, los
otros dos elementos deben ser 3-ciclos.

(¢) Con cada 3-ciclo (a b ¢) estard su inverso (a ¢ b). Luego a base de 3-ciclos
tendré 1,3 5,7,9 elementos, pero nunca 6.

(d) Es de indice 2.
(e) La situacion es

(ab)(cd)(abc)ab)(cd)=(bad)

(ac)bd)(abec)ac)bd)=(cda)
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(f) El apartado (e) contradice la normalidad del (d).

7. Describir los subgrupos de A4 indicando cudles son normales y cudles no.
Esquema de solucién: En primer lugar, es cémodo listar los elementos de Ay:
De orden 1: 1

De orden 2:
{(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

De orden 3:

{(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)}

Subgrupos de orden 2 deberén ser de la forma {1, 7}, 7 de orden 2 y par; se

obtiene:
{L(12)34)} {1,(13)(24)} {1,14)(23)}
No pueden ser normales por el problema 4:

Por ejemplo,

(123)(12)(34)(123)7'=(23)(14) ¢{1,(12)(34)}

De orden 3 serdn de la forma < o >= {1,0,0%}, ¢ un 3-ciclo, y no pueden
ser normales por el problema 4:

<(123)> <(124)> <(134)> <(234)>

Por ejemplo,

(123)(124)(123)7 = (234) ¢< (124) >={1,(124),(142)}

Finalmente, un subgrupo de orden 4 debe tener elementos de orden 2 6 4.
Elementos de orden 4 no hay; asi solo puede haber elementos de orden 2,
que sean permutaciones pares: es el grupo del rectangulo

{1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

o 4-grupo de Klein. Este subgrupo es normal, pues tiene todas las permuta-
ciones de tipo (2, 2).

No hay mas subgrupos de orden 4.
8. Utilizando (k,7) = (1,k)(1,7)(1,k) probar que S, estd generado por las
transposiciones (1,2), (1,3),...,(1,n)

Esquema de solucién: Se ha visto que toda permutacién es producto de
transposiciones.
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9. Utilizando (1,k+1) = (k,k+ 1)(1,k)(k, k + 1) probar que S,, estd generado
por las trasposiciones (1,2),(2,3),...,(n —1,n)

Esquema de soluciéon: Probar por induccién sobre k que
(1,k) €< (1,2),(2,3),...,(n—1,n) >
y utilizar el problema anterior.

10. Probar que dada una matriz A de orden n,

det A = Z egadt - al"

n
o€ESy

Esquema de solucion: Se trata de probar que la asignacién

n

A— > ealtalt = A(A)
g€Sy

es una funciéon determinante que asigna 1 a la matriz identidad.

Esta tltima afirmacion es simple, pues los sumandos son cero salvo el caso
en que ot = i, Vi, en cuyo caso el sumando es 1.

Ahora,

A(Qz(S)A): Z Eaal{l...sagi...aznzs Z eo_ati'l'”azn:SA(A)

ocES, oeS,

El percal esta en probar que A(P;;(t)A) = A(A). Al efecto,

APy (0)A) = Y eqaf' - (' +taf") - af? - -a"

J n
ocES,
Basta pues probar que
§ ol oi oj on __
€s0] a] a] ceea, =0
O'ESn
Para ello, consideremos la trasposiciéon 7 = (i j)
E ol o1 oj on
Ea'al ...aj ...aj ...an
g€Sy,

I (+) es conmutativa

oT)1 oT)i oT)j or)n
Ze(w)ag )~-~a§» )~-~a§» )J_._agl )

oESy
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| () es conmutativo

— E ' €0a1171...a;?l...a;?3...agn

oESy

Y, en caracteristica diferente de 2, el Unico elemento que coincide con su
opuesto es el 0.



