Ejercicios de grupos diédricos

1. Probar que

S3 =< 0,7 |0(c) =3,0(1) = 2,707 = 0% >
Esquema de solucién: D3 =< (1 2 3),(2 3) tiene orden 6.

Probar que < x > es normal en D,,. Describir el grupo cociente.

Esquema de solucion: Calcilese el indice de < z > en D,,.

Probar que la conjugacién es un automorfismo.

Esquema de solucién: Se trata de ver que fijado b € G la asignacién
a — bab™!,Va € G es un isomorfismo de G en si. Como consecuencia

(bab™ ) =ba*b'VE e N (bab™ ') =ba"'p7!
lo que sera de utilidad en los préximos ejercicios.

Probar que los elementos de D,, de la forma z*y son de orden 2.

Esquema de solucion: Hacer las cuentas
xkyxky e xk(x_l)k =1

Probar que para cada divisor k de n, distinto de 2, D, tiene un tnico
subgrupo ciclico de orden k. Probar ademds que dicho subgrupo es normal.

Esquema de soluciéon: Por el problema anterior, su generador es uno de
x,22,. .., luego estd dentro del ciclico < z >. Estos son tnicos, luego nor-
males en D,,.

Probar que para cada divisor k de n, distinto de 2, D,, contiene una copia'
de Dk.

Esquema de solucién: El subgrupo < 2™/%,y >.

Probar que
w(zby)e =22y k=0,...,n—2

Esquema de solucién:
z(zPy)zly = 2" (yaly) =22k =0,...,n -2

Basta multiplicar por y.

La otra igualdad es directa. El ejercicio se utiliza en los siguientes.

1

un subgrupo isomorfo a Dy
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8. Probar que si n es impar, D,, posee exactamente n subgrupos de orden 2,
ninguno de ellos normal.

Esquema de solucién: < = > no posee subgrupos de orden 2, luego los
elementos de orden 2 son de la forma z*y. De acuerdo con el problema
anterior, estos elementos permutan entre si por conjugacién mediante x,
luego no pueden ser normales.

9. Probar que si n es par, D,, posee n + 1 subgrupos de orden 2, uno de ellos
normal y los demés no.

Esquema de solucién: Afiadir el elemento de orden 2 de < z >. Este s es
normal.

10. Describir los subgrupos de D3 y Dy.
Esquema de solucién:

D3 tiene orden 6. Asi,

e Subgrupos de orden 2 hay 3; estdn formados por la identidad y cada
una de las tres simetrias respecto de las alturas.

e Subgrupos de orden 3 hay 1; estd formado por la identidad y los dos
giros de 120 y 240.

D, tiene orden 8. Asi,

e Subgrupos de orden 2 hay 5; estdn formados por la identidad y cada
uno de los 5 movimientos de orden 2:

— Giro de 180
— Las 4 simetrias
e Subgrupos de orden 4 hay:

— Uno (s6lo) ciclico, que estéd formado por la identidad y los tres giros
de 90, 180 y 270.

— Los demaés estan formados por la identidad y tres elementos de
orden 2; denominando x al giro de 90 grados e y a una simetria

axial:

* Si contiene a 2, notemos que al contemplar otro elemento

tendrd necesarimente su producto, luego:
(a) {1,2%,y, 2%y}
(b) {1,2% 2y, 2y}
* Si no contiene a x2?, quedan 4 subconjuntos de 3 elementos de
orden 2. Los escribimos y vemos lo que pasa
(a) {1,y,zy, 2%y} Deberia contener a xyy = x de orden 4, luego
no vale.
(b) {1,y, 2y, z3y} Idem.
(c) {1,y,2%y, 23y} Deberia contener a x3yy = 23 de orden 4,
luego no vale.



Grupos simétricos 3

(d) {1, zy, 2%y, 23y} Deberia contener a ryz’y = zz? = 23 de
orden 4, luego tampoco vale.
En resumen, sélo hay tres subgrupos de orden 4, uno ciclico y otros dos
isomorfos al grupo del rectangulo.

Puede el lector interesado continuar con D5 y D7, que por ser 5 y 7 primos
le van a dar poco trabajo; asimismo Dg parece que se describe como Dy.

11. Se dice centro de un grupo a
Z(G)={r e G|ay=yx,Vy € G}
Probar que el centro de un grupo es invariante por automorfismos, y, como
consecuencia, es normal.

Esquema de solucién: Sea f un automorfismo de G.

Complétese

a€Z(G) = - fHa)b=bfa), Ve G = -+ = a <€ f(Z(Q))

a€ f(Z(G) = ---ab=ba, Vb e G = a € Z(G)

12. Describir el centro del grupo diédrico de grado n.
Esquema de solucién:
1 #aby € Z(D,) = (¢Py)y =y (a*y) = o = («F)
1#2% € Z(D,) = 2"y =ya* = 2¥ =yaty = 2% = (2F)~!
b = (") = o(2*) =2
Por tanto, si n es impar, Z(D,,) = 1.

n/2

En el caso par, es claro ya que 2™/2 conmuta con todos. Veamos que z™/%y

no conmuta con .
Al efecto,

x(a:”/Qy):(a:"/Qy)x — x”/Q(J;y):x”/Q(yx) = zy=yx <= rz=x !

Pero esto contradice n > 2.
13. Utilizando la relacién z(z*y)z~! = z¥*2y, probar que si n es impar los

unicos subgrupos normales de D,, son los de C},, y que si n es par los tinicos
subgrupos normales de D,, fuera de C,, son los diédricos de grado n/2,

<zt y> <a*zy>
Esquema de solucién: Es claro que los subgrupos de C,, son normales en D,,
por su unicidad.

Sin esimpar y N es un subgrupo normal de D,, fuera de C,,, N debe contener
un elemento de la forma z*y, k > 0. Por tanto, z(z"y)z~! = 22y € N.
Iterando, y,zy € N, luego su producto zyy =x € N,y N llena D,,.

Supongamos ahora n par, y sea N un subgrupo normal de D,, fuera de C,;
sea zFy € N.
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e Si k es impar, 2" 'y, zy,23y,... € N. El producto zyz" 'y =22 € N

Yy

2 4 n—2 3
{1,z,2%, ..., 2" % zy, 27y, . ..
Por tanto,
2 4 n—2 3
{1,z 2%, ..., 2" % zy, 27y, . ..
6
2 4 n—2 3
{1,2%,2%,..., 2" %, zy, 2y, ...

2"y CN

"yt =N

"yl g N

La primera posibilidad da el subgrupo de indice 2, < z2,zy >; y la

segunda posibilidad obliga a ser N = D,,.

e Si k es par,

{aby, o5 2y, ay =y, 2Py, 2y, .
Por tanto,

{ahy, 2P P2y, 2ty =y, 2Py, 2y, ...
6

{aky, "2y ay =y, 2Py, 2y,

2 4 n—2
I A A § Y

2 4 n—2 _
,xt a2 41} =N

2 4 n—2
A AN ,l}iN

La primera posibilidad da el subgrupo de indice 2, < z2,y >; y la

segunda posibilidad obliga a ser N = D,,.



