Ejercicios de grupos ciclicos

1.

Probar que el cociente de un grupo mondgeno es monogeno; determinese su
generador.

Esquema de solucién: El generador es la clase donde estja el generador del
grupo de partida.

Describanse todos los subgrupos de Z/12Z. Esquema de solucién: Son de
orden 1,2,3,4,6,12.

{0+ 12Z},{0 + 12Z,6 + 12Z} ...

Pruébese que todo grupo de orden primo es ciclico. Describanse sus posibles
generadores.

Esquema de solucion: Cada elemento distinto del neutro genera un subgrupo
que por el teorema de Lagrange es el total.

Dado x € G de orden n pruébese

ez =e=n|m

Esquema de solucién:

e Division euclidea entre m y n

(") = 2™ = e = o(z") | (o)
zF)m = n | km Sl Lm - :
@) =e=nlkm = g5 | gmsm = s

pues (k—”n) y (k—kn) son primos entre si.

Describir el conjunto de generadores de un grupo ciclico de orden n.

Esquema de solucion: Aplicando el ejercicio anterior

<zF>=@G =

=) =n < (k,n)=1

La funcién ¢ dada por ¢(n) = #{k < n | (k,n) = 1} recibe el nombre de
indicador de Euler

Dado un ntmero natural n, probar que el conjunto
{zeC|z"=1}

de las raices n-simas de la unidad es un grupo ciclico con la multiplicacién
de nimeros complejos. Sus generadores reciben el nombre de raices n-simas
primitivas de la unidad. Describirlas para n < 5.
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Esquema de solucién:

Que es grupo se deduce de que es un subgrupo de (C,.). Que es ciclico se
puede deducir directamente del ejercicio 10; pero en este caso es conocido
que se trata de

{(cos(2m/n) +i sin(2n/n))* |k =1,...,n}

De acuerdo con el ejercicio 5, los generadores son
{(cos(2m/n) + i sin(27w/n))* | (k,n) = 1}

Por tanto,

en=1= {1}

e n=2=— {-1}
n =3 = {cos(27/3) + i sin(27/3), cos(4n/3) + i sin(4n/3)}
n=4 = {i,—i}
n =05 = {cos(2km/n) +isin(2kn/5) | k=1,...,4}

7. Si G es abeliano, y med(o(z),0(y)) = 1, o(zy) = o(x)o(y)
Esquema de solucién: Es claro que o(zy) | o(x)o(y). Reciprocamente,

1

(zy)"=1=2"=W") " = (@) e<z>N<y>=1= o(z) | m

Andlogamente, o(y) | m; por tanto, m es miltiplo de su mcm que es el
producto.

8. Un grupo finito abeliano, contiene un elemento cuyo orden es

exp(G) = mem{o(z) | x € G}

Esquema de solucion: Por ser G finito podemos localizar y € G de orden
maximal; es decir,
€ G = o(x) <o(y)

Basta probar que z°¥) = 1Vz € G. Por reduccién al absurdo, sea z tal que
2°W) #£ 1; sean [[p" v [[p" las factorizaciones de o(y) y o(z). debe ser
ny < my. Construyamos,

n1 m2 o my
7= ypl t = P2 Pr

Por el problema 4,

mi

o(z) = py*---pir o(t) = pj
Y por el problema anterior

mi n2

o(zt) = p"'py* - " > o(y)

que es una contradiccién.
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9. Probar que un grupo finito abeliano es ciclico si y sdlo si su exponente
coincide con el orden del grupo.

Esquema de solucién: Es claro, que el exponente de un grupo finito es divisor
del orden del grupo.

Si G es ciclico generado por z, |G| = o(z) que es divisor del exponente y ya
estd.

Reciprocamente, por el problema anterior, existe un elemento y € G tal que
o(y) =exp(G) =|Gl; asi, | <y>|=|G|y G=<y>.

10. Probar que un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es
ciclico.

Esquema de solucién:

Cada elemento € G cumple z®P(G) = 1, luego es rafz de 2P — 1y G

tiene a lo sumo exp(G) elementos. Por tanto, |G| = exp(G) y G es ciclico.

11. Compruébese que el grupo de las simetrias del rectangulo no puede ser ciclico.

Esquema de solucién: Se trata de la identidad, la simetria respecto de la
vertical que lo parte en dos, la simetria respecto de la horizontal que lo parte
en dos y el giro de 180 grados; no hay elementos de orden 4.

12. Sea G un grupo = € G y m,n € Z. Probar que z™*" = z™g".

Esquema de solucién: La cuestién es simple si m,n > 0 é m +n = 0. Los
casos a analizar son:

m,n < 0: Entonces, m+n <0y

m>0n<0m+n>0

(m-+n)
xm+n = (1’ ... l’ f—

m>0,n<0,m+n<0

—(m+n) | _
g™t = (g



