Ejercicios de grupos resolubles

1. Calcular Dj,.
Esquema de solucién: [z,y] = 2% € DJ,. Por tanto, < 2? >< DJ,.
Reciprocamente, D!, =< [z"y, 2%y] = 2279 [27 2%y = 22" ><< 22 >.

Asi, D!, =< 22 > que es Ch, /2, si n es par y C, en caso contario..

2. Calcular S}

Esquema de solucion: S; no es abeliano, luego el 1 queda descartado. Puesto
que A4 da cociente abeliano y el tinico subgrupo normal de éste es el grupo
de Klein V, S) =A4,6 S, =V.

Ahora bien
(12),13)]=(123) ¢V = 8 = A,
3. Calcular la serie derivada de los grupos simétricos, alternados y diédricos.
Deducir cuéales son resolubles y cudles no.

Esquema de solucién:

118, 1<1A3<153 1V aAls<S, 17£An<15n

1< 2?2 > <D,

4. Probar que todo p-grupo finito es resoluble.

Esquema de solucién: Razonaremos por induccién sobre el orden. Puesto que
1# Z(G), G/Z(QG) es resoluble y al ser Z(G) abeliano, es resoluble y G lo
es.

5. Probar que todo p-grupo finito admite una serie normal
Zo=1<1Z1<---<Zp<Q--- <127, =G

tal que Zk/Zk—l = Z(G/Zk_l)

Recibe el nombre de serie central ascendente!. Grupos en los que esta serie
acaba en G reciben el nombre de grupos nilpotentes?.

Esquema de solucion:

Basta notar que el centro de un p-grupo finito es no trivial por lo que
Zy, ; Zrt1-

Noétese que

Zk/Zk—l = Z(G/Zk_l) = Zk/Zk—l < G/Zk_l — 7, 4G

Lsuperior para algunos autores
2Los préximos ejercicios estan destinados a probar la coherencia de este nombre



6. Probar que G = A1 x --- x 4, = A; < Ce(]]

TEORIA DE GRUPOS

i Ad)
Esquema de solucién: Sea B = Hj 4i A; Por normalidad, [a;,b] € A,NB =1
Como consecuencia

a1+ Ay = Qg1 -+ Qon VO € S,

. Probar que G=A4; x -+ x A, = Z(G) = Z(A1) x -+ x Z(A,)

Esquema de solucién: Es suficiente probar el caso n = 2 y aplicar induccién.
Asi, sea G = A x B. Por el problema anterior, Z(A) y Z(B) son subgrupos
normales de G y puesto que se cortan trivialmente, el producto es directo y
el enunciado tiene sentido.

Ahora,

ab € Z(G) abai1by = a1biabVa, € A,Vby € B <—
aa1bby = a1abb <=
(ala)fl(aal) = (blb)(bbl)l cANB=1 <

aay = aja bby =bib < a € Z(A),be Z(B)

1o

. Con las notaciones anteriores, probar que

G:A1 X oo XAn — ZZ(G) :ZZ(Al) X X ZZ(An)
Esquema de solucién: Por induccién sobre n, es suficiente probar el caso
n = 2; sea pues G = A x B.

En primer lugar, Z;(A) es normal en A y conmuta con todo B, luego es nor-
mal en G; andlogamente, Z;(B) es normal en G;como se cortan trivialmente,
su producto es directo y el enunciado tiene sentido.

Debemos ver que

Por induccién sobre i, el resultado es obvio si i = 0.

Supongamos Z;_1 = Z;—1(A) x Z;_1(B) y veamos que

?
(Zi(A) x Zi(B))/(Zi-1(A) x Zi—1(B)) = Z[(A x B)/(Zi-1(A) x Z;i—1(B))]
Simplificando la notacién: A; = Z;(A), B; = Z;(B), se trata de ver que

(A; x By)/(Ai_1 x Bi_1) = Z|(A x B)/(Ai_1 x Bi_1)]

“C”: Con las notaciones obvias,

aibi % = aibiab = aiabib = aaiai_lbbibi_l = abaiai_lbibi_l =
= aba;a;—1b;b;—1 = %(aibi)(aiflbifl) = %(aibi)

“D": Sea Ty € Z[(A x B)/(A;—1 x B;—1). Queremos ver que

7y € (Ai x B;)/(Ai—1 X Bi_1)
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10.

Veremos que
reA; yeB;

Por definicién de A; y B;, ello equivale a que

TA;_1 € Z(A/Azfl) yBi,1 S Z(B/Blfl)

Es decir, se trata de ver que

rA;_1aA;_1 = aA;_1xA;_1Va € A yBifleifl = bBiflyBifl Vbe B

O lo que es lo mismo,

zar 'a ' € A;_1Va€e A ybyillf1 € B;_1Vbe B

Ahora bien,

abTy = zyab = abry = rayb = arby —
le (Ai—1 X Bi_1) =
zayby otz taT € (Aimy x Bioy) =

Yo lyby ™0t € (Aj_1 x Bi_y) =
zax ta e Aoy yby b le By

7y ab
zayb(azby)~

raxr

FLLE L

Notese que este resultado engloba al del ejercicio anterior, por lo que quedaria
superfluo.

Se ha puesto como un mero entrenamiento.

Probar que si G = Ay x --- x A, y los A; son nilpotentes, G lo es.

Esquema de solucién: Sea Z,,(A;) = A; y r = max(ry,...,r,). Poniendo

Zk(Az) = Ai,VkE >

la s series son centrales ascendentes 7y,
Z(G)=Z, (A1) X -+ x Z.(A,) =A1 x -+ x A, =G
Probar que si G es nilpotente,
S;G=155 N¢g(S)
Esquema de solucién: Sea (Z;(G)) la serie central ascendente en G:
53 G= 3,Z;_1(G) €S, Z;(G)Z S

Dado a € Z;(G) \ S, veremos que a € Ng(S). Al efecto, para cada s € 5,

asa_lZi_l(G) aZi_l(G)sZi_l(G)a_lZi_l(G) = SZi_l(G) —

— asa '=s52,2€7, 1(G)CS = asa ' €S



11.

12.

13.

TEORIA DE GRUPOS

Probar que un grupo finito G es nilpotente® si y sélo si sus p-subgrupos de
Sylow son normales.

Esquema de solucién: Sea P un p-Sylow; si P = G es normal y si P < G,
sea S = Ng(P). Sabemos que S = Ng(S), luego por el problema anterior
S =G y P es normal en G. El reciproco es consecuencia de que el producto
directo de nilpotentes lo es.

Probar que A4 y S5 no son nilpotentes.

Esquema de solucién: Az no conmuta con todos, luego el centro de Ss es
trivial. Asimismo, V' no conmuta con los 3-Sylow de Ay y el centro de Ay es
trivial.

Las series centrales ascendentes ni tan siquiera arrancan.

También es claro que los 2-Sylows de S5 y los 3-Sylows de A4 no son normales,
pues no son unicos.

Probar que todo grupo abeliano es nilpotente y que éstos son resolubles.

Esquema de solucién: Zy/Zix_1 = Z(G/Zy—1) es abeliano, luego la serie
central ascendente es de cocientes abelianos.

También es claro que los p-Sylows de un abeliano son normales.

Notemos que Ay es resoluble no nilpotente y que Dy, cualquier p-grupo no
abeliano, es no abeliano.

3Y ahora cuadra la denominacién con las anteriores hojas de problemas



