Ejercicios de grupos de orden bajo y subgrupos de Sylow

1. Clasificar los grupos de orden 4.
Esquema de solucién: es un grupo de orden p?.

2. Probar que el grupo cuaternio tiene exactamente tres subgrupos ciclicos de
orden 4 y un tnico subgrupo ciclico de orden 2, que es el centro.
Esquema de solucion:

Los tres ciclicos de orden 4 estdn generados por las matrices J, L, M. Estos
son distintos 2 a 2, pues L €< J >...

Por otro lado, no hay més elementos de orden 4.

Ahora elementos de orden 2 sélo estd el —I>. Esta matriz esta en el centro y
las demés no.

3. Probar que hay, salvo isomorfismos, 3 grupos abelianos de orden 8:

Cg CyxCy CyxCyxCy

Esquema de solucién:
Si hay un elemento de orden 8 ya esta.

Si todos son de orden 2 tengo {1, a, b, ab, ¢, ac, be, abc} y el subgrupo producto
< a><b>< c> es directo. Por érdenes,

G=<a>Xx<b>x<c>=CyxCyx(Cy

Si hay un elemento de orden 4, a , G contiene {1, a, a?, a®}; necesito uno fuera
b. Si el orden de b es 2, el producto < a >< b > es directo. Por érdenes,
G=<a>x<b>=0C4xCy

Si el orden de b fuera 4
G={l,a,a%,a®> =a71,0,6° =01, ab, (ab)® = (ab)™'}
Por tanto,

a? =b = (ab)? = a* = a** = Vv’ =1 = o(b) =2
una contradiccién.

4. Probar que hay, salvo isomorfismos, 2 grupos abelianos de orden 12:

Cia Cs x Co

Esquema de solucién: Por la teoria de Sylow hay un subgrupo de orden 4 y
uno de orden 3; ademéas G es producto directo de ambos.

Si el de orden 4 es ciclico, tenemos

o(z) =4,0(y) =3 = o(zy) = 12
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Si el de orden 4 es el V' de Klein, tomo un elemento a de orden 2 en V y el
generador b de C3; entonces, ab tiene orden 6. Sea ¢ # a en V. Asi, < ab >
solo tiene un elemento de orden 2 que es a y el producto < ab >< ¢ > es
directo. Por érdenes, G =< ab > X < ¢ >= Cg x (s

5. Probar que en un p-grupo G todo subgrupo normal (no trivial) corta no
trivialmente al centro.
Esquema de solucion:

Puesto que N es normal, consideramos la accién de G sobre N por con-
jugacién. El neutro forma una drbita de tamano 1, las demads 6rbitas tiene
tamafo p™. Al ser la suma de tamafios potencia de p, debe haber otra 6rbita,
al menos, con un unico elemento. Ese elemento, de N, conmuta con todos.

6. Probar que un grupo de orden p™ posee un subgrupo normal de orden
pryr=0,...,m
Esquema de solucion:

Sélo falta ver la normalidad. Podemos, pues, suponer que G no es abeliano.
Sea 1 # p® el orden del centro. Puesto que los subgrupos del centro son
normales en el grande, sélo hay que ocuparse de las potencias mayores que
s. Entonces, puede aplicarse induccién a G/Z(G).

7. Probar que todo p-subgrupo normal estd incluido en cualquier p-Sylow.
Esquema de solucion:
N < P; para algiin P;; dado otro P, = P{, luego N = N9 < P/ = P,

8. Probar que G es producto directo de sus p-subgrupos de Sylow, para todo

p si y s6lo si cada p-subgrupo de Sylow es normal. Grupos finitos en estas
condiciones se llaman nilpotentes.

Esquema de solucién: Si es producto directo son normales. Para elreciproco,

podemos considerar el producto de p;-Sylows por normalidad. Por cuestién
de 6rdenes P; N [[ Pjz = 1y el producto es directo. La igualdad a G es
nuevamente cuestién de érdenes.

9. Probar que si P es un p-Sylow de G y N es normal:

(a) PN/N es p-Sylow de G/N
(b) PN N es p-Sylow de N
(¢) Na(P)N/N = Ng/nPN/N

Esquema de solucién: a) Es cuestién obvia de indices.

b)
[N : PAN] = [PN : PNN]/[PN : N] = [PN : PNN]/[P : PNN] = [PN : P]

Noétese la exigencia de ser N normal en G.
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Sean Py, P, dos p-Sylows distintos' de un grupo G. Entonces, si P; NP, fuera
un p-Sylow de P, por 6rdenes se tendria Py N Py, = Ps, lo que daria P, < Py

y nuevamente por érdenes P; = P contradiccién.

c¢) E17C” es directo. Reciprocamente, sea N € Ng,yPN/N; asf, (PN/N)*N =
PN/N; por tanto, P* < PN; asi, P y P® son p-Sylows de PN, luego
son conjugados en él y existe zn € PN tal que P" = P*" = P7; ahora,
zn~! € Ng(P) y N € Ng(P)N/N.

Lsituacién muy habitual, por ejemplo en Sy



