Ejercicios sobre el primer teorema de estructura

1. Describir todos los grupos abelianos de orden 360.
Esquema de solucion:
2312221222 Cs |CydCy | CopCy Oy

32133 Cy | C3®Cs
5 Cs

seleccionando uno de cada fila y columna, y reagrupando primos
Cs ® Cy @ Cs5 = C3gp
CedC30C3@Cs =Cla0 @ Cs
Ci®Co®CydCs = Crg0 P Co
CidCodC30C30 Cs5 = Cho D Cs
Co@CadCa®dCo®dCs5=Coo®C2®Co
CoBCoDCoDC3PC30Cs=C3 @ Cs®Co

2. Sea G =< b > un grupo ciclico de orden d = []'_, p;"’. Encontrar (b, ...,b,)
tales que

T
G= <bi> olb)=p"
i=1
Esquema de solucién: Sean d; = d/p]"* y b; = d;b. Es claro que p;"b; =
p; " (d;b) = db = 0; por tanto, o(b;) = p;*,n; < m;; asimismo,
(diy...,dy)=1= z1d1+ -+ 2zd, =1

Luego,

b=1b= (Zldl+"'+Zrdr)bizlb1+"'+Zrbr
Ahora,
(I =0= TIei I TP = mi=n
i=1 i=1 i=1
En definitiva, < b; > es el p;-Sylow de < b >.

3. Sean G =< D = diag[2,1],P = Pi3(1)) >y H={A € G| a1 =1 =ax}
Probar que H no es de tipo finito.

Esquema de solucién: Es claro que las matrices de GG son racionales y las de
H son triangulares, luego éstas son de la forma Pia(t),t € Q.

Ahora, dado un numero entero z, D*PD~* = P15(2%) € H.
Si H =< Pia(t1),..., P12(t,) > entonces,

P15(27%) = Pia(t1)™ -+ -, Pia(tn)™ = Pia(z1t1) - - - Pra(2ntn) = Pra(z1t14 - -+2ntn)

Por tanto, 2* = z1t1 +- -+ zpt, €< t1,...,t, >V z, pero esto es imposible.



TEORIA DE GRUPOS

4. Probar que un grupo abeliano de tipo finito y libre de torsién es libre!.
Esquema de solucion: G = Gy @ F, F libre; luego G = F libre.

5. Probar que un grupo abeliano libre no nulo F' posee un subgrupo de indice
n, para cada n.

Esquema de solucion:

Fg@zz

zeX

Témese x, € X y la antiimagen en F' de

nz@ @ Z.

zeX\{zo}

1Sin embargo, Q es libre de torsién, pero no libre; lo que ocurre es que no es de tipo finito



