Ejercicios de acciones de grupos

1. Compruébese que las acciones de los ejemplos 3,4,7 y 8 son efectivamente
homomorfismos de grupos.

2. Demuéstrense los resultados 4.2, 4.6 y 4.9

3. Dados dos subconjuntos A, B de un grupo G definimos
AB={ab|a€ A be B}
Se pide:
(a)
| Al B|
|AN B|

(b) Si A, B < @G, probar que AB es subgrupo de G si y sélo si AB = BA.
(¢) Si A o B son subgrupos normales de G, AB es subgrupo de G

4B =

Esquema de solucién:

(a) Definir A x B — AB mediante (a,b) — ab; en la descomposicién
canédnica de esta aplicacién, las clases de equivalencia son

[(a,b)] = {(ac,c™'b) | c€ AN B}
En efecto,

1

mn=ab= a 'm=bm""'=ce ANB = (m,n) = (ac,c'b)

El otro contenido es obvio.

Asf todas las clases tienen el mismo tamano: |A N B|. Por tanto,

|AB| = [(Ax B)/ ~| = |Ax B|/|AN B

(b) Si AB < G,

abe AB = (ab)™' € AB = (ab)™' = a1by
—  ab=(aby) ' =0b'a;' € BA: = : ABC BA

ba € BA = ba = (1gb)(alg) € (AB)(AB) C AB: = : BAC AB
Reciprocamente, 1glg € AB = AB # )
(a1b1)(agbs) = a1 (braz)bs = a1 (azbs)be = asbs € AB
(ab)™' =b"'a~' € BA=AB

4. Decimos que G es producto directo de sus subgrupos Ay B si Ay B son
normales en G, G = ABy AN B = 1¢. Probar
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10.

(a) El grupo ciclico de orden 6 es producto directo de los ciclicos de orden
2 y 3 (que contiene).

(b) S5 no es producto directo de Az por < (1,2) >.
Probar que si G/Z(G) es ciclico G es abeliano.

Esquema de solucién:

r=u"z1 y=u'zo = zy= (u"21)(t’2) = = (uz2)(u"21) = yx

Sea p un nimero primo y G un grupo abeliano de orden p%. Probar que G
es ciclico o producto directo de dos subgrupos ciclicos de orden p.

Esquema de solucién: Si no es ciclico, es <z > x <y >.

Sea p un nimero primo; probar que todo grupo de orden p? es abeliano.
Probar asimismo que hay salvo isomorfismos 2 grupos de orden p?.

Esquema de solucion:

El centro no es trivial; aplicar los dos problemas anteriores. Definir, entre el
grupo abeliano del espacio vectorial Z/pZ? y G la correspondencia

(r,5) — 2"y’
y probar que es un epimorfismo de grupos. La inyectividad sale por érdenes.

Sea H un subgrupo de G de indice n. Probar que [G : core H| es divisor de
nl.

Esquema de solucién:

Considerese la accién de G sobre las clases a izquoerda médulo H. Su nicleo
es core H. Asi, G/(core H) es (isomorfo a) un subgrupo de S,.

Sea p el primo mas pequefio entre los divisores de |G|, probar que todo
subgrupo de indice p es normal.

Esquema de solucion:

Por el problema anterior, |G/(core H)| | p!. Asi,

[G:H|=p=[H:coreH|=1= H =coreH<G
Notese el avance respecto a los subgrupos de indice 2.
La accién de un grupo G sobre el conjunto A se dice regular si
Go=1,YVae A

Pruébese que si G es abeliano y transitivo es regular.

Esquema de solucion: Dado x € G, y b € A, sea b = ya. Entonces,
xb=zya =yra=ya =1>

Por tanto, x = 1.
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11. Pruébese que G7 = G, Va € AVo € G.

12. Sea £ un conjunto y V un espacio vectorial; probar que £ es un espacio afin
sobre V si y sélo si el grupo (V, +) actda transitivamente® sobre £.
Esquema de solucién:

Definir ¢: (V,4+) — (B(€), o) mediante ¢(v)(P) = P + v. La transitividad
es consecuencia de los axiomas de espacio afin. Como (V,+) es abeliano, se
trata de una accion regular.

Reciprocamente, si ¢: (V,+) — (B(£), o) es una accién transitiva definimos
(+):E XV — £ mediante + (P,v) = ¢(v)(P)

Entonces,

(a) Dados dos puntos P, @ por transitividad, existe v € V tal que p(v)(P) =
Q. Ahora,

regular _
=" pw™!

p(v)(P) = Q = p(w)(P) = p(vw™")(P) = P =l=v=uw
(b)

+(+(P,v), w) = p(w)(p()(P)) = (p(w)op(v))(P) = p(v+w)(P) = +(P,vt+w)

ly, por tanto, regularmente



