ALGEBRA 11 PRIMER PARCIAL Setiembre—2001

1. Responde a las siguiente cuestiones

(a)

Define el concepto de signatura de una permutacién. Pon un
ejemplo.

Ver los apuntes definiciéon 2.10 y alguno de los ejemplos que
le siguen.

Define el concepto de p-subgrupo de Sylow. Aplicalo al grupo
ciclico de orden 6.

Ver los apuntes: definicion 5.2.

Asi, (g posee un subgrupo de orden 3 y otro de orden 2.

Enuncia los teoremas de Sylow. Pon un ejemplo.

Ver los apuntes Teoremas 5.4, 5.6 y 5.7.

Cs posee un unico subgrupo de orden 3 y otro (también tinico)
de orden 2.

Describe, salvo isomorfismo, los grupos de orden 8 (abelianos
y no abelianos).

Los no abelianos son Dy y el grupo cuaternio Q); y los abelianos
son

Cs CidCy CodCy®Cy

Define el concepto de grupo resoluble. Pon un ejemplo razon-
ado de resoluble y otro de no resoluble.

Ver los apuntes definiciones (7.1), (7.2) y los ejemplos y con-
traejemplos que les siguen.

(2 puntos cada una).

2. Sea G el subgrupo de Ms(Z/12Z) generado por las matrices
(A, B,C) donde

a=(30) m=(0) e=(5 )



Calcular sistemas generadores de G que den lugar a las descom-
posiciones de los dos teoremas de estructura (10 puntos).

C=3A-2B=G=<A,B>
0(A)=3,0B)=2= <A>N<B>=1=G=<A>®<B>

que es isomorfo (directamente) a

Cs @ Cho

Finalmente,

G=<3A>0<2A>0<3B>®<4B >y, C3dC, & Cs

Esto termina el ejercicio; pudiera haberse aplicado si se desea el
procedimiento general:

Puesto que G posee dos generadores, consideramos el epimorfismo
¢ de Z* en G dado por e; — A, e — B.

Su nucleo es

kerp = {a,b) € Z* |a A+ bB = (0)

( %{L) 8 > - (OZ/12Z)

)
2 0\ [ 122 122
—b 0 - 1223 ]_224

0

a
2 0 —12 b
0 1 0 —12 z1 |
0 —1 0 0 —12 Z9 = (0)
0 0 0 0 0 —12 23

Z4



Sea A la matriz de coeficientes. Entonces,

HPyy =

KPys =

GP24(12) = [

S OO NN

S O O N

S O O N

o O O N

0 —12
1 0 —12
0 0 —12 —12 =r
0 0 0 0 —12

00 O 0 0

10 =12 0 0

=G

00 =12 =12 0

00 0 0 —12

00 0 0 0

1 0 0 0 0

=H

00 —-12 -12 0

00 0 0 12
0O 0 0 O 0
10 0 0 0

= J
0 -12 0 —-12 0
o 0 0 0 -—12
20 0 00 O
01 0 00 0
=K

00 —-12 0 0 O
00 0 00 —12
20 0 0 00
01 O 0 00
00 —-12 0 00
00 0 —-12 0 0



Ahora

1000 0 6
0112 0 —12 0
0000 0 1

°=1o0 10 -1 0
0000 1 0
0001 0 0

Por tanto, el nicleo de A esta generado por las 2 ultimas columnas

de Q:

0 6
—-12 0
0 1
-1 0
1 0
0 0

Finalmente, el nicleo de ¢ estd generado por las 2 columnas de:

0 6
N:<—12 0)

Ahora, tomando P = I, y Q = P2Q>—1

PNQ:(€ 102>

Por tanto,

G=<T>6<U>=Z/6Z&Z/12Z
A fin de buscar las nuevas matrices generadoras, P~ = I, y, por
tanto, (T,U) = (A, B)P~' = (A4, B).

Esto da la descomposicion correspondiente al primer teorema de
estructura. La del segundo se obtiene como en la solucién abreviada
expuesta al principio.



