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8 Producto y suma directa de grupos

En Algebra Lineal es habitual la consideracién de los producto cartesianos
Q",R",C",Z/pZ" como espacios vectoriales; asi, estamos considerando el pro-
ducto cartesiano como un grupo (abeliano), siendo definida la operacién suma
componente a componente. Para esta parte de la construcciéon no es necesario que
los grupos sean abelianos.

Dada una familia finita de grupos (Gi,...,G,), consideremos el producto carte-
siano

G=G; x--xGy
y definamos en G una operacién, componente a componente, mediante la operacion
de cada G;. Como es habitual, a fin de no complicar la escritura, la operacion de
un grupo no se escribe y definimos

(xlw"?xn)(yl?"'ayn) = (xlylw"?xnyn)

Es inmediato comprobar que hemos obtenido un nuevo grupo de neutro (1¢,, ..., 1g, ),

en el que el inverso de (z1,...,2,) es (27, ..., 2, ")

Definicién 8.1 Dada una familia finita de grupos (Gu,...,Gy) el grupo G ante-
rior se dice producto directo (externo) de los G;.

Asimismo, se denota por [, G;
Ejemplos

1. Q",R",C",Z/pZ",Z"
2. Sg X 54
3. D5 x 7

Observacion 8.2 Es claro que si todos los grupos son abelianos, el producto
directo lo es. En este caso, suele decirse suma directa (externa) y se escribe
G1® -+ ® Gy. Asimismo, es cierto que si cada factor G; es nilpotente, resoluble
el producto directo lo es; pero ésto puede que se salga de los objetivos del curso.

Por otro lado, en ocasiones se ha mencionado que si p y ¢ son primos, el grupo
ciclico de orden pg es producto directo (interno) de sus subgrupos C, y C,. El por
qué de esta aparente confusa notacién reside en la siguiente

Proposiciéon 8.3 Sean G = G1 X -+ x G, I,J dos partes complementarias de
{1,...,n}. Entonces, G posee un subgrupo normal N isomorfo a [[,c; Gi y
G/N=]]G;
jeJ

Demostracién: Sea N = (z) € G tales que x = 1 si k ¢ I. Entonces,

(i) () () ™" = (yrnyy, )
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Ahora,
ke T = yrany, = vy =1 = (yr)(@x)(yr) " €N

Por otro lado, eliminando en cada n-tupla las componentes subindicadas por I,

G - HjEJ Gj

(r) — (zk)

es un epimorfismo de grupos de ntcleo N.

Finalmente,
N —  Les G
(xr) — (z)

es un isomorfismo.

Corolario 8.4 Sea G = Gyx---xG, yGr ={(1,...,1,z,1,....,D)},i=1,...,n,
Entonces, G es el producto directo ((interno) de los G} .

Demostracién: La normalidad ha sido vista en la proposiciéon. Que G coincide
con G7---G} es inmediato y la condicién sobre la interseccién es obvia: sélo
contendrd el (1,1,...,1,1).

Observacion 8.5 En algunos contextos matematicos se introducen los polinomios
y las series formales con coeficientes enteros, racionales, reales, complejos,. .. Se
trata de considerar familias infinitas de enteros, racionales, reales, complejos,. ..y
sumarlas componente a componente. Esto y lo anterior es caso particular de lo
siguiente.

Definicién 8.6 Sea I un conjunto arbitrario* y (G; |€ I) una familia de conjun-
tos, subindicada por I. Se dice producto cartesiano a

[[Gi=1{r:1 — UGil f(k) € Gk, ¥k}

i€l i€l

Teorema 8.7 Sea I un conjunto arbitrario y (G; |€ I) una familia de grupos,
subindicada por I. El producto cartesiano [[,.; Gi puede ser dotado de estructura
de grupo. Recibe el nombre de producto directo (externo) de los grupos G;. Ademds,
si los G; son abelianos, el producto directo lo es.

Demostracién: Poniendo fg(i) = f(i)g(i) es rutinario comprobar que se tiene
un grupo de neutro la aplicacién e(i) = 1g,. Ahora g(i) = f(i)~! es el inverso de
cada f en el grupo.

Ejemplos

1. Si I es finito de cardinal n, [[,.; G; 2 G1 X -+ x G,,.

iel

Lfinito, numerable o no numerable.
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En efecto,
HiGIGi — G1><'~-><Gn
— (f(©)

es un isomorfismo, que identifica cada f con la n-tupla de sus imégenes

(f),.... f(n))

2.Si I =N,y G; = (A,+), Vi, es el grupo aditivo de un anillo A, el pro-
ducto directo [[;.; G es isomorfo al grupo aditivo de las series formales con
coeficientes en A. En efecto,

(Lies A+) — (All=ll, +)
f — 2 f)a

es un isomorfismo, que identifica cada f con la sucesién de sus imégenes

(f(1),..., f(n),...,)

Proposicién 8.8 La aplicacion my:[[;c; Gi — G dada por f — f(k) es un
epimorfismo de grupos que recibe el nombre de proyeccion candnica, en la compo-
nente k-sima.

Demostracion: Es inmediata.

Ejemplo En el ejemplo anterior de las series formales, fijado el indice k se trata
de asignar a cada serie formal Y apz® el coeficiente ay, de z*.

El producto directo [];.; Gi cumple la siguiente propiedad “universal”:

Teorema 8.9 Si H es un grupo “cualquiera” y para cada k € I, pi: H — Gy,
es un homomorfismo de grupos, existe un unico homomorfismo de grupos

p:H — H G;
iel
tal que m 0 = i Vk € 1.
Demostracién:
Unicidad: Sean ¢ y ¢ en esas condiciones.

Para cada x € H,
p(x)(k) = mr(p(x)) = pr(x) = m(d(2)) = d(z) (k) = @(z) = d(x) = ¢ = ¢
Existencia: Para cada z € H, definimos

olx): I — UGi mediante  ¢(x)(k) = pr(z)
iel

Es rutinario comprobar que ¢ es un homomorfismo de grupos y que, por cons-
truccién, m 0 o = @ Vk € 1.
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Observacion 8.10 Las proyecciones y la propiedad universal del teorema ante-
rior determinan el producto directo salvo isomorfismos.

Teorema 8.11 Sea I un conjunto de indices, (G; | i € I) una familia de grupos
y G un grupo junto con una familia (p;:G — G; | i € I) de homomorfismos
cumpliendo:

Para cada grupo H y familia (p;: H — G; | i € I) de homomorfismos
existe un unico homomorfismo ¢: H — G tal que p; o ¢ = ;.

FEntonces,

¢=[]ac:

i€l
Demostracion:

Tomando como H = [[,.;Gs v (i = m; | i € I) existe un tinico homomorfismo
de grupos

[[¢: = ¢

iel
cumpliendo p; o p = ;.

Tomando como H el grupo G, y como ; los p;, la propiedad universal del producto
directo da un tnico homomorfismo de grupos

¢ = T

i€l
cumpliendo m; 0 ¢ = p;.

Por tanto,
pio(pod)=pi mo(poy)=m

Puesto que
pioidg =p; OidHGi =7

la unicidad de los homomorfismos en el enunciado da
pop=ida ¢oy=id[g,
y ambos ¢, ¢ son isomorfismos, inversos el uno del otro.

Observacion 8.12 Notemos que ¢ es conocida. En efecto, dado x € G, sea
f(i) = pi(2); asi,

f(i) = pi(x) = pio(pod)(x) =m o d(x) = d(x)(i)
Por tanto, ¢(z) = f.
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Observacion 8.13 No nos resulta facil determinar explicitamente . Se pudiera
intentar lo siguiente: dado un elemento f del producto directo, utilizando que
p; = m; o ¢ es sobre, localizamos, para cada i € I, x; € G tal que p;(z;) = f(7).
Ahora bastarfa reconstruir x tal que p;(z) = f(i). Ello pudiera resultar posible si
s6lo hay un niimero finito de indices i tales que f(i) # 1¢,, mediante el producto
de ese nimero finito de z;. Esto motiva la siguiente

Definicién 8.14 Dado f € []
tal que f(i) # 1g,.

i1 Gi, se dice soporte de f al conjunto de indices i

Teorema 8.15 I un conjunto arbitrario y (G; |€ I) una familia de grupos,
subindicada por I. El subconjunto [[,.; G de las aplicaciones de soporte finito es
un subgrupo normal del producto directo [[;.; G;. Recibe el nombre de coproducto?
(externo) de los grupos G;.

Demostracion: Es claro que si f y g son de soporte finito fg lo es, y que el neutro
del grupo producto directo es de soporte vacio. Ahora, para cada h € [[,.; Gi,
hfh~! tiene el mismo soporte que f por lo que hfh~! € [Hic; Gi

i€l

Ejemplo Si I = N,y G; = (A, +), Vi, es el grupo aditivo de un anillo A,
el coproducto de [[,.; Gi es isomorfo al grupo aditivo de los polinomios con
coeficientes en A. En efecto,

(Hie] Av +) - (A[:L']a +)
f — 2

es un isomorfismo, que identifica cada f con la sucesion de sus imagenes
(f(1),---. f(n),0,...)

Observacion 8.16 Si [ es finito,

[[c:=]]Gi=Gx - xa,

i€l i€l

Proposicion 8.17 La aplicacion

ak:Gk — HielGi
T — I I — UG
kK — Tk
i —  lg, ,iFk

es un monomorfismo de grupos que recibe el nombre de inyeccion candnica, de la
componente k-sima.

Brevemente, y utilizando la delta de Kronecker, ay,(z)(i) = x5+

Demostracién: Esinmediata. Identificamos x, con la sucesion (1,..., 1z, 1,...)

20 producto directa débil, o suma directa (externa)
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Ejemplo En el ejemplo anterior de los polinomios, fijado el indice k se trata de

asignar a cada elemento a del anillo A, el monomio ax*.

De la misma manera que un polinomio es la suma de los monomios que tienen
coeficiente no nulo, un elemento del coproducto serd el producto de un nitmero
finito de elementos. Es la siguiente

Proposicién 8.18 Sea f de soporte finito J = {j1,...,jn} y para cada j € J,
sea f; = a;(f(j)). Entonces,
f:fjl"'fjn
Demostracién:
Fi(@) = (a; (FG(E) = f(5)%

Por tanto,

(ﬁy~hﬂ0ﬂd@mbﬂ0f@f““4ww%ﬂ{fb 2

que es en cualquier caso el valor de f(i).

Como en el caso del producto, y mediante al anterior resultado, podemos obtener

para el coproducto [[,.; G; la siguiente propiedad “universal®”:

Teorema 8.19 Si H es un grupo abeliano y para cada k € I, ¢i: G, — H es
un homomorfismo de grupos, existe un dnico homomorfismo de grupos

p: H G; — H
il
tal que p o a = Yg.
Demostracion:
Unicidad: Sean ¢ y ¢ en esas condiciones.
Para cada f € [[;c; Gi, sea {j1...,jn} su soporte:

n

Hm:me:H (o, (fGi) = [T 25 (FGr))
= k=1 k=1

k=1

n

H f?k = H f]k = H a?k k)) = H @jk(f(jk))
k=1 k=1 k=1

k=1

Luego ¢ = ¢.
Existencia:
Sea f € [[,c; Gi, de soporte J; si j € J, f(j) € G;y 0;(f(j)) € H.

3

en el universo de los grupos abelianos
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Definimos

o(f) = [T #i(1G)
jeJ
Veamos que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sea ¢(9) = [lnck ¢r(g(k)). Anadiendo un nimero finito de 1p, si necesario,
podemos suponer que J = K. Ahora,

o(fg) = [ ei(f9i)) = [T i (FGa() = [ lei (f())es(9(i))]

jeJ jeJ jeJ

y puesto que H es abeliano,

o(f9) =[] lei(FGNei e = [T i (FG) [ 2i9() = @(H)el)

jeJ jeJ jeJ
Finalmente, para cada k € I, el soporte de ay(x) es {k}, luego

poag(r) = pr(ar(@) (k) = pr(z) = poar = wi

Observacion 8.20 Las inyecciones canénicas y la propiedad universal del teo-
rema anterior determinan el coproducto salvo isomorfismos.

Teorema 8.21 Sea I un conjunto de indices, (G; | i € I) una familia de grupos
abelianos y G un grupo abeliano junto con una familia (6;:G;, — G | i € I) de
homomorfismos cumpliendo:

Para cada grupo abeliano H y familia (0;:G; — H | i € I) de
homomorfismos eziste un dnico homomorfismo ¢:G — H tal que

wo B = ;.
FEntonces,
¢=]]ea:
iel
Demostracion:

Tomando como H = [[,.;Gs v (¢i = a; | i € I) existe un tinico homomorfismo

de grupos
¢ = J]G
i€l
cumpliendo ¢ o 3; = «.

Tomando como H el grupo G, y como ¢; los 3;, la propiedad universal del
coproducto da un tnico homomorfismo de grupos

e

icl
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cumpliendo ¢ o a; = ;.

Por tanto,

(pog)oai=a; (pop)ofi=p;

Puesto que
idHGi oa; =y idgo B =f;

la unicidad de los homomorfismos en el enunciado da
Pop=idijg, ¢oo=ide

y ambos ¢, ¢ son isomorfismos, inversos el uno del otro.

Observacién 8.22 Recordemos que ¢ es conocida. En efecto, dada f € [[ G, de
soporte J, sea x; = (3;(f(j))Vi € J; ast, ¢(f) = [[;c; 2.

Proposicién 8.23 Sea (N; | i € I) una familia de subgrupos normales de G tales
que

1) G=<Uj/Ni >

i) Ni (N (Uizr Vi) = 1

Entonces, G 2 [[,.; Ni; G recibe el nombre de suma directa interna de los N;.

il
Demostracién: Notemos en primer lugar que los elementos de N; y IV; deben
conmutar por ser subgrupos normales de interseccién 1.

Dado, entonces, = € G se tiene z = z;, - - - x;_, z;, € N;, . Ademds la factorizacién
es Unica y definimos

®: G - Hie] N;
Tiy v Ty, — fI — UNz

Reciprocamente, si f es un elemento del coproducto, su soporte es finito J, y
o(f) =11 r0)
jeJ

Es rutinario probar que ¢ y ¢ son homomorfisos inversos uno de otro.

Finalizamos el tema buscando subgrupos normales y cocientes de producto y
coproducto.

Definicién 8.24 Sea (¢;:G; — H; | i € I) una familia de homomorfismos
de grupos y designemos por T;, p; las proyecciones canodnicas de los productos
directos respectivos. Entonces, el (inico) homomorfismo ¢:[[G; — [ H; tal que
p; 0@ = p; om; se dice producto directo de los ;. Se escribe ¢ =[] ¢i-
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Observacién 8.25 Noétese que Vk € T y Vf € [[G;

(1) o[-

= (pkOHQOz) (f) = (prom)(f) =

iel

er(mi(f)) = er(f(k))

Proposicion 8.26 Con la notacion anterior

1) (ITe)(LG:) € 1T H;
it) ker([J i) = [ ker ;. Como consecuencia, ([] i) es mono si y sélo si p; lo
es, para cada 1.

iii) Im ([T¢i) = [[ Im ;. Como consecuencia, ([] ;) es epi si y sdlo si @; lo
es, para cada 1.

Como consecuencia, ([ ;) es isomorfismo si y sélo si p; lo es, para cada i.
Demostracién:

Es consecuencia directa de la observacién anterior, pues

e El soporte de (J]:)(f) estd incluido en el de f
e [Te)(f) =1 < -+ < f(i) €ker ¢p; « fe[[kery;

e g=(]p)f) < -+ <= gi) eIm ¢; < g €[] Im ;. Ahora,
si cada ¢; es epi, Im ([J¢;) = [[ Gi; reciprocamente, dado y € Hy, sea
g(j) =y y sea ([]i)(f) = g; sea = = f(k) € Gy. Entonces,

pr(x) = r(f(k) = KH w) (f)] (k) =g(k) =y

i€l

Proposicién 8.27 Sea (G; | i € I) una familia de grupos y, para cada i, sea N;
un subgrupo normal de G;. Entonces,

i) N =] N; es un subgrupo normal de G = [ G; y G/N = [(Gi/N;)

il) N=]]N; es un subgrupo normal de G =[]G; y G/N 2 [[(G;/N;)

Demostracion:

i) Considérese m = [[ m; donde m;: G; — G;/N; y apliquese la proposicién ante-
rior.
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ii) Por la misma proposicién y observacién anteriores,

7T|HGi:HGi — HGZ/NZ

es un epimorfismo y su ntcleo

ker (w7, ) = (erm) 0 (TT6:) = (TTV:) 0 (TT6:) = (TT ™)

EJERCICIOS
1. Probar que S3 y Cpr,p primo no son producto directo de sus subgrupos
propios.
2. Probar que (C3 x Cg) x Cy =2 Cg x Cs.
3. Sea G un grupo abeliano y {z1,...,2,} un sistema generador de G tal que
o(z;) =p,i=1,...,r. Probar que G =Z/Z, X --- X Z]Z,.
4. Probar que

10.

11.

G=G  x xG,=G =G, x--xG,
Dar un ejemplo de grupo perfecto (G = G’) no simple

. Pruébese que el producto directo de n grupos resolubles, lo es.

. Dar un ejemplo de 4 grupos A, B, C, D tales que

(Ax B) 2 (C x D)

pero

A%C,D B%C,D

Sean M, N < G. Probar que G/(M N N) es isomorfo a un subgrupo de
G/M x G/N. Deducir que si G/M, G/N son abelianos, nilpotentes, reso-
lubles, G/(M N N) lo es.

Sea N <G =Gy x -+ x Gy. Probar que N < Z(G) o corta no trivialmente
a algun G;.

. Dar un ejemplo de un producto directo A x B con un subgrupo normal N # 1

que corte trivialmente a Ay a B

Dar ejemplos que contradigan las siguientes afirmaciones:
A2¥B C=2D=— A/C=B/D
A2B A/C¥B/D—= C=D
C2D A/C¥B/D—=— A>~B

Dar un ejemplo (existe al menos uno muy sencillo) para probar que no se
puede suprimir la hipétesis de H abeliano en el teorema 8.21



