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11 El subgrupo de torsién. Teorema de invarian-
cia

La descomposicién de un grupo abeliano de tipo finito en suma directa de subgru-
pos ciclicos y/o mondgenos no es dnica. De hecho,

7* =< (1,0)> & < (0,1) >=< (1,2) > & < (3,5) >
En general, si (v;) y (w;) son bases de S,

S=xX11 > - D<v, >=<w; >D - D < w, >
Notemos que un cambio de base viene dado por una matriz P regular, por lo que
es viable la exposicién de multiples descomposiciones de un grupo abeliano libre

en suma directa de ciclicos y/o mondgenos. Sin embargo, el ntimero de sumandos y
los 6rdenes de los generadores en cada descomposicion permaneceran invariantes.

Antes de abordar este resultado de invariancia descompondremos cada grupo
abeliano de tipo finito en su parte finita y su parte libre. Comencemos por la
parte finita,

Definicién 11.1 Un elemento x de un grupo abeliano se dice de torsion si o(x)
es finito.

Proposicién 11.2 El conjunto de elementos de torsion' de un grupo abeliano G
es un subgrupo que se dice subgrupo de torsion de G. Se escribe Gr.
Demostracion: o(x) = n,o(y) = m = mn(z+y) = O¢. Puesto que un elemento

y su opuesto tienen el mismo orden, hemos terminado.

Observacion 11.3 Por el teorema de Lagrange, si G es finito G = G7. En general,
se tiene

Proposicion 11.4 Todo grupo abeliano de tipo finito es suma directa de su sub-
grupo de torsion y un subgrupo libre.

Demostracién: Sea G =< by > ®---® < b, > con < b; >= Z/d;Z, d; | d;y1.
Sean ds # 0 = ds41. Entonces,

<bsy1>®---B<b,>=2ZP---PL
que es libre.

Veamos que < by > @---@ < by > es el subgrupo de torsién. Es claro, que los
b;,1 < s son elementos de torsién y se tiene la inclusién “ C 7. Reciprocamente,
sea x un elemento de torsién; su orden serd z # 0y

T = Zzzbz € Gr = Zzzzbl =0 = zz;b; = 0gVi = d; ‘ zz; Vi
=1 =1

Lincluido el cero
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= 0]zz;Vi>s = 22, =0Vi>s = 2, =0Vi>s
Asi,
x:Zzibi€<b1>69---@<bs>

i=1

Observacion 11.5 Notemos que el subgrupo de torsién es finito. Dado un primo
p sabemos que cada grupo abeliano finito posee un unico p-Sylow P. Por tanto, la
teoria de Sylow nos indica que

Gr=P &8P

donde py, -, p, son los diferentes primos divisores de |Gr|.

Siguiendo las ideas con las que comienza esta observacién podemos demostrar el
siguiente

Teorema 11.6 (Segundo teorema de estructura) Todo grupo abeliano de
tipo finito es suma directa de un nidmero finito de subgrupos mondgenos y/o
ciclicos, éstos de orden potencia de primo.

Demostraciéon: Sea G =< by > ®---® < b, > con < b; >2 Z/d;Z, d; | di+1.
Sean ds # 0 = dsyq. Para i < s, < b; > es un grupo abeliano que serd suma
directa de sus p-subgrupos de Sylow; ahora bien, los subgrupos de un ciclico son
ciclicos luego

<bp >=<bi1 >P- DB < by, >

Por tanto,

G:

(<11 >D - D <biy, )0 D(<bs1 >D D < bgp, >)D < bsp1>D--D< b >

Observacion 11.7 Notemos las hipétesis; de hecho Q, al ser libre de torsién, no
puede tener subgrupos ciclicos, y al no ser libre no puede ser suma directa de
mondgenos (copias de Z).

Ejemplo Sea
G=Z/HWZDZ/dZ ®Z/d3Z dqy = 17364375 do =4725 ds =9

Ahora
dy = 17364375 = 35473 dy = 4725 = 33527 dy =9 = 32

Luego

Z/d\Z = 7)3 Z0Z/5* Z0Z)TPL  Z)do7 = 7)3PL0Z /5P ZDZ)77  Z)dsZ = 7./3%Z

y
G=Z/3'Z0Z/5* LD ZL)TPLO L)L O L)L ZL)TZ D Z)3Z
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Observacion 11.8 Teniendo en cuenta que
(mn)=1= Z/mZSZ/nZ =17/(mn)Z

la descomposicién del segundo teorema de estructura permite recuperar la del
primero. Por ejemplo, sea

G=Z7Z/320Z)32CZL|TPLOL|TPL O L)L S L)TZ S L3 Z
Entonces, la sucesién de potencias de primos es
3,32,32

7,73, 78
52

Siguiendo un proceso anélogo al del calculo del mem, tomamos

327352 = 77175 3273 =3087 3.7=21 = G = Z/21Z © Z/3087Z & Z/TT1T5Z

Observacion 11.9 Este sencillo hecho nos permite observar que la unicidad de
la descomposicién en el primer teorema de estructura estd intrinsecamente rela-
cionada con la del segundo.

La idea de la unicidad es muy simple. Hemos visto que un grupo abeliano es
G=GroeF

donde G es el subgrupo (finito) de los elementos de orden finito y F es un
subgrupo libre, que serd o Og o infinito. De esta parte infinita poco o mucho? se
puede decir; la dimensién es un invariante y, por tanto, F' es una suma directa
finita de m copias de Z, siendo m fijo.

Vayamos con la parte finita Gp. Se trata de la suma directa de subgrupos ciclicos
de érdenes d;. Descomponiendo su orden en factores primos

M m
pl 7"';prr

las posibilidades para descomponer G en suma directa de subgrupos ciclicos de
ordenes potencia de primo partiran de la contemplacién de la siguiente tabla

U [0 T [ o T [ e | oo
; = —3 =

Py | Py pa | DY U3 | Py papa | v (P2 ope

pr | pl T Ipe [ pm 22 | p pepe | [ oo pr

. . . . Kz i
Construir una tabla, a partir de la anterior, reemplazando cada casilla p; “* - - - p?“

por el grupo Cp’_”l DD Cpms ; seleccionando un grupo de cada fila y columna,

2depende de la visién personal
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escribase la suma directa de grupos ciclicos correspondientes. Tendremos todas las
posibilidades para el segundo teorema de estructura.

Ejemplo Sea G un grupo abeliano de orden 243°73. Entonces,

29725222271 2222 2222
3° 1313 [3%°37[3%3.3]3%.32.3|3%.3.3.3[3.33.33
T

que da lugar a 105 grupos abelianos de orden 243573, Seleccionando, por ejemplo,
las casillas resaltadas 1,4 y 2

Coa ®C33®C3PC3h Crz dCr

Para obtener la descomposicién del primer teorema de estructura, en este ejemplo,
se actia de la siguiente manera: Reagrupamos todos los primos elevados a su
méximo exponente: 24,33,72 lo que da lugar al grupo Coiigs; iterando en la
sucesion de primos restante obtenemos 3,7, es decir, el grupo Cs;. Finalmente,
queda Cjs. Es decir,

Coa ®C33 @ C3®C3® Cr2 @ C7 = Car168 ® C21 @ C3

Antes de seguir conviene que el lector aplique esta técnica a los grupos abelianos
de orden bajo, (< 20 por ejemplo).

Comencemos a sistematizar estas ideas comenzando por los casos mas concretos,
que seran necesarios en el caso general.

El caso mas simple estructuralmente, el de un p-grupo abeliano utiliza el hecho de
que Z/pZ es un cuerpo y podremos construir un espacio vectorial de dimensién
finita al que aplicar los conocidos resultados del dlgebra lineal.

Proposiciéon 11.10 Sea G un p-grupo abeliano tal que,

G=<b1 > - P<b>=<c1 > B<cs >

con
<c;>2Zje;Z 1F#ei|...lej|...]es
FEntonces,
r=s y di=e,i=1...,r
Demostracion:

PP =IGl=dy-dp=ereg = di=p™ e, =pP = > ;=) B
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Ahora las relaciones de divisibilidad dan

ar <. o< Blggﬁs

Probaremos que r = s y que a; = 3;, Vi.
Al efecto, consideremos los subgrupos de G
PG ={ptr|reG} keN

Es claro que p*1G C pFG y la operacién (z+pZ,T) — Zz convierte a p*G/p* TG
en un Z/pZ-espacio vectorial; lo dnico complicado es comprobar que se trata
efectivamente de una operacion; al efecto,

k

(24 pZ,T) = (u+pZ,Y) = p|u— 2,y —z=p" v = yu=2z+p"w

Ahora, sea a,,_1 < k < a,,,. Entonces,
PP G/p" TG = Z/pZ < pFby, ..., pFb, >=Z/pZ < pFb,,, ..., pFb, >

Puesto que

T T r T
doEphhi=0 = Y aphhiep'G = Y aphhi =pM Y uib —
i=m i=m i=m i=m

k k1 ; ko kel
= zip"b; = p"Tlub; = p™ | zip" — p" My =

= p|p°‘i7k|zi—pui:>p|zi:>z_i=O,i=m,...,r

estamos ante una base y

Qo —1 S k< oy, = dlmz/pz(ka/pk+lG) =r—m-+1

Anélogamente,

Bn-1 <k < Bp = dimz/pz(ka/pkHG) =s—-n+1

Es decir,
#{i | k < i} = dimg, 7(0"G/p"'G) = #{j | k < B;}

Tomando k = 0, se tiene r = s. Por ejemplo, con p = 5, concrete el lector la
imposibilidad de
Cs2 @ Cs2 = Csa

Si existiera un indice j con §8; < «j, tomando k = (3; se obtendria una con-
tradiccién. Por ejemplo, con p = 5 y k = 2, concrete el lector la imposibilidad
de

C53 D C53 =Cs @ C54
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Avancemos un paso més y consideremos el caso finito G = Gr.

La técnica de la demostracién es simple. Veremos que

GgCQQBCQ@CGgCQ@ClQ:>eXp(G):6,12

lo que es imposible; por tanto, concluiremos que el ultimo factor invariante debe
coincidir.

G2C0C®Cra=Cr128Cra = SyL(G) = CadCoaCy =Cyi b Cy

que contradice el resultado anterior, para un 2-grupo; por tanto, concluiremos que
el nimero de sumandos debe coincidir.

G§CGEBCGEB036%JCQgC:[8@C36:>S}713(G)%JC3@C3@09§09@09

que contradice también el resultado anterior, para un 3-grupo; por tanto, con-
cluiremos que cada factor invariante debe coincidir.

Proposicion 11.11 Sea G un grupo abeliano finito tal que,

G=<b1 > --®<b.>=<c1>® - B<csg >

con
<bi>gZ/diZ 17éd1||dz||dr
<c;>2Z/e;Z 1#ei|...|ej|...]es
FEntonces,
r=s 'y di=e,i=1...,r

Demostracién: En primer lugar, d, = mem(o(z) | x € G) = es.

Sean pues p1,...,p, los primos divisores de d,. y pongamos

il Bj1 Bin

di =pi™--ppit ej =py Dy

Cada sumando ciclico es suma directa de sus subgrupos de Sylow

<b; >=<bj1 >D---D < by, > < >=<c¢1>B D <Cjp >

Si r > s, sea pi un divisor primo de d;. Entonces,

<bip>®- - B<bp> vy <cik>D D < cg >
son pg- Sylows de G. Puesto que G es abeliano, sélo hay un pg-Sylow, y

<bp>D - D<byp >=<cCi1p >D--D < cg >
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La descomposicién de la izquierda tiene r sumandos y la de la derecha, a lo sumo,
s, lo que contradice el resultado anterior; por tanto r < s y por simetria r = s.

Una vez mas, el teorema anterior aplicado a cada pg-Sylow, k =1,...,n, da
<b1k >P---D <brk >=<Cip > DD < Cpgp >

U
Bik

Pt =pti=1,...,rnk=1,....n=e=d;,i=1,...,r

Ya podemos pasar a enunciar y probar la unicidad de la descomposicion del primer
teorema de estructura.

Teorema 11.12 Sea un grupo abeliano tal que

G=<b; > - P<b,>=<c1>D---D<cy, >

con
<e¢;>2Zje;Z 1#ei|...|lej|...]en
FEntonces,
m=n 'y di=e,i=1...,m

Demostracién: Sean d,. # 0 = d,1,e5 # 0 = es41 entonces,
<by1 > B <by, >EG/Gr =< cs41 >D D < ¢y >

son grupos abelianos libres isomorfos de dimensiones m — r y n — s. Por tanto,
m—7Tr=n-—S.
Ahora,

<b1>® - P<b.>=Gr=<c1>D - D<cs >

Y basta aplicar el resultado anterior para obtener r = s, d; = e;. Finalmente,
m =n.

Ejemplo Describir todos los grupos abelianos de orden 2250. Descomponiendo
en factores primos 2250 = 2.32.52, construimos las tablas

2 Cs
321 33 Cy Cs & Cs
531525555 Cio5 | Cos ®Cs | Cs ® Cs5 @ Cs

Seleccionando un grupo ciclico de cada fila y columna, y reagrupando primos se
obtienen los 6 grupos



Teoremas de estructura

Co @ Cg & Cr25 = Caa50
Co®C3 0 C3® Cras = Crs0 © Cs
Co @ Co @ Cos @ C5 = Cys0 © Cs
Co® O30 058 O @ C5 = Chs0 D Crs
CodCogBCs®CsdCs5=Cq®C58Cs
Co0C30C3DC50Cs5®Cs=C3 D C15DCs

EJERCICIO

1. Describir todos los grupos abelianos de orden 360.

2. Sea G =< b > un grupo ciclico de orden d = szl p;"*. Encontrar (by, ...

tales que

G:@<bi> 0<bi):p;ni
=1
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