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4 Accién de un grupo sobre un conjunto

Aunque esta leccién tiene entidad en si misma con un contenido claramente
geométrico, su inclusion en este curso es claramente instrumental a fin de exponer
una de las actuales versiones de la teoria de Sylow.

Dado un conjunto C' denotamos mediante B(C') al grupo! de las biyecciones de C
en si.

Si C es finito, digamos C' = {cy, ..., ¢, }, nétese que se trata de un grupo isomorfo
a S,, mediante la identificacién

B(C) — S,
B — (1) donde Ble)=(c;)
Definicién 4.1 Una accion de un grupo G sobre un conjunto C' es un homomor-

fismo

v:G — B(C)

A continuacién expondremos una serie de ejemplos, siendo el primero obvio y el
segundo el que da origen al concepto.

Ejemplos

1. Obviamente, cada subgrupo G de S,, actia sobre {1,2,...,n}, tomando ¢
la inclusion.

2. El grupo de las simetrias de un poligono regular de n lados actia sobre los
vértices de dicho poligono.

3. Cada grupo G actia sobre s{ mismo por traslacién a izquierda

G —  B(G)
g — @G — G
r — gz

4. Cada grupo G acttia sobre si mismo por traslacién a derecha

e:G —  B(G)
g — oG — G

r — a:g_1

5. Si N es un subgrupo normal de G, éste actiia sobre N por conjugacién

»:G  — B(N)
g — el@:N — N
xr — gang_1

6. Si H <Gy ¢ esuna accién de G, ¢|g es una accién de H.

Lcon la composicién de aplicaciones
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7. Si H < @G, y representamos por G/H el conjunto de clases a izquierda de H
en G,
v:G  — B(G/H)
g — vlg):G/H — G/H
xH — gxH

es una accién de G que se dice representacién por permutaciones de G en las
clases laterales de H.

8. Si H C G, G actia sobre el conjunto S = {J C G| |J| = |H|}mediante

©:G  —  B(Y)
g — ¢lg:s — S

9. El espacio vectorial V asociado a un espacio afin E actia sobre F mediante

eV — B(E)
v —  pl)rE — E
P — P++uw

Los axiomas de espacio afin garantizan que ¢(v) es una biyeccién y que @ es
un homomorfismo.

De hecho, el ejemplo anterior es general

Proposicion 4.2 G actia sobre C si y sdlo si existe
(¥x):GxC — G
(9.¢) — g=xc

tal que
lgxc=¢,VeceC

(9192) xc= g1 * (g2 x c) Ve € C

Demostracién: Se propone como ejercicio.

Notacién 4.3 Debido al resultado anterior, cuando no hay lugar a confusién, la
accion p(g)(e) se abrevia mediante ge.

Definicién 4.4 Se dice nicleo de una accion al del homomorfismo correspondi-
ente. Una accion se dice fieP si su micleo es 1g.

Ejemplos Las acciones 1,2, 3 y 4 son fieles. El nicleo de la acciéon 5, para N = G
es el centro Z(G) del grupo, y el de la accién 7 es [, ¢ xHz™!, subgrupo que
recibe el nombre de core de H.

Las acciones anteriores dardan lugar a demostraciones sencillas de importantes
resultados en teoria de grupos.

2para algunos autores efectiva,
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Proposicién 4.5 (Cayley) Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un sub-
grupo de S,.

Demostracién: Considérese la accién fiel por traslacién, y la observacién previa
a la definicién 4.1.

Otra accién importante es la accién por conjugacién sobre los subconjuntos de un
cierto tamano de G. En esta accion el concepto de relieve parte de la consideracion
de

No(H)={9e G |gHg ™" = H}

En general se tiene la siguiente

Proposicion 4.6 Dada una accion ¢ de G sobre C' y un elemento fijo ¢ € C' el
conjunto

{9€Gle(g)(c) =c}

es un subgrupo de G que se dice estabilizador de ¢ en G, y se escribe G...
Demostracion: Se propone como ejercicio.

Ejemplos

1. Dado x € G el estabilizador en la accién por conjugacién es

{9€Glgrg™ =a}
Se dice centralizador de = en G y se escribe Cg(z).

2. Dado un subconjunto H de G el estabiloizador de la accién por conjugacién
sobre los subconjujtos de tamafio |H| es

{9eGlgHy™" = H}
Se dice normalizador de H en G y se escribe Ng(H).

Observacién 4.7 La accién del ejemplo 5, para N = G, es caso particular de la
8, asi como el ejemplo 1 es caso particular del 2; se detallan separadamente porque
ambos subgrupos Ng(H) y Ci(x) juegan un papel destacado en teorfa de grupos
finitos.

Del primer caso vamos a obtener ya un resultado notable: el centro de un grupo
G de orden potencia de primo es distinto del 1¢.

Debemos introducir el concepto de drbita; se trata de un concepto, en cierta
manera ligado al de estabilizador. Fijémonos en la accién por conjugacién sobre
los subconjuntos de tamano fijo. Una pregunta clave en teoria de grupos es: dados
|H| = |J|, jexiste g € G tal que J = gHg~'?

Desde el punto de vista de la accién por conjugacion, se trata de averiguar si H
y J son puntos movidos (el uno al otro) por (la accién d)el grupo G. Se llega de
manera natural a la siguiente

Definicién 4.8 Dada una accion de G sobre C' dos puntos c,d € C se dicen
equivalentes si existe g in G tal que gc = d.
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Proposicion 4.9 La relacion anterior es de equivalencia en C'.
Demostracion: Se propone como ejercicio.

Definicién 4.10 Dada una accion de G sobre C , se dice orbita de G en C a
cada una de las clases de equivalencia en la relacion anterior.

Nétese que, para cada ¢ € C' la drbita que contiene a c es

{9c g€ G}

Se escribe Ge. La érbita de un elemento x € G en la accién por conjugaciéon es
decir, el conjunto de elementos conjugados a uno dado, se dice clase de conjugacién
de x.

Definicién 4.11 Un grupo G se dice transitivo® si existe una tinica érbita.

Ejemplos Las acciones de los ejemplos 2,3,4,7,y 9 son transitivas.

Observacion 4.12 La bisqueda de subgrupos de un determinado orden puede
realizarse de la siguiente manera: Se localiza uno de ellos y se describen todos sus
conjugados. Habremos terminado la busqueda si la accion de G por conjugacién
es transitiva.

La relacion entre los conceptos de 6rbita y estabilizador es

Proposicién 4.13 [G: G.] = |G¢|.
Demostracion: Estableceremos una biyeccién entre la érbtita Ge de ¢y las clases
a izquierda de G, en G:

Ge — G/Gc
ge  —  gGe
Se trata de una aplicacién inyectiva, pues,
gec=1xc <= v lgc=c <= 2z lge G, <= ¢G.=2G,
Siendo obvio que es sobre, se tiene una biyeccién.

Corolario 4.14 (Ecuacién de las clases)

Gl = 1Z(G)] + 3IG = Calw)
zes

donde S es un sistema de representantes de las clases de conjugacion con mds de
un elemento.

Demostracién: Considerando la accién por conjugacion, la suma de los tamafnios
de las drbitas es |G|. Ahora bien, G, = Cg(z) y el tamano de la érbita de z es
[G : Cg(x)]. Basta notar que la érbita de y tiene sélo un elemento si y sélo si
gyg~t =y, Vg € G, siysélosiye Z(G).

Corolario 4.15 El centro de un grupo finito G de orden potencia de primo es
distinto del 1¢.
Demostracién: Sea n = |Z(G)|. Entonces, la ecuacién de las clases da

pr=nt+y ™

Por tanto, p | ny n > 1.

3deberia decirse que actia transitivamente



Accién de un grupo 19

EJERCICIOS

1.

10.

11.

Compruébese que las acciones de los ejemplos 3,4,7 y 8 son efectivamente
homomorfismos de grupos.

. Demuéstrense los resultados 4.2, 4.6 y 4.9

Dados dos subconjuntos A, B de un grupo G definimos
AB={ab|a€ A be B}
Se pide:
(a)
|All B
|AN B|

(b) Probar que AB es subgrupo de G siy sélo si AB = BA.
(¢) Si A o B son normales en G, AB es subgrupo de G

|AB| =

. Decimos que G es producto directo de sus subgrupos A y B si Ay B son

normales en G, G = ABy AN B = 1g. Probar

(a) El grupo ciclico de orden 6 es producto directo de los ciclicos de orden
2 y 3 (que contiene).

(b) S3 no es producto directo de Az por < (1,2) >.

. Probar que si G/Z(G) es ciclico G es abeliano.

Sea p un ndmero primo y G un grupo abeliano de orden p?. Probar que G
es ciclico o producto directo de dos subgrupos ciclicos de orden p.

. Sea p un nimero primo; probar que todo grupo de orden p? es abeliano.

Probar asimismo que hay salvo isomorfismos 2 grupos de orden p2.

Sea H un subgrupo de G de indice n. Probar que [G : core H] es divisor de
nl.

Sea p el primo méds pequenio entre los divisores de |G|, probar que todo
subgrupo de indice p es normal.

La accién de un grupo G sobre el conjunto A se dice regular si G, = 1, Va €
A. Pruébese que si G es abeliano y transitivo es regular.

Pruébese que G¢ = G, Va € AVo € G.



