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9 Grupos abelianos libres

En Algebra Lineal es clasica la estructura de espacio vectorial V' sobre un cuerpo
K. Esta seccion trata de estudiar el caso analogo de un grupo abeliano sobre Z.

La notacién en grupos abelianos suele ser aditiva. Asi, la operacién se suele designar
mediane +, el neutro mediante 0, el simétrico de x se denomina opuesto de = y se
escribe —z; asimismo, dado z € Z,x € G,

r+---+x,812>0

zx = 0,siz=0
—zx, si z <0,

Finalmente, en lugar de coproducto diremos suma directa y en vez de G x H
escribiremos G @ H. Andlogamente, [],.; G; se escribird ®;c;G;. En principio,
el producto directo arbitrario de grupos abelianos, como aplicaciones de soporte
arbitrario, no serd objeto de nuestro estudio; de hecho probaremos que todo grupo
abeliano libre es isomorfo a un coproducto, es decir suma directa, de copias de Z.

Definicién 9.1 Una parte finita X de un grupo abeliano se dice libre si es vacia
0 St
2121+ + 2, =0= 2z;,=0

En caso contrario se dice ligada.
Ejemplos Los elementos no nulos de Z son libres; en cambio, los elementos de
un grupo abeliano finito son ligados, pues si su orden es n, nxz = 0.

Cualquier parte de Z con méas de un elemento {n,m,...} es ligada. En efecto,
nm+ (—m)n+0...=0

Definicién 9.2 Una parte X de un grupo abeliano se dice libre si lo es cualquier
parte finita de X. En caso contrario, se dice ligada.

Ejemplo En el grupo abeliano de los polinomios con coeficientes enteros, el
subconjunto
{1,2,2%...,2", ..}

es libre.

Observacion 9.3 Pueden trasladarse algunas propiedades conocidas de la teoria
de espacios vectoriales, pero no todas. ..

e Una parte que contenga el 0 es ligada.
e Toda familia con vectores repetidos es ligada.

e No todo elemento no nulo es libre. Elementos en estas condiciones se deno-
minan de torsidn. Por ejemplo en el grupo abeliano Q/Z todo elemento es
de torsion.
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e No todo subgrupo S de un grupo abeliano poosee un 7" tal que G =S ® T.
C4 posee un subgrupo Cs

Definicién 9.4 Se dice base en un grupo abeliano a una parte libre que sea sistema
generador.

Ejemplos

e 1 es base de Z.
e (1,0,...,0),(0,...,0,1) es base de Z". Se dice base canénica.

Definicién 9.5 Un grupo abeliano F se dice libre si posee una base.

Ejemplos y contraejemplos

1. Cualquier suma directa de copias de Z: Z,Z°,...,Z",... es un grupo
abeliano libre de base la candnica.

2. El grupo de polinomios con coeficientes enteros Z[z] es libre.
3. Ningtn grupo abeliano finito puede ser libre, pues carece de partes libres.

4. Q tampoco puede ser un grupo abeliano libre!, pues dos o mas nimeros
racionales forman una familia ligada y un unico racional no puede generar

Q.
Caractericemos todos los grupos abelianos libres.

Teorema 9.6 Son equivalentes

i) F es libre.

i) F es suma directa interna de subgrupos mondgenos infinitos.

iii) F es isomorfo a una suma directa de (copias) de Z.
)

iv) FExiste un conjunto X y una aplicacion v: X — F tal que para cada grupo
abeliano G y aplicacion f: X — G existe un inico homomorfismo de grupos

p:F — G tal que por=f

Demostraciéon: Antes de nada digamos que el item iv), donde es clave la
propiedad universal de la suma directa, serd de utilidad a la hora de describir
los grupos abelianos libres, salvo isomorfismo, por su rango. Asimismo, el item ii)
permite considerar cada grupo abeliano como cociente de un grupo abeliano libre.

i) = ii): Sea X una base de F' y para cada z € X sea F, el subgrupo de F'
generado por z; entonces, al ser x libre su orden es infinito. Ahora F' =< X > da
F =< Ugex F, >. Por otro lado,

ZEFTQ<Uy#TFy> :>Z:nx:nller"'Jrnrergez:O

ii) = iii): Por la proposicién 8.23, F' es isomorfo a @ cx < z >y éste a DpexZ,
pues cada < x > es mondgeno infinito luego una copia de Z.

Launque es libre de torsién
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@
ili) = 1): Sea @rexZ = F y para cada x € X, sea o, la inyeccién candnica de Z
en la suma directa y f; = (poay)(1). Veamos que {f, | # € X} es una base de F.

{fz | x € X} eslibre

2far +ot 2 fe, =0F = 21(poag ) (1) + -+ 2 (poag,)(1) =0F
Puesto que ¢ es monomorfismo
sy () -4 20, (1) = 0z = (5100, (1) 4+ 2005, (1)) = 0
Puesto que (ver proposicién 8.17) z a,(1)(y) = 4,4 2, se tiene 2z, = 0VE.

{fz | * € X} es sistema generador

Al ser ¢ un epimorfismo es suficiente probar que {ay(1) | * € X} es sistema
generador de la suma directa. Dado un g en dicha suma directa, si J es su soporte,
sabemos (proposicién 8.18 con notacién aditiva) que g = >, ; a;(g(j)) y como
9(j)€Z

9=">_a;(g(h)1) = g(i)e;(1)

JjeJ jeJ

ili) = iv): Sea @rexZ 2 FyuX — F dada por t(z) = Ao a,(1), donde a, la
inyeccién canénica de Z en la suma directa. Dada f: X — G, sea (8y:Zy — G)
dada por (.(z) = zf(z); es claro que se trata de una familia de homomorfismos.
Por la propiedad universal, existe un unico homomorfismo ¢: ®,cxZ — G tal
que ¢ o, = 3,. Ahora ¢ = ¢ o A~! es un homomorfismo de F en G y

poula)=¢oA oua) = po A oXoas(l) = doay(l) = B(1) = f(x)Va € X

Por tanto, p ot = f.

Supongamos que ¥: F' — G satisface ¥ o« = f. Entonces,
boXoa,(1) = oue) = fa) = B(1) = Yoroa, = f,
Por tanto, la unicidad de la propiedad universal da ¥ o A = ¢; es decir,
Y=dorl=p

iv) = iii): Veremos que F es una suma directa de (Z, | = € X). Al efecto,
definimos o,: Z, — F mediante a,(1) = «(x). Sea (83:Z, — G) una familia
de homomorfismos. Definimos f: X — G mediante f(x) = (,(1). Entonces, la
hipétesis iv) da un dnico p: F — G tal que f = ¢ o ¢. Por tanto,

(poaz)(1) = pour) = f(z) = Ba(1)

En definitiva, ¢ o a, = (.
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Finalmente, si existe otro ¢ tal que ¢ o o, = (3, se tiene

¢o L(l’) =¢o am(l) = ﬁz(l) = f(:L')

Luego la unicidad en iv) da ¢ = ¢. Hemos terminado.

Observaciéon 9.7 Una vez descrita la caracterizacién de grupos abelianos libres
la pregunta que se plantea es obvia jcada dos bases poseen la misma cantidad de
elementos? La respuesta es afirmativaZ.

Teorema 9.8 Sean X e Y dos bases de F. Entonces |X| = |Y|. Se dice rango®
de F.

Demostracion: La técnica de la demostracién serd la siguiente. Supondremos
X finito y probaremos que Y debe ser asimismo finito y que |X| = [Y|. A
continuacion supondremos que todas las bases de F' son no finitas y estableceremos
una aplicacién inyectiva de X en Y.

X ={z1,...,z,}:

Entonces,
F=<z:>® &<z, >
Sea
2F={2z|z€F}=<211> @ - & <2z, >
Asi,

FRRF 2@} | <x; >/ <2x; >0} Z/2Z

Por tanto, |F//2F| = 2™. En conclusién cualquier base finita debe poseer n elemen-
tos.

Si Y fuera una base infinita, escribiendo x; como c.l. de los elementos de Y
encontrariamos una parte finita Y, de Y, por tanto libre, que es sistema generador
de F. Ahora, 3y € Y\ Y, y la parte {y} UY, C Y es ligada.

X arbitrario: Veremos que | X| = |F|, lo que indudablemente conlleva una buena
racién de teorfa de cardinales, que no es objeto de etse curso. Puesto que! | X| <
|F|, serd suficiente ver la otra desigualdad. Sea S la unién numerable de los
productos cartesianos finitos de X:

S=XuUX?UXx3*u---UX"U
Dado s € S existe n € N tal que s = (x1,...,x,) € X™; consideremos el subgrupo
Gs =< x1,...,xy > de F generado por estos n elementos. Entonces, F' = Ugc G

Eliminando elementos repetidos, G es isomorfo a una suma directa finita de copias
de Z, por lo que |Gs| = |Z]. Basta ver que |S| = |X| y |F| < |S||Z| = |S|, pero
éstos y otros detalles® es lo que se sale del alcance de este curso.

2gracias a la conmutatividad de los niimeros enteros

30 dimensién

4]a inclusién de X en F es inyectiva

Scomo |X| < |Y],|Y]| < |X| = |X| = |Y| (teorema de Schroeder-Bernstein)
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Como en el caso de espacios vectoriales, el rango describe los grupos abelianos
libres salvo isomorfismos.

Proposicion 9.9 Dos grupos abelianos libres son isomorfos si y sélo si poseen el
mismo rango.

Demostracion: El directo es consecuencia de que un isomorfismo transforma
una base en una base.

Para el reciproco supongamos que F'y G poseen el mismo rango; sea pues 7y una
biyeccién entre X e Y bases respectivas de F'y G. Entonces, existen homomorfis-
mos unicos @: ' — Gy ¢:G — F tales que

PYolLx =Ly O

poty =ixoy !

(pop)ox =1tx (pop)oly =1y

Puesto que

idrpoitx =tx tdgotly =ty

la unicidad de la propiedad universal da:

pop=idy pog¢=lg

y se trata de isomorfismos entre F' y G (uno inverso del otro).

Finalizamos asociando a cada grupo abeliano uno libre que se proyecta sobre él

Proposicion 9.10 Todo grupo abeliano G es cociente de un grupo abeliano libre
de rango el tamano de un conjunto de generadores de G.

Demostracion: Sea X un sistema generador de G y F = @,cxZ. Entonces, F
es libre (véase la demostracién del apartado iii) = 1) en 9.6) de rango |X|y
existe p: FF — G tal que @ o es la inclusién de X en G. Asi, X C o(F) y ¢ es
epimorfismo.
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EJERCICIOS

1.

10.

Probar que los coeficintes de un elemento como c.l. de una base son tinicos;
se diecn coordenadas.

. Encontrar elementos libres en Z que no son base de Z.

Encontrar elementos libres en Z no prolongables a una base de Z.
Probar que si m > 1, mZ es un subgrupo propio de Z del mismo rango.
Encontrar sistemas generadores en Z que no contienen ninguna base de Z.

Sea f un homomorfismo del grupo abeliano libre G en el grupo abeliano H.
Probar que son equivalentes:

f es mono

Toda familia libre se transforma en una familia libre

(a)
(b)
(¢) Toda base se transforma en una base
(d)
(e) ker f = 0¢

Existe una base que se transforma en una familia libre.

Sea f un homomorfismo del grupo abeliano libre G en el grupo abeliano H.
Probar que son equivalentes:

(a) fesiso
(b) Toda base se transforma en una base

(c¢) Existe una base que se transforma en una base

Probar que los racionales no tienen un sistema generador finito.
Probar que el grupo aditivo Z[x] es isomorfo al multiplicativo (Q*)*. Deducir
que el conjunto de primos es una base de (Q1)*.

Pruébese que todo grupo abeliano libre es libre de torsién®

6

sus elementos no nulos son libres



