El paquete PSALMO

LEAME

1 Introduccion

A continuacién se describe una serie de programas escritos en MAPLEV, Re-
lease 5 -y que funcionan correcatamente sobre Maple 7 y Maple 9.5- para eje-
cutar los diferentes algoritmos descritos en el libro

Procedimientos simbdlicos en ALGEBRA LINEAL

Los nombres que el programa asigna a los procedimientos principales son los
del texto mencionado, para facilidad del usuario®, salvo el caso de los procedi-
mientos . SUB_r e . SUB_r_P_Q que se han implementado bajo el nombre, més
genérico y descriptivo, EQUIVALENTE.

1.1 Cargando el programa

Para poder utilizar este paquete, debe ser "cargado” desde el prompt de
MAPLEYV. Al efecto, una vez "bajado” de la red a su ordenador local, instédlelo
en el lugar adecuado y ejecute en la sesién de MAPLE el comando de lectura:

> read(“< pathname >”);

Una vez pulsada la tecla intro, el sistema MAPLE lee y aprende el programa,
imprimiendo en pantalla los nombres de los principales procedimientos que
contiene el archivo. Como es usual en MAPLE, si el terminador del comando
read es “:” los nombres de los procedimientos no aparecen.

El usuario que lo desee puede visualizar, dentro de la sesién de MAPLE, las
diferentes sentencias de un procedimiento mediante el comando

> eval(< nombre del procedimiento >);

T Acepte el lector mis disculpas por tan poco elegante, pero comiin, anglicismo
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2 Equivalencia de matrices

La primera parte del programa esta destinada a trabajar con el concepto de ma-
trices equivalentes. Cubre los tépicos del capitulo I del citado libro. La préctica
totalidad de estos procedimientos esta en el paquete “linalg” de MAPLE, pero
en caracteristica cero. La versién de este archivo los hace vélidos en carac-
teristica arbitraria. Mas adn, con fines de tipo docente, existe la posibilidad
de ejecucién interactiva de cada procedimiento lo que permite un mejor apren-
dizaje y comprensién del algoritmo implementado.

2.1 Principales procedimientos

ESCALONA _POR_FILAS Escalona por filas una matriz

Diferentes maneras de utilizacion:

e ESCALONA_POR_FILAS(A)

e ESCALONA_POR_FILAS(A,P)

e ESCALONA_POR_FILAS(A,P,p)
e ESCALONA_POR_FILAS(A inter)

Argumentos:

e A - una matriz.
e (opcional) P - un simbolo (preferiblemente no “ligado”).
e (opcional) p - un nimero primo.

e (opcional) inter - exactamente la expresion inter.

Observacién importante: Puede ser muy recomendable ”entrecomillar” la ex-
presién inter, mediante la insercion de apostrofes.

Descripcién del procedimiento:

La funciéon ESCALONA _POR_FILAS implementa el procedimiento de la
pagina 16 del libro, calculando una matriz escalonada por filas mediante op-
eraciones elementales en las filas de la matriz entrada A.
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Si se incluye el pardmetro opcional P, alojard en dicha variable una matriz P
regular tal que PA es escalonada por filas. Para obtener la matriz P, desde el
prompt de Maple solicitese op(P), o eval(P).

Si se incluye el pardmetro opcional p, los calculos se realizaran médulo el primo
elegido.

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Por razones de eficiencia ESCALONA_POR_FILAS(A) llama directamente a
la primitiva “gausselim” de MAPLE.

Ejemplos:

> A:=matrix(3,4,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]);

3 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12
> ESCALONA _POR_FILAS(A);
32 3 4
04 2 0
0 0 2/3 4/3

> ESCALONA_POR_FILAS(A,P): # Omitimos el resultado

> op(P);
1 0 0
~5/3 1 0
-1/2 -3/2 1

> ESCALONA_POR_FILAS(A,P,3);

2 01 2
0 2 01
00 2 1

> op(P);
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010
100
1 0 1
> ESCALONA_POR_FILAS(A,inter): # El programa comenzard a ejecutar

una sesién interactiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones
relativas al trabajo solicitado de escalonar por filas la matriz.

RANGO Calcula el rango de una matriz

Diferentes maneras de utilizacién:

e RANGO(A)
e RANGO(A, primo)

indeterminada)

(
(
o RANGO(
o RANGO(

(

A,
A,
A indeterminada, primo)
A,

e RANGO

inter)
Argumentos:

e A - una matriz.
e (opcional) primo - un nimero primo.

e (opcional) indeterminada - un simbolo (jno ligado!) diferente de la ex-
presién inter.

e (opcional) inter - exactamente la expresién inter.

Descripcién:

La funcién RANGO implementa el procedimiento de la pagina 17 del libro,
calculando el rango de la matriz entrada A = (a;;) sobre el cuerpo K(a;;)
donde K es, por defecto, el cuerpo de los niimeros racionales.
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Si se incluye el pardmetro opcional primo, como p, K = Z,,.

Si se incluye el pardmetro opcional indeterminada, como ¢, los términos de la
matriz A deben ser polinomios en dicha indeterminada con coeficientes en Q
6 Z,. En este caso, el agoritmo implementado no es el célculo del rango en el
cuerpo K(t), sino que trata de resolver la clasica perversién® docente

Calcular el rango de la siguiente matriz en funcion de los valores
del parametro t

El resultado de la funcién, en este caso, es una lista del tipo
([t # (t1,...tm),rang =7, [t = t1,rang =7r1],..., [t = tm,rang = ry,]

donde t; son los valores de los pardametros en los que puede decrecer el rango,
y r; el rango de la matriz que resulta de sustituir el parametro ¢ por ¢; en la
matriz entrada.

El caso de més de un parametro no admite la forma de Hermite, y resulta fuera
de lugar por su complejidad intrinseca.

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:

> A:=matrix(3,4,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]):
> RANGO(A);

> RANGO(A,2);
1

> RANGO(A,inter): # El programa comenzard a ejecutar una sesiéon interac-
tiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas al calculo del
rango de esta matriz.

> A:=matrix(3,4,[1,t,1,1,t,1,1,t,1,1,t,t%]);
1t 1 1
A=t 1 1 ¢
11 t ¢

2El estudiante ha aprendido rango sobre un cuerpo, y el algoritmo implementable es la
conocida forma de Hermite para matrices polinémicas (es decir, sobre un anillo).
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> RANGO(A t);

[[t # (1,—2),rang = 3|, [t = 1,rang = 1], [t = —2,rang = 3|

Notese que el resultado es sobreabundante, ya que el caso t = —2 queda
incluido en el general; pudiera, en consecuencia, intentar mejorarse el algoritmo,
con técnicas de maximo comun divisor, a fin de conseguir un resultado més
compacto del tipo

[t # 1,rang = 3|, [t = 1,rang = 1]]

Sin embargo, el autor duda de que se gane en eficiencia, sobre todo teniendo
en cuenta sus fines de caracter docente.

> RANGO(A,t,3);

[[t # 1,rang = 3|, [t = 1,rang = 1]]

ESCALONA_POR_COLUMNAS Escalona por columnas una matriz

Diferentes maneras de utilizacion:

e ESCALONA POR_COLUMNAS(A)

e ESCALONA_POR_.COLUMNAS(A,Q)

e ESCALONA_POR_.COLUMNAS(A,Q.p)
e ESCALONA_POR_COLUMNAS(Ainter)

Argumentos:

e A - una matriz.
e (opcional) Q - un simbolo (preferiblemente no “ligado”).

e (opcional) p - un ndmero primo.
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e (opcional) inter - exactamente la expresién inter

Descripcién:

La funcién ESCALONA _POR_COLUMNAS implementa el procedimiento
de la péagina 17 del libro, calculando una matriz escalonada por columnas
mediante operaciones elementales en las columnas de la matriz entrada A.

Si se incluye el parametro opcional Q, alojard en dicha variable una matriz
Q regular tal que AQ es escalonada por columnas. Para obtener la matriz Q,
desde el prompt de Maple solicitese op(Q).

Si se incluye el pardmetro opcional p, los cdlculos se realizaran médulo el primo
elegido.

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:
> A:=matrix(3,4,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]):

> ESCALONA_POR_COLUMNAS(A);

30 0 0
5 2 0 0
9 2 4/3 0
> ESCALONA_POR_COLUMNAS(A,Q):
> op(Q);
1 —-2/3 —1/2 0
0 1 -3/4 1
0 0 1 —2
0 0 0 1

> ESCALONA_POR_COLUMNAS(A,Q,3);

)

= O N
O N O

0
0
2

o O O

> op(Q);
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01 10
1 0 0 1
0 011
0 0 01

> ESCALONA POR_COLUMNAS(A,inter): # El programa comenzard a eje-
cutar una sesion interactiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones
relativas al trabajo solicitado de escalonar por columnas la matriz.

El procedimiento admite matrices simbdlicas trabajando en el cuerpo de fun-
ciones racionales adecuado:

> B:=matrix(3,4,[3,2%a-b,3,4,5,6,7*a+5%b,8,9,10,11,12]);

3 2a-b 3 4
B:=]5 6 Ta+5b 8
9 10 11 12

> G:=ESCALONA_POR_COLUMNAS(B,Q,2);

1 0 0 0

G = 1 0 0 0

1 b 14a+b 0

> op(Q);

1 0 a+b 0

01 (1+a+b)/b 0

0 0 1 0

0 0 0 1

Pueden comprobarse los resultados:

> H:=evalm(B&*Q-G):

Notaré el usuario que, a simple vista, H no es la matriz cero; sin embargo,
utilizando el procedimiento del archivo base para trabajar en Zs,

> J:=modulariza(H,2): # Procedimiento que calcula en una matriz médulo 2

> iszero(J);

true
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EQUIVALENTE Calcula la matriz [I,,0]

Diferentes maneras de utilizacion:

EQUIVALENTE(A)

EQUIVALENTE(A p)

(

(
EQUIVALENTE(A,P,Q)
EQUIVALENTE(A,P,Q,p)

(

EQUIVALENTE(A inter)

Argumentos:

e A - una matriz.
e (opcional) P,Q - dos simbolos (preferiblemente no “ligados”).
e (opcional) p - un ndmero primo.

e (opcional) inter - exactamente la expresion inter.

Descripcién:

La funcién EQUIVALENTE implementa los procedimientos de las paginas
19 y 24 del libro, calculando la matriz [I,.,0], donde r es el rango de la matriz
entrada A, mediante operaciones elementales en las filas y columnas de A.

Si A = (a;;), EQUIVALENTE(A) efectia los célculos en Q(a;;) mientras que
el comando EQUIVALENTE(A,p) trabaja en Z,(a;;).

Si se incluyen los pardametros opcionales P,Q, el procedimiento alojara en dichas
variables matrices Py @ regulares tales que PAQ = [I,.,0]. Para obtener tales
matrices, desde el prompt de Maple solicitese op(P) y op(Q).

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:
> A:=matrix(3,4,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]):

> EQUIVALENTE(A);
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1 000
01 00
0010
> EQUIVALENTE(A,P,Q):
> op(P);
1/3 0 0
-5/8 3/8 0
1/2 3/2 -1
> op(Q);
1 —2/3 —-1/2 0
0 1 =3/4 1
0 0 1 -2
0 0 0 1
> EQUIVALENTE(A,2);
1 00 0
0000
00 00
> EQUIVALENTE(A,P,Q,2):
> op(P),op(Q);
Lo o 1010
0100
11 0],
Lo 1 0010
00 0 1

> EQUIVALENTE(A inter): # El programa comenzara a ejecutar una sesién
interactiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas al
trabajo solicitado.
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NUCLEO Calcula una base del subespacio nulo de una matriz

Diferentes maneras de utilizacion:

o NUCLEO(A)
o NUCLEO(A,p)
e NUCLEO(A,inter)

Si el usuario prefiere puede utilizar la denominacién de NULIDAD para esta
funcién. Argumentos:

e A - una matriz.

e (opcional) p - un ndmero primo.

e (opcional) inter - exactamente la expresién inter.

Descripcién:

La funcion NUCLEO implementa el procedimiento de la pagina 50 del libro,
calculando para cada matriz entrada A, una matriz N de columnas libres tal
que AN = (0).

Si A = (a;j), NUCLEO(A) efectia los célculos en Q(a;;) mientras que el
comando NUCLEO(A,p) trabaja en Z,(a;;).

Si se incluye el pardametro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:
> A:=matrix(3,5,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,1,2 3]):

> NUCLEO(A);

—30/59 —60/59
23/59  46/59
—64/59 —69/59
1 0

0 1

> NUCLEO(A,2);



12 PROGRAMAS

SO = O
O =R OO
o O O

> NUCLEO(Ainter): # El programa comenzard a ejecutar una sesién inter-
activa ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas al trabajo
solicitado de calcular el ncleo de esta matriz.

GAUSS Resuelve un sistema de ecuaciones

Diferentes maneras de utilizacion:

o GAUSS(A,B)

o GAUSS(A,B.p)

(A,
(
o GAUSS(A,B,t)
o GAUSS(A,B.t,p)
(

o GAUSS(A,B,inter)
Argumentos:

e A y B matrices con el mismo nimero de filas.
e (opcional) p - un nimero primo.
e (opcional) t - un simbolo diferente de la expresién inter.

e (opcional) inter - exactamente la expresion inter.

Descripcién:

La funcion GAUSS implementa el procedimiento de la pégina 58 del libro,
estudiando y resolviendo, en su caso, el sistema de ecuaciones AX = B.

Si A = (as5), B = (bir), GAUSS(A,B) efecttia los célculos en Q(a;j, bix,) mien-
tras que el comando GAUSS(A,B,p) trabaja en Zy(a;;, bix).
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En el caso de sistema incompatible, el resultado de la funcién es
{}

En el caso de solucion tinica, el resultado de la funcién es la matriz S tal que
AS = B.

En el caso de varias soluciones, el programa da un par ordenado de matrices
S, N tales que AS =By AN = (0).

Si se incluye el parametro opcional t, los términos de la matriz A deben
ser polinomios en t con coeficientes en Q 6 Z,. En este caso, el agoritmo
implementado no es la resolucién del sistema en el cuerpo K(t), sino que trata
de resolver la mencionada perversion docente

Discutir y resolver el siguiente sitema en funcién de los valores del
parametro t

El resultado de la funcién, en este caso, es una lista del tipo

([t # (t1,...tm), S|, [t =t1,51],---, [t = tm, S]]

donde ¢; son los valores de los pardmetros en los que puede decrecer el rango,
S;, quizd {}, es la solucién del sistema que resulta de sustituir el pardmetro ¢
por t; en la matriz ampliada, y S es la solucién del sistema para los valores de

t# (ty, . tm).

El caso de més de un parametro no admite la forma de Hermite, y resulta fuera
de lugar por su complejidad intrinseca.

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:

> A:=matrix(2,5,[3,2,3,4,5,6,7,8,9,10]); B:=matrix(2,2,[3,2,3,4]);

3234 5
A'_{678910}

s[2]

> 1:=GAUSS(A,B);
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5/3 2/3 ~5/9 —10/9 -5/3
-1 0 -2/3 -1/3 0
= 0 o0 |,] 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Pueden comprobarse los resultados:
> S:=1[1]:N:=1[2]:

> iszero(evalm(A&*S-B));

true
> iszero(evalm(A&*N));
true
> 1:=GAUSS(A,B,3);
0 0 1 0 0
0 1 0 1 2
I:=10 0,0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 01

El usuario, que desee comprobar los resultados, no debe olvidar que hemos
trabajado en Zg.

> GAUSS(A,B,inter): # El programa comenzara a ejecutar una sesién interac-
tiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas a la resolucién
de este sistema.

El programa admite matrices simbdlicas trabajando en dicho caso en el cuerpo
de funciones algebraicas adecuado:

> A:=matrix(2,5,[3,2+4a,3,4-b,5,6,7,8,9,10]);

A [3 2+a 3 4-b 5
Tl6 7 8 9 10

> B:=matrix(2,2,[34+4a,2-b,3,4]);

| 3+a 2-0
B._{ a2 ]
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> 1:=GAUSS(A,B,3):

> S:=l1[1];
0 0
a(a+2)7t (2+2b)(a+2)"t
S:=| ala+2)7! 2+ (2+2b)(a+2)"!
0 0
0 0
> N:=1[2];
1 0 0
0 2(1+2b)(a+2)""  (a+2)""
N:=10 20420 (a+2)"" 1+(a+2)""
0 1 0
0 0 1

> H:=evalm(A&=*S-B):

> iszero(modulariza(H,3)));
true

> J:=evalm(A&x*N):

> iszero(modulariza(J,3));
true

> A:=matrix([[1, t, 1, 1], [t, 1, 1, t], [1, 1, t, tZ]]);

— k=
— = ok

-~ ==
~

o+ =
—

> B:=matrix(3,1,[1,t,t+1]);

> lista:=GAUSS(A,B,t);
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lista:=
t2—2 __1 5 1
_t2—2t+t ﬂQ (3) 1
[[t #1,-2, (ttijlz)?t ) gtt—21)2 ]7 [t =1, {Hv [t =-2, 0 1 H
t2—2+% ) 2
0 1 -3 0

Podemos manipular los resultados; jqué menos que comprobarlos!
> S:=lista[1][2];

t2—2
t2—24+¢
S
t2 -2+t
(t+1)t
t2 -2+t

> N:=lista[1][3];

=)
t+1
t+2
_(t+1)?

t42

> H:=evalm(A&*S-B): # Sélo queremos saber si es (0)

> iszero(H);
false

Debe procederse a simplificar los términos de la matriz H a fin de que MAPLE
los reconozca como ceros:

> iszero(map(simplify,H));

true
> J:=evalm(A&x*N):
> iszero(J);

false
> iszero(map(simplify,J));

true

> A:= GAUSS(A,B.t,3);
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2 —
A | [
feA1 | “2FeT | g2, |LE=1{)]]
t24+t+1 t+2
0 1

> GAUSS(A,B,inter): # El programa comenzard a ejecutar una sesién interac-
tiva ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas a la resolucién
de este sistema.

LU Da la factorizaciéon LU de una matriz
Diferentes maneras de utilizacion:

° LU(A)

e LU(A,p)

e LU(A,inter)

Argumentos:

e A - una matriz.
e (opcional) p - un ndmero primo.

e (opcional) inter - exactamente la expresion inter.

Descripcién:
La funcién LU da la factorizacién LU de una matriz. Es decir, matrices

e P permutacién
e [ cuadrada, triangular inferior con l; = 1, Vi
e U triangular superior, del mismo rango que A

tales que PA = LU.

Si A = (ai;), LU(A) efectia los célculos en Q(a;;) mientras que el comando
LU(A,p) trabaja en Z,(a;;).
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Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:

> A:=matrix(3,4,(0,2,3,4,5,6,7,8,9,10,1,2]):

0 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 1 2
> LU(A);
0 1 0 1 0 0 5 6 7 8
P=|100|,L:=| 0 1 ol u==l02 3 4
00 1 9/5 —2/5 1 0 0 —-52/5 —54/5
> LU(A,5);
0 0 1 1 0 0 4 0 1 2
P=]1010)|,L:={010|,U:=101 2 3
1 00 0 2 1 00 4 3
> H:=evalm(P&+A-L&+U):
> J:=modulariza(H,5):
> iszero(J);
true

> LU(A,inter): # El programa comenzard a ejecutar una sesién interactiva
ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas a la factorizacién
LU de esta matriz.
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2.2 Otros procedimientos de interés sobre equivalencia de
matrices

INVERSA Calcula la inversa de una matriz regular

Diferentes maneras de utilizacién:

e INVERSA(A)
e INVERSA(A,p)
e INVERSA(A,inter)

Argumentos:

e A - una matriz regular.
e (opcional) p - un ndmero primo.

e (opcional) inter - exactamente la expresion inter.

Descripcién:

La funcion INVERSA calcula la inversa de una matriz regular.

Si A = (a;5), INVERSA(A) efectia los calculos en Q(a;;), invocando di-
rectamente la primitiva inverse de MAPLE; por otro lado, el comando IN-
VERSA(A,p) trabaja en Z,(a;;). Caso de utilizarse una matriz no regular, el
programa dard un mensaje de error.

No se ha implementado el cldsico problema de cédlculo de una inversa con un
parametro, pues el problema reduce trivialmente a calcular las raices de su
determinante.

Si se incluye el pardmetro opcional inter, se ejecuta el programa de modo
interactivo a efectos de aprendizaje.

Ejemplos:

> A:=matrix(3,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,3]);

A=

N B~ =
co Ot N
W o W
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> INVERSA(A);

~11/6 1 -1/6

5/3 -1 1/3
~1/6 1/3 -1/6
> INVERSA(A,5);
41 4
04 2
4 2 4

> INVERSA(A,2);
Error, (in INVERSA) Matriz no regular

> INVERSA (A, inter): # El programa comenzard a ejecutar una sesién inter-
activa ante el usuario, solicitando a éste datos y opciones relativas al célculo
de la inversa de esta matriz.

EXTRAE_LIBRE Obtiene una familia libre equivalente a una dada

Diferentes maneras de utilizacion:

e EXTRAE_LIBRE(A)
e EXTRAE_LIBRE(A,p)

Argumentos:
e A - una matriz cuyas filas contienen los vectores dados

e (opcional) p - un ndmero primo.

Descripcién:

La funcién EXTRAE_LIBRE da una matriz de filas libres equivalente a la
dada.
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Si A = (a;;), EXTRAE_LIBRE(A) efectia los calculos en Q(a;;); por otro

lado, el comando EXTRAE_LIBRE(A,p) trabaja en Z,(a;;).

Ejemplos:

> A:=matrix(4,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,2,3]);

12 3
45 6
A=1738 9
123

> EXTRAE_LIBRE(A);
1 2 3
0 -3 —6

> EXTRAE_LIBRE(A,3);
[1 2 0]

PROLONGA LIBRE Obtiene una base a partir de una familia libre

Diferentes maneras de utilizacion:

e PROLONGA _LIBRE(A)

e PROLONGA _LIBRE(A,p)

Argumentos:

e A - una matriz cuyas columnas contienen los vectores dados

e (opcional) p - un ndmero primo.



22 PROGRAMAS

Descripcién:
La funcion PROLONGA _LIBRE prolonga una matriz de columnas libres a
una matriz regular.

Si A = (aij), PROLONGA_LIBRE(A) efectia los calculos en Q(a;;); por otro
lado, el comando PROLONGA _LIBRE(A ,p) trabaja en Z,(a;;)-

Caso de que las columnas de A no sean libres, el sistema MAPLE dard un
mensaje de error.

Ejemplos:
> A:=matrix(4,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,2 4]);

12 3
45 6
A=1735 9
12 4
> PROLONGA _LIBRE(A);
12 3 1
45 6 0
78 90
1240
> PROLONGA _LIBRE(A,2);
101 1
0100
1010
100 0



