ALGEBRA LINEAL I 19—-Junio—06

Teoria
1. Define los siguientes conceptos:

(a) Operacién elemental en una familia de vectores (una de ellas). Pon un
ejemplo (1 punto).
Sirve cualquiera de (1.4.8) , p. 11 del libro de texto y sus ejemplos poste-
riores.

(b) Matriz escalonada por filas. Pon un ejemplo (1 punto).
Es la definicién (I.5.3), p. 13 del libro y como ejemplo sirve algo tan simple
como (1).

(¢) Polinomio minimo de una matriz. Pon un ejemplo (1 punto).
Es la definicién (I1.3.1.2), p. 84 del libro y como ejemplo sirve algo tan
simple como: el polinomio minimo de la matriz (1) es « — 1.

2. Afirma razonadamente o niega mediante un contraejemplo los siguientes enun-
ciados:

(a) Toda matriz compaiiera es semejante a su traspuesta (3 puntos).
Es la primera parte de la proposicién (I1.4.2.17), p. 108 del libro de texto.
(b) Multiplicar por cualquier escalar una linea de una matriz no altera su rango
(1 punto).
No es cierto; la matriz (1) tiene rango 1 y si multiplico su fila por 0 queda
la matriz (0) de rango 0.

3. Dada la matriz

310
A=|1 2 0
4 2 5
explica el siguiente hecho
5 2 4
PisAP;3s=1]0 2 1 pero (A —>5I)e; # (0) (3 puntos)
0 1 3

No hay incompatibilidad; si exigiéramos (A—>51)e; = (0) estarfamos asegurando
que el polinomio minimo de e; es x — 5, pero P;3 no tiene la primera columna
e y por tanto, Pi3AP;3 no tiene por qué dar el polinomio minimo de e;.

4. Enuncia y demuestra un resultado que relacione el rango de una matriz con los
6rdenes de ciertas submatrices (10 puntos).

Es la proposicién (1.7.3) de la p. 29 del libro de texto.



Problemas

1. Describir el niicleo de la matriz

1 2 1
0 a b

en funcién de los pardmetros a y b (5 puntos).
Solucién:

Escalonamos por columnas la matriz acumulando las operaciones en la identi-
dad. Al efecto construimos

1 2 1
0 a b
100
01 0
| 0 0 1|

Mediante operaciones elementales en las columnas obtenemos

1 0 0
0 a b

1 -2 -1
0 1 0
|0 0 1 |

Por tanto, si a y b son cero el nicleo esta generado por las dos ultimas columnas
de la submatriz inferior

< (_2, 170)3 (_1707 1) >

Si a # 0, mediante una operacién elemental en las columnas obtenemos

1 0 0 1
0 a 0
1 —92 _=2bta
0 1 ~b

L0 0 1 ]

y el nicleo esta generado por la tltima columna de la submatriz inferior, o mas
sencillo por
(a — 2b,b, —a)



Finalmente, si a = 0 y b # 0, mediante operaciones elementales en las columnas,
obtenemos la matriz

1 0 0
0 b 0
1 -1 -2
0 0 1

L0 1 0 |

Y el nticleo estd generado por el vector (—2,1,0).

2. Sea ¢: Q* — Q* la aplicacién dada por o(a,b,c,d) = (b, a,d,c).

Probar que ¢ es un endomorfismo (1 punto).

Matriz coordenada A de ¢ en base candnica (1 punto).

ker ¢ e Im () (1 punto).

Matrices P y Q regulares tales que PAQ es la [I,.,0] respectiva (1 punto).

Bases (v1, va, v3,v4) ¥ (w1, wse, w3, wy) tales que
ev) =w,i<7r ¢(v;)=0,7>r (1punto).

Forma candnica racional F de A (1 punto)

Matriz P regular tal que P~'AP = F (1 punto)

Base (u1, us, ug, us) en la que la matriz coordenada de ¢ es F (1 punto)
Forma candnica de Jordan, si existe, J de ¢ (2 puntos)

Matriz T regular tal que T-'AT = J (3 puntos)

Base (21, 22, 23, z4) en la que la matriz coordenada de ¢ es J (1 punto)

. Es diagonalizable p?. En caso afirmativo, describe una base de vectores
propios (1 punto).

Solucién:

(a)

(b)

()

@(t(aa b7 c, d) + S(mv n,p, q)) = (tb + SN, ta + sm, td + sq, tc + Sp) =
= t(b,a,c,d) + s(n,m,q,p) = ty(a,b,c,d) + sp(m,n,p,q)

Se tiene: p(e1) = eq, p(e2) = e, (e3) = eq, p(e4) = e3. Luego

01 0 0
10 0 0
A= 0 0 01
0 010

Puesto que A es regular, ker ¢ es (0) y la imagen es Q.



01 00
1 0 0 O
AP12P34:I4:>P:I4 Q: 00 0 1
00 10

Este apartado se puede obtener a simple vista, pero siguiendo el método
explicado

(v1,v2,v3,v4) = (e1,e2,€3,e4)Q = (e2, €1, e4,€3)
(wl,TUQ,W3, w4) = (617 €2, 63764)P71 = (617627 €3, 64)
A es su forma racional
Tomar P =1,
Asi,
(u1,u2,u3,us) = (e1,e2,e3,e4)P = (e1,€2,e3,e4) PIy = (e1,€2,€3,€4)

El polinomio asociado a cada caja compaiiera es 22 — 1 = (x + 1)(z — 1).
Asi,

-1 0
0 1

Para i = 1,2, el pilar asociado al valor propio —1 es

()

y el pilar asociado al valor propio 1 es

(1)

J =

Por tanto,
-1 1
-1 1 . L
a=( 71 1) v Q- di@nQ) - T
1 1
Finalmente, T = PQ = I,Q = Q.
La base pedida es
-1 1
1 1
(e1,€2,€3,€4)T = (e1,€2,€3,€4) 1 1 |~
1 1

= (—e1 +ea,e1 +e2,—e3+eq,63+€4)

Si, porque J es diagonal. Una base de vectores propios es pues la asociada
a J, es decir, la del apartado anterior.



