ALGEBRA LINEAL I 7—Setiembre—05

La duracién del examen es de dos horas. Elige una de las siguientes opciones
1+42+4 o 1+245 o 34+4 o 345
1. Define los siguientes conceptos:

(a) Operacién elemental en una familia de vectores. Pon un ejemplo (2 puntos)
(b) Ntcleo de una matriz. Pon un ejemplo (2 puntos)

(¢) Vector propio de un endomorfismo. Pon un ejemplo (2 puntos)

2. Afirma razonadamente o niega mediante un contraejemplo los siguientes enun-
ciados

(a) El determinante de una matriz regular es distinto de cero (2 puntos)

(b) El polinomio minimo de e; respecto de A es divisor del polinomio carac-
teristico de A (2 puntos)

3. Enuncia y demuestra un resultado que relacione el rango de filas y el de columnas
de una matriz (10 puntos)

4. Se considera la aplicacién f:R*> — R? dada por
fer=e1+e flertex)=e1—ex fler+eates)=er+ertes
Se pide:

(a) Bases de ker f e Im (f) (2 puntos).
(

)
b) Matriz coordenada A de f en la base (e1,e; + e2,e1 + e2 +e3) (3 puntos).
(c) Matrices Py @ regulares tales que PAQ es la [I,, 0] respectiva (2 puntos).
)

(d) Bases (v1,va,v3) y (w1, ws,ws) tales que
fvi) =w;, i <r f(v;)=0,7>r (2puntos).
(e) Rango de f (1 punto).
Solucién
(a) Im(f) =R < e; + e2,e1 — ea,€e1 + e2 + e3 >, luego una base es
(e1 + e9,e1 —ea,e1 + €9 + €3)

Por dimesiones, el nicleo es 0 y su base es el vacio.



fer =e1 +es =0e; + 1(61 + 62) + 0(61 + e + 63)
fler +e2) =e1 —ex =2e; —1(e1 +e2) + 0(e1 + e + e3)
f(61 + €9 + 63) = €1 + () +€3 = 061 +0(€1 + 62) + 1(61 +62 + 63)

Por tanto,
0 2 0
A= 1 -1 0
0 0 1
(c)
0 10 0 2 0 1 1 0
1/2 0 0 1 -1 0 01 0 |)=1I3
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(d) Por tanto,

1 1 0
(v1,v2,v3) = (e1,e1+ez,e1+eates) | 0 1 0 | = (e1,2e1+ez, e1+eates)
0 0 1
0 10\ "
(wi,wz,w3) = (e1,e1 +ez,e1 +ea+e3) | 1/2 0 0
0 0 1
0 2 0
= (e1,e1 +eg,er1+eatez)| 1 0 0 | =(eg +e2,2e1,e1 +e3+e3)
0 0 1

(e) Se trata del rango de cualquiera de sus matrices coordenadas: 3.

5. Se considera la aplicacién f:R*> — R? dada por
feir=e1+e fle1t+e)=e1—e2 fle1+eates)=er+extes
Se pide:

(a) Matriz coordenada A de f en la base (e1,e1 + e2,e1 + €2 + e3) (3 puntos).

(b) Rango de f (1 punto).
(¢) Forma candnica de Jordan, si existe, J de f (2 puntos)
(d) Matriz T regular tal que T~'AT = J (2 puntos)
(e) Base (z1, 29, 23) en la que la matriz coordenada de f es J (1 punto)
(f)

. Es diagonalizable f7. En caso afirmativo, describe una base de vectores

propios (1 punto).

f

Solucion



fer=-e1+ex=0e; + 1(e1 +e2) + 0(e1 + e + e3)
f(@l —+ 62) = €1 — ey = 261 — 1(61 -+ 62) -+ 0(61 -+ €9 + 63)
f(@l +62 + 63) = €1 + €9 + €3 = 061 +0(€1 + 62) + ].(61 +€2 +63)

Por tanto,
0 2 0
A= 1 -1 0
0 01

(b) Se trata del rango de cualquiera de sus matrices coordenadas: 3.

(¢) La propia A es una forma ciclica de si{ misma. Debemos, pues, tratar por
separado sus dos cajas companeras.

La primera es C(z — 2)(x 4+ 1) que conduce a J; = diag[—2, 1] con pilares
_ -1 2
Qu = ( )y Q2= @) Por tanto, Q1 = ( 11 )

La segunda caja es C'(x — 1) semejante a s{ misma y Q2 = 1. En definitiva,

J = diag[-2,1,1]

T = Pdiag[Q1, Q2] = diag[Q1, Q2] =

O = =
O =N
_ o O

(e)
(21,2’2,23) = (61,61 +e2,e1 + €2 + 63)T = (62,361 +eg,e1 + €2 + 63)

(f) f si es diagonalizable pues su forma de Jordan es diagonal. Como base de
vectores propios sirve la asociada a esta matriz

(62,361 + €2, €1 + €9 + 63)



