ALGEBRA LINEAL I 6—Setiembre—02

1. Enuncia y demuestra 3 condiciones necesarias y suficientes para que una apli-
cacién lineal sea inyectiva (10 puntos).

Respuesta: Ver libro de texto proposicion 111 4.9 p. 143

2. Sea A la matriz racional de orden n > 2 cuyo término (i,5) es a;; = 1 — d;;
donde 6;; es la delta de Kronecker. Se pide:

det(zI — A) (3 puntos)

Matriz P regular tal que P~1AP sea diagonal (4 puntos)

(a
(b

¢) Polinomio minimo de A (1 punto).

NN N N

(
(d
(e) Forma irreducible G de A y matriz S regualr tal que S™1AS = G (1 punto).

Forma racional F' de A (1 punto)

Solucién:

(a)

r —1 ... -1
wl-A= (26— (1-6y) = (-1-(@-1a;) = | L T T
-1 -1 x
Sumando a la primera fila las deméas
1 1 1
det(zl — A) = (z — (n—1)) -1 x -1
-1 -1 T

Haciendo ceros en la primera columna,

1 1 1
det(xl-4) = (a—(n—1))| O FHL 0 (1)) a1y
0 0 o oatl

(b) Los valores propios son n — 1 simple y —1 de orden n — 1.

Ahora V(n — 1) tiene dimensién necesariamente 1; puesto que contiene
claramente, (1,1,...,1)

Vin—-1)=N((n-1)I-A)=Q<(1,1,...,1) >



Por otro lado, —I — A = (—1) de orden n; asf

V(1) =N(-1)=Q < (1,-1,0...,0),...,(0,0,...,1,—1) >

Por tanto,
1 1 0 0
1 -1 1 0
1 0 -1 0
P =
1 0 o .-
1 0 0o --- -1

(¢) El polinomio minimo es divisor del caracteristico, tiene que tener todas sus
raices y simples. Por tanto, se trata de

(z—=(n—-1)(x+1)

(d) Existen diversas formas de actuar. Una es:

La primera caja de la forma racional sera

Cla— -+ = 27}
Para las demas cajas observemos que los factores invariantes pueden ser
(x—(m=1))(z+1),z—(n—-1),...
0
(z—(n—-1)(z+1),z+1,...

Puesto que el producto de los factores invariantes es el polinomio carac-
teristico, la primera opcién es inviable y

F:diag{(? Z:; >,—17...,—1}

(e) Ahora ( (1) Z : ; ) es semejante a diag[n — 1, —1]. Por tanto,

G =diagln —1,—-1,-1,...,—1]
la diagonal de los valores propios de A. Puede tomarse S = P del apartado
(b).
3. Define los siguientes conceptos:

(a) Matriz escalonada por filas. Pon un ejemplo (1 punto).

Respuesta: Véase el libro de texto y los ejemplos que vienen a contin-
uacion.



(b)

(d)

Matrices equivalentes. Pon un ejemplo (1 punto).

Respuesta: Dos matrices del mismo tamano A y B se dicen equivalentes
si existen matrices P y @ regulares tales que B = PAQ. Por ejemplo

1 2 1 2
A:<36>NB:<OO>
pues B = P21(—3).

Divisores elementales de una matriz. Pon un ejemplo (1 punto).

Respuesta: Son los polinomios asociados a las cajas companeras de la
forma irreducible.

Por ejemplo, si A = diag|[1, 2], los polinomios z — 1y « — 2.
Vector propio de un endomorfismo. Pon un ejemplo (1 punto).

Respuesta: Un vector v no nulo tal que hv = tv. Por ejemplo si h = id,
cualquier vector no nulo.

4. Enuncia el teorema de Rouché-Frobenius (1 punto).

Respuesta: Véase el libro de texto (por ejemplo).

5. Afirma razonadamente o niega con un contraejemplo los siguientes enunciados:

(a)

(b)

Si A es regular, su factorizacién LU es tnica (2 puntos).
Respuesta: Cierta; para una demostracién, véanse los apuntes del profe-
sor.

Si A posee n columnas, rango r, N es regular y AN es escalonada por
columnas, las n — r dltimas columnas de A son una base de la nulidad de
A (2 puntos).

Respuesta: El enunciado contiene una errata. Debe decir, ...las n — r
dltimas columnas de N ...Tal como estd la afirmacion es falsa siendo

A=(10)

un contraejemplo, pues la tltima columna de A es (0) y nuca es base. Con
la errata corregida, la afirmacion es cierta; para una demostracion, véase
el libro de texto, p. 50 .

Todo endomorfismo es diagonalizable (1 punto).

. . 1 1
Respuesta: Falso; por ejemplo, si su m.c. es ( 0 1 ) no puede ser

diagonalizable.

6. Sea h el endomorfismo de Q,[z] dado por h(a + bz + cz?) = 2cx + b. Se pide:

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Bases del nicleo e imagen (2 puntos).

Antiimagen de 3 + 2z + 222 (1 punto)

Subespacio imagen de Q < x > (1 punto)

Matriz coordenada A de h en la base (1, x,22) (1 punto).



(e) Antiimdgenes de 1+ 2z (1 punto)
(f) Matriz coordenada B de h en la base (1,1 +z,1 + 2 + 22) (2 puntos).
(g) Matriz P regular tal que B = P~tAP (2 puntos)
Solucién:
(a) El nicleo es
{a+br+ca? | 2co+b =0} = {at+br+cz’ |c=b=0}={aeQ}=Q< 1>

La imagen tiene dimensién 2 y una base es fécil de buscar. (1,z) imédgenes
respectivas de = y z2.

(b) No hay antiimégenes, luego se trata de {}.

(c) La base (z) se transforma en (1), luego el subespacio imagen es

Q<1>=Q
(d) k(1) =0,h(z) =1, h(2?) = 2z, luego

010
A=1 0 0 2
0 0 0

(e) Son los polinomios a + bx + ca? satisfaciendo

a 1
Al b = 2
c 0

Resolviendo el sistema obtenemos
(a.b,0) = (0,1,1) + Q < (1,0,0) >= (a,1,1) a€Q
Por tanto, se trata del conjunto de polinomios

{a+z+2°|acQ}

(f)
h(1)=0,h(1+2)=1h(l+z+2%) =1+20=—-11+2(1+2)
Por tanto,
01 -1
B=10 0 2
00 0
(g) Es suficiente escribir la base nueva en funcién de la antigua
1 11
Ll+z,14z+2>)=0,z,2°)| 0 1 1
0 01

Luego

Y
I
o O =
O = =
=



