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1. INTRODUCCION

Un soélido rigido es un sistema de particulas en el que las distancias relativas
entre ellas permanecen constantes. Si las distancias entre particulas varian,
dicho sdlido se denomina deformable.

El movimiento de un sodlido rigido es en general complejo, pero se puede
simplificar haciendo una serie de descomposiciones.

Traslacion del centro de masas: Z F..=Ma.,

Movimiento
del — < +
solido rigido Rotacién alrededor de un eje M, = la
ext —

que pasa por el centro de masas:

Ejemplo

Movimiento de la Tierra, que se traslada alrededor del Sol (movimiento de
traslacion) y que a la vez gira alrededor de un eje que pasa por su centro de
masas (movimiento de rotacidn).



2. MOVIMIENTO DEL SOLIDO RIGIDO

Sdlido rigido con movimiento de traslacion: Todos los puntos del solido rigido
tienen la misma velocidad y aceleracién, luego el movimiento global se describe
especificando el movimiento de uno de sus puntos
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B° B° B°
Va =V =Veu
Los ejes del sistema de coordenadas fijo
V, al solido rigido no cambian de direccion
o > VB respecto a un observador en un sistema

de referencia inercial.
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2. MOVIMIENTO DEL SOLIDO RIGIDO

Sdlido rigido con movimiento de rotacion: Todos los puntos del sélido rigido
describen circunferencias, excepto el centro de rotacidn. Los ejes del sistema de
coordenadas fijo al sélido rigido cambian de direccidon respecto a un observador
en un sistema de referencia inercial
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r V, = @ X I"A Si a=cte — Mov. circular uniformemente acelerado
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2. MOVIMIENTO DEL SOLIDO RIGIDO

Sdlido rigido con movimiento de traslacion y rotacidn: La velocidad y
aceleracion de cualquier punto del sdlido rigido se puede calcular a partir de la
velocidad angular y de la velocidad y aceleraciéon de cualquier otro punto

traslacion rotacion

[/

Vg =V, +@OXTg

dy =d, +A XTIy +a7x(cT)xrAB)

e

aceleracion tangencial aceleracion normal




3. RODADURA

Supondremos que el sélido rueda sin deslizar, por ejemplo, el
movimiento de las ruedas de un coche al circular. En estos casos
el eje de rotacidn se traslada y el punto de contacto del sélido
con el suelo tiene velocidad lineal nula (rozamiento estatico).

Rotacion sin deslizamiento Utilizando Vy =V, +@X T, :
Vo =V, = 0R Vg =V, +@xTg =0
_ _ V. =V, +@%xl,. =20RT
acy =a, =aR c = Va AC

Vy, =V, +@% Ty =Rl +oR]
Ve =V, +@%xT =Rl —oR]

Este movimiento puede estudiarse como la
combinacién de una traslacién del centro de
masas (vectores azules) mas una rotacidn
alrededor del centro de masas (vectores rojos).
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3. MOMENTO ANGULAR

L. =r xmyV, : momento angular de la particula i respecto a O.

R=r cos(90—6?i)j

iz mIrIVI COS( el) m' ! @ ( Vi = C()Ri

[LZ :ZLiZ =ZmiR5a)= Iza)} (IZ =Zminj

En general, el momento angular de un sélido rigido respecto a un
punto del eje de rotacidn no es paralelo al vector velocidad angular.

Todo cuerpo posee al menos tres ejes (ejes principales de inercia)
para los que los vectores momento angular (respecto de cualquier
punto del eje) y velocidad angular son paralelos. Es esos casos se
cumple la igualdad vectorial:

[ |_ = I ) } Si la rotacién se produce alrededor de un eje principal de inercia

Los ejes principales coinciden con los ejes de simetria del sélido.



4. MOMENTO DE INERCIA

El momento de inercia mide la resistencia que opone un cuerpo a variar su
estado de movimiento de rotacion. Su analogo en traslacion es la masa, que mide
|a resistencia de un cuerpo a variar su estado de movimiento de traslacion.

El momento de inercia respecto de un eje viene dado por:
2
( mr Masa puntual

| = < Zmiriz Distribuciones discretas de masa

_[dm r2 Distribuciones continuas de masa

\

* Depende del eje de rotacion.
* Depende de la distribucién de masa del sistema alrededor del eje. Cuanto
mas alejada esté del eje de giro mayor es el momento de inercia.

Dimensiones de momento de inercia: [I ]: [m- rz]: ML
Unidades en el S. I. : Kg:-m?2.



4. MOMENTO DE INERCIA

Problema

Calcular el momento de inercia de un sistema de cuatro masas puntuales
respecto a los ejes indicados en las figuras (las masas tienen valor my el
cuadrado que forman tiene lado L):

< <
- .
.

) °

(a) (b) (c)



4. MOMENTO DE INERCIA

Teorema de Steiner (o de los ejes paralelos): “El momento de inercia de un
cuerpo con respecto a un eje, es igual al momento de inercia de tal cuerpo con
respecto a un eje paralelo al primero y que pasa por el centro de masas, mas el
producto de la masa del cuerpo por el cuadrado de la distancia entre los dos
ejes”. 7' 7

A

A

I, =1, +Md?

1= 1y +Md? |

s CM




4. MOMENTO DE INERCIA

Problema

Calcular el momento de inercia de una varilla respecto a un eje que pase por su
extremo y sea perpendicular a ella (ver figura). ¢ Cuanto vale el momento de
inercia respecto a un eje paralelo a éste que pase por su centro de masas?

A
\4



4. MOMENTO DE INERCIA

Teorema de los cuerpos planos (o de los ejes perpendiculares): “En cuerpos de
espesor despreciable (cuerpos planos), la suma de los momentos de inercia
respecto de dos ejes perpendiculares y en el plano del cuerpo, es igual al

momento de inercia respecto de un eje perpendicular al plano por el punto de
corte de ellos”

[+l =1, |

El cuerpo estd en el plano OXY




4. MOMENTO DE INERCIA

Problema

Calcular el momento de inercia de una placa rectangular homogénea de lados ay
b, respecto de los ejes mostrados en la figura.

A
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(a) (b) (c)



4. MOMENTO DE INERCIA

Teorema de Poinsot: Relaciona el momento de inercia de un sélido rigido respecto
a cualquier eje que pase por su centro de masas con los momentos de inercia
respecto a los ejes principales de inercia.




4. MOMENTO DE INERCIA

Momentos de inercia de cuerpos uniformes de formas diversas
(tomado del Tipler-Mosca 52 ed., pag. 254)

Thin cylindrical shell about ~ Thin cylindrical shell about Thin rod about perpen- Thin spherical shell about
axis diameter through center dicular line through diameter
: center

I = MR*T%9 I=1MI2

Solid sphere about diameter

Solid cylinder about axis Solid cylinder about

diameter through center Thin rod about perpen-

dicular line through one end

I=73

_1 2
I=eME ¥ iR Solid rectangular parallel-
Hollow cylinder about axis  Hollow cylinder about . epiped about axis through

. diameter through center center perpendicular to face
S ' ;

I = MR}+R2) I=1MR2+RY)+ L ML?



4. MOMENTO DE INERCIA

Problema

Calcular el momento de inercia del objeto representado abajo respecto al eje Z
que pasa por su centro de masas. Los discos tienen 5 kg de masa y un radio de 10
cm. La barra cilindrica que los une tiene 2 kg de masa, 3 cm de radio y 15 cm de
longitud. ¢ Cuanto vale el momento de inercia respecto a un eje paralelo al
anterior (Z’) separado 20 cm de distancia?
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1. ECUACION DE ROTACION DEL SOLIDO RIGIDO

-

Ecuacion fundamental del
movimiento de rotacion:

-

~N

Si el cuerpo gira alrededor de
un eje principal de inercia:

ext

dt

dt

dC Vi L=l®
dt_ ext \_ -/
- /
|
22 Ley de Newton para la rotacion
M :dL:d(|@):|d“):|07

dt

Ecuacion de movimiento de un sdlido rigido
que rota alrededor de un eje principal. El
origen de momentos debe elegirse respecto
a cualquier punto fijo del eje en un sistema
inercial o respecto al CM



1. ECUACION DE ROTACION DEL SOLIDO RIGIDO

Pasos a seguir en la resolucion de problemas de rotacién

é N

1. Dibujar el diagrama de cuerpo libre sobre cada elemento,
situando las fuerzas en su punto de aplicacion.

2. Aplicar las ecuaciones del movimiento (22 Ley de Newton,
tanto para movimiento de traslacion como de rotacién),
eligiendo un sistema de referencia adecuado:

Y F=Ma, dM=la

1. Obtener el valor de las incognitas del problema, resolviendo
\ las ecuaciones planteadas en el apartado 2. /




1. ECUACION DE ROTACION DEL SOLIDO RIGIDO

Problema

El bloque de masa m; desliza sin rozamiento por la superficie horizontal, mientras
que el bloque m, esta suspendido de la cuerda que pasa por una polea de radio
R y momento de inercia |. Suponiendo que la cuerda no desliza por la polea,
determinar la aceleracion de los bloques y las tensiones T, y T,. (Ejemplo 9.11
del Tipler-Mosca, 52 ed.)

m




2. EQUILIBRIO ESTATICO

Un sélido esta en equilibrio si tanto su aceleracidn lineal como su aceleracién
angular son nulas. Aplicando las ecuaciones de movimiento tenemos:

YF=Mg, =0 > M=la=0
\ )|

| |

}

3 ecuaciones + 3 ecuaciones
Si todas las fuerzas estan en un mismo plano (por ejemplo en el plano XY):

> F =0 > F,=0 Y M, =0
\

|

3 ecuaciones




2. EQUILIBRIO ESTATICO

Ejemplo

éCudnto tiene que valer, al menos, el coeficiente de rozamiento (estatico) con el
suelo para que la escalera no se caiga? (Suponer que no hay rozamiento en la pared).




2. EQUILIBRIO ESTATICO

Ejemplo

éCudnto tiene que valer, al menos, el coeficiente de rozamiento (estatico) con el
suelo para que la escalera no se caiga? (Suponer que no hay rozamiento en la pared).




2. EQUILIBRIO ESTATICO

Ejemplo

Calcular el valor de la tensidon de la cuerda.

S A




2. EQUILIBRIO ESTATICO

Ejemplo

Calcular el valor de la tensidon de la cuerda.

Y.




3. CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR

De la ecuacidon fundamental del movimiento de rotacion,
dL Vi

" o' Si M, =0 = L=cte.

Ejemplo

Persona encima de una plataforma giratoria.

Si el momento externo es nulo, L se conserva:

L=C, = lao=1a,




4. ENERGIA CINETICA DE ROTACION

Sélido rigido con movimiento de traslacion Solido rigido con movimiento de rotacion

( . . L) 4 , . . ., )
Energia cinética de traslacion: Energia cinética de rotacion:
1. .5 1
E, =2|\/|vcM E. :2Ia)2
r
\ J . J

Solido rigido con movimiento de traslacion y rotacion
4 )
Energia cinética de traslacion y rotacion:

E.=E, +E, :1Mv(23M P
t r 2 2

\. J




5. TRABAJO Y POTENCIA DE ROTACION

Trabajo infinitesimal dW

dW =F -dr = Fdr cosa = FRcos ad @ = Md @

dr=Rd&

Trabajo total W

W =j: Md 6

M=RxF
M = FRsenf = FRcos«a

Potencia
p= W _ Mm99 \g
dt dt




5. TRABAJO Y POTENCIA DE ROTACION

Ejercicio

El motor de un coche presenta un par motor de 400 Nm a 2000 r.p.m. ¢Qué
potencia ofrece el motor a esas revoluciones?

La potencia maxima que ofrece ese coche es de 170 c.v. a 3800 r.p.m. ¢Cual es
el par motor cuando el coche opera a su maxima potencia?

Dato: 1cv.=735W



6. CONSERVACION DE LA ENERGIA

W, = AE, =A(E, +E, )=A il\/lng + ; Vi

Problema

La cuerda que esta enrollada en el cilindro de la figura esta sostenida por la
mano de una persona que tira hacia arriba de ella con aceleracidon constante,
de forma que el centro de masas del cilindro permanece inmovil.

a) ¢Qué velocidad alcanza el disco después de realizar
5 revoluciones, suponiendo que inicia el movimiento
de rotacion con velocidad angular nula?

b) ¢Cudl es la tensién de la cuerda?

c) ¢Cuanto vale la aceleracion angular? T

Datos: Radio del cilindro R =5 cm.
Masa del cilindro M = 200 g.



/7. MOVIMIENTO DE RODADURA

Este movimiento puede estudiarse como la combinacidn de una traslaciéon del
centro de masas mas una rotacion alrededor del centro de masas.

Z Ifext =Ma., Ve = @R

ZI\7]ext:I

S]]

Q
(@]
=

[l
)
Py

Ejemplo

Ejex: P —F_=Ma., )

M

Ejey: N-P, =0

Ejezz F R=I1.,«

roz




/7. MOVIMIENTO DE RODADURA

v

F., = —  Mgseng— ™% = Ma.,, = Mgsenf- ICTQ ‘M =Ma,,
B Mgsen9 gsené
CM I |
M+ M 14 M
R MR® |
Casos:
: 2 _gsend 5
a) Esferamaciza: 1.,=-MR* = a send ~0.71gsend
) 5 M 125 70 )
a) Cilindro: iy =1MR2 = gy = gsend fgsenH 0.67gsend
2 1+1/2 3
b) Aro: l,, =MR* = a., = gsend fgsenH 0.5gsenéd
- 1+1
c) Objeto puntual (nho rueda, desliza sin rozamiento): a, = gsend

En los casos a), b) y c), los resultados sélo son validos en el rango de angulos en que hay
solo rodadura (no hay deslizamiento).



/7. MOVIMIENTO DE RODADURA

Si el objeto se encuentra a una distancia h del suelo, su energia total sera:

E=E, +E,_+E, :;MVEM +;ICMa)2+mgh

En el movimiento de rodadura la fuerza de rozamiento es estatica, por lo tanto
no realiza trabajo y |la energia total se conserva.

Ejercicio

Sea una esfera, un cilindro y un aro en la alto de un plano inclinado. ¢ Cual llegara
antes abajo?




