ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES (EDP)
con 2 / 3 /m variables independientes *

» EDP de primer orden con dos variables independ.

x, y variables independientes;
u = u(z,y) funcion incognita.

Resolver |la ecuacion: encontrar una funcion u definida
en algin dominio D C R?, tal que sea continua y admita
derivadas parciales primeras en D, v que verifique:

F(wy,U(fL’y) (afy) (:vy))—O V(z,y) € D.

Notaciones:
ou ou
ox’

F(x,t,u,us,ur) =0, t=vy, t— variable temporal

F(xayauauﬂf?uy) — 07 Uy =

Ejemplos:

> Ecuacion de ondas: wu;—cu; =0, u(x,0) = f(x)
Solucion:  wu(x,t) = f(x+ct) onda

gue viaja hacia la derecha (izquierda) si ¢ < 0 (¢ > 0)
> Ecuacidén de Burgers: u; + uu; = 0,u(x,0) = f(x)
Solucion: u= f(&), x=f(ET+¢ t=r

* Resimenes / Capitulo 6 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccion. UC, M2 Eugdgenia Pérez Martinez



Distintos aspectos de la propagacion de ondas: EDP de primer orden
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» EDP de segundo orden con dos variables independ.

ou Ou 0?u O0%u 0%u

F
(@, y,u, ox’ Oy’ 0x2 0xdy’ Ox2

)=0.

Se pide a la solucidn v que admita derivadas parciales
segundas en D, vy ""que verifique la ecuacion’.

» EDP parciales, de orden k, con m variables indep.

ou Ou ou 0?*u  O%u
F(x].?xQ)"'7$m7ua—7—a"'7 ) o s T
Ox1 Ox»o Oxy Oxg Ox10x2
d?2u O3u Ok Ok O ) =0
"ox2) 0x3 oLk 92Oy 0z Okxn”

» EDP Lineal, de segundo orden, con 2 variables indep.

Auxa;‘I‘QBU:Ey_I_Cuyy_I'Dux‘I'Euy_'_FU — p(xa y) ) (LNH)

los coeficientes A,B,C,D,FE y F pueden ser funciones
dependientes de (z,y) 0 constantes: ecuacion lineal con
coeficientes constantes.

Si p(x,y) = 0: ecuacion lineal homogénea:
Augy + 2Buyy + Cuyy + Duy + Euy + Fu =0, (LH)

Propiedades de las soluciones de (LH)-(LNH)

e Si ui(x,y), ux(x,y) soluciones de (LH) = cualquier
combinacion lineal de ellas, ciui(z,y) + cous(x,y),
es solucion de (LH)

o Siu(z,y) Yy up(x,y) soluciones de (LNH) =
u(z,y) — up(x,y) es solucion de (LH)

A=B=C=0 = (LH)-(LNH) EDP lineales de 1¢" orden



Clasificacion de las EDP lineales de 2° orden.
» EDP semilineal con dos variables independientes
Augy + 2Bugy + Cuyy = ﬁ(:c, Y, Uy Uz, Uy)

~

Fara ecuaciones lineales: F = Duz+ Fuy+ Fu+p(x,y)

Posibilidad de reduccidon a una forma canonica, segun
que el discriminante AC — B? sea positivo, nulo o
negativo, mediante un cambio de variables

(=ar+pPy, n=dx+~y / Jacobiano: ay—p§# 0,
para ciertas constantes «, 3,7, ¢

1. Si AC — B? > 0, ecuacioén de tipo eliptico —
U¢¢ + Unn = G(C) n,u, uc, ’U,n)

2. Si AC — B2 = 0, ecuacién de tipo parabodlico —
Un — U — G(C) n,u, U’C7u77)

3. Si AC — B2 < 0, ecuacion de tipo hiperbdlico ——
Unpy — U — G(C, n,u, uc, Un)

Definicion: rectas o curvas caracteristicas (si A # 0)

dy B+ B2 — AC
dr A

Observaciones:

- Necesidad de anadir condiciones adicionales a las
ecuaciones para la descripcion de fendmenos fisicos.

- Importancia de las rectas caracteristicas para anadir
condiciones adicionales.

- Extensidn a mas variables independientes:
con restricciones!



» Ecuaciones elipticas «—— procesos estacionarios

» Ecuaciones parabdlicas o hiperbdlicas «<— procesos
de propagacion o de difusion

» Ejemplos de ecuaciones en forma Canonica:

e La ecuacion de Laplace (eliptica):

Uzz + Uyy — p($7 y)
No tiene rectas caracteristicas reales

e La ecuacion del calor (parabdlica):

Ur — AP Upy = p(x,t), t=wvy, a contante
Rectas caracteristicas: t = cte

e La ecuacion de ondas (hiperbdlica):
uy — a’uge = p(x,t), t=vy, a contante
Rectas caracteristicas x + at = cte; x — at = cte

» Interesan problemas bien planteados: existe solucion,
es Onica y a pequenas variaciones de los datos le
corresponden pequenas variaciones de la solucion

» Tipos de problemas:

e Problemas de Cauchy o de valor inicial +—
datos conocidos sobre una curva no caracteristica
(condiciones iniciales)

e Problemas de contorno <+— ecuacion planteada en
un dominio conocido D vy datos conocidos sobre la
frontera de 9D (condiciones de contorno).

e Problemas mixtos: condiciones iniciales y condi-
ciones de contorno



Galeria de EDP:

ecuaciones de 2° orden, 2 variables independientes

- Laplace:  uge + uyy = f(z,y)
difusion del calor:  wu; — a?uge = f(t, )

propagacion de ondas: Ut — a2ugr = f(t,x)
de ondas amortiguadas:  ux + cur = augy

ecuacion del telegrafista: w4+ cur + bu = a?ugy

ecuaciones de 2° orden, 3 / mas variables indep.
- Laplace: Ugz + Uyy + vz = f(z,y, 2)
- calor: ut — a2 (Uzz + uyy) = f(t, z,y)
- ondas: upt — a®(uge + Uyy) = f(t,z,y)
ou 82

ecuaciones de 4° orden, 2 variables independientes
- vibraciones de vigas:  wuu + a?usrer = f(t, x)
- deformaciones de placas: A?u= f(x,y)

_ O%u 84u 0%u
2,

sistema de la elasticidad lineal: : =1,2,3

f’t(xla x27 $3)

— A,

3 variables independientes, 3 funciones incognitas:
w; = wui(x1,x0,23) desplazamientos del punto x en las
direcciones de los ejes x;

A, 1 coef. de Lamé, f; componentes de una fuerza

o 3 o
div(u) = zz’:l g—;ﬁz, u = (u1,uz,us)



Problemas planteados con EDP Lineales
Problemas de Contorno: EDP de tipo eliptico
Dado el dominio D de R? y las funciones p(z,y) en D vy

f(x,y) vy g(x,y) conocidas en la frontera D: [ = 90D,

se plantea encontrar la solucion de la ecuacion (con
coeficientes no necesariamente constantes)

Auge+2Bugy+Cuyy+Dug+FEuy+Fu = p(x,y), (x,y) €D

verificando una condicion de contorno sobre la frontera:
c. Dirichlet u(x,y) = f(z,y), (z,y)el

c. Neumann g—u(w,y) =g(z,y), (z,y)el
mn

para I =T1UIl 5, c. de contorno mixtas

’LL(%,:g) — f(may)a ($,y) €l,

ou
a—(:v,y) =g(z,y), (z,y)eTl>
mn

5

SOLUCION: Buscar wu(x,y) dque admita derivadas
parciales segundas ‘“‘verificando"” la ecuacion EDP en D
y las condiciones de contorno sobre .

SEPARACION DE VARIABLES:

Buscar u(z,y) = X(x).Y(y) y llegar a una ecuacion
diferencial ordinaria en la variable independiente x y otra
en la variable independiente y

En general, nos lleva al calculo de valores propios
y funciones propias para problemas de contorno en
EDO, y a los desarrollos en serie de Fourier de
funciones

g


meperez
Sello


Problemas de contorno planteados
para la Ecuacion de Laplace:

Sea D un dominio del plano y 0D su frontera
e.g.:. D= {(z,y)/2?+y? < 1}; D = {(z,y) /2> +y*> =1}
Dadas las funciones F(x,vy), f(x,vy), g(x,y)

e Problema de Dirichlet:

{ uxas"_uyy F(x,y), (CE,’y)ED,
u(zx,y) flz,y), (z,y)e€dD.

u conocida sobre la frontera

e Problema de Neumann

Ure +uyy = F(z,y), (z,y) €D, [-0D
{ Gu(z,y) = f(zy), (x,y)€dD.
8—u conocida sobre la frontera
on

e Problema de Contorno Mixto:

Upg T+ Uyy = F(z,y), (=z,y)€D,
U(CB,y) — f(may)a (x7y> S rla r
%(ajay) — f(may)a (%,y) els. 2

Condicion de Dirichlet sobre una parte de la frontera
71 y condicion de Neumann sobre la otra parte [ 5:
oD =T,Ul>»

Resolucion:

- Separacion de variables si D rectangulo, circulo,....

- Métodos numéricos para dominios mas generales

T


meperez
Sello

meperez
Sello


Definicion: problemas de valores propios regulares

Encontrar los valores X\ (valores propios) tales que existe una
solucion no nula y(x) (funcion propia) de:

{ (p(x)y") + q(z)y + As(x)y
(PVP)

z € (a,b),
a1y(a) + aoy'(a)
B1y(b) + B2y’ (b)

0,
0,
0,
b

p(x),p'(x),q(x),s(x) funciones continuas en [a, b],
s(x),p(x) >0, Vx € [a,b], —co < a < b< oo,

Y |aa] + faz| # O, [B1] + [B2] # O.
Teorema
1. Existe wuna infinidad numerable de valores propios que

2.

3.

convergen a infinito:
AM <A< A3 <A< =00,k — o0

Para cada valor propio, \,, hay wuna uGnica funcion propia
asociada, ¢.(x), linealmente independiente.

Funciones propias asociadas a distintos valores propios son
ortogonales entre si en el intervalo (a,b), para el peso s; es
decir:

b
/ or(x)pj(x)s(z) dr = 6;;Cte. ,\Vk,j =1,2,3,--- .

Para cada funcion f(x) continua a trozos en [a,b] admite
un desarrollo en serie de Fourier de las funciones propias

{oe(@) )Ly
f@) =) adu(a),

k=1
donde las constantes ¢, son los llamados coeficientes de
Fourier y estan dados por la formula:

_ [ @an)s@) do
fab or(x)2s(x) dx

La convergencia de la serie en hacia la funcion f tiene lugar

en el sentido de la media cuadratica; es decir:
N

b
/ |f(x) — ch¢k(x)|23(x) dx — 0 cuando N — oco.

k=1

Ck

Extensiones: sobre convergencia serie / sobre c.c. periédicas



Observacion:

- Si las condiciones de contorno son periédicas ( y(a) =
y(b), v'(a) = v/(b)), se tienen los resultados del teorema:
ahora para cada valor propio A > A1 puede haber dos
funciones propias linealmente independientes asociadas.

- El sumatorio del desarrollo en serie se extiende a todas
las funciones propias.

Desarrollo clasico de Fourier en [—m, 7| en término
de las funciones {1, cos(kx), sin(kx) }72 ;:

Dada f(x) continua a trozos en el intervalo [—m, 7],

f(z) a0+ Y apcos(kz) + Y Bisin (kz),

donde

1 [T 1 [T
g = — f(x)dx, «p=— f(x) cos (kx) dx
2w ) _ . s

—Tr

Bo=2 [ f(a)sin (k) da,

{1, cos(kx), sin(kx) }72; son funciones propias del PVP:
y//_l_)\y — 07 S (_7T77T)7
y(—n) =y(r) , y(—n)=y(m).
$0.0(x) = 1 asociada al valor propio Ao = 0

¢r1(x) = cos(kx), ¢r2(x) = sin(kz) f.p. linealmente
|ndepend|entes asociadas al valor propio A\, = (km)2.

Ortogonales!: para k,35=0,1,2- ,mn=20,1,2

Pk () Pjn(x) de =0,  si (k,m) # (j,n)



Problemas planteados para la ecuacion de Ondas
-Problema de Cauchy:

0, x€ (—o0,00),t>0

f(x), x¢€& (—o00,00)
g(x), x€ (—00,00).

Ut — AUy
u(z,0)
ui(x, 0)

Solucion: formula de d’ Alembert

_ flx+at) + f(xz —at) rtat

1
u(z,t) = 5 +5, g(s) ds
r—at

Demostracion: (=x+at, n =x — at +— u¢, = 0.

-Problema Mixto:

(uy —a’uz, = 0, =z€(0,0),t>0
u(z,0) = f(x), =€ (0,1)
< ut(ma O) < g(CC) ) T € (07 l)
uw(0,t) = 0, t>0
\ w(l, ) = 0, t>0

Resolucion: separacion de variables (buscar u(x,t) =
X (z)T(t) y llegar a un problema de valores propios en
la variable espacial)

Extensiones:
e EDP no homogénea: wusy — a?uqz: = F(x,t).

e c.contorno no homogéneas: dadas [1(t) v 12(t),
u(0,t) =1(t), wu(l,t) =1().

e condiciones sobre las derivadas en los extremos:
uz,(1,t) = 0, O ur (1, 1) = I2(1), o)
uz(1,t) + Bu(l,t) = 1>(¢t), B una constante dada.



Problemas planteados para la Ecuacion del Calor

-Problema de Cauchy:

Ut — @ Ugy O, z€(—o0,0),t>0
’U,(ZC, O) f(il?) 3 S (_007 OO) .

Solucidon: formula de Poisson

1 Foo (@-0)2
(o) = 5—— / F(Oe 5 dc.

Demostracion: Transformacion de Fourier

-Problema Mixto:

Up — @2 Ugpy 0, ze€(0,),t>0

w(z,0) = f(z), xe€(0,0),
uw(0,t) = 0, t>0
uw(l,t) = 0, t>0

Resolucidn: separacion de variables (buscar u(z,t) =
X (z)T(t) y llegar a un problema de valores propios en
la variable espacial)

Extensiones:
e EDP no homogénea: u; — a’uz., = F(z,t).

e c.contorno no homogéneas: dadas [1(t) vy 12(t),
u(0,t) = 1i(t), wu(l,t)=1(2).

e condiciones sobre las derivadas en los extremos:
uz:(0,t) = 0, o) uz(0,t) = 12(¢), O
uz(0,t) + Bu(0,t) = I1>(¢t), B una constante dada.



Distintos aspectos de la propagacion de ondas y difusion del calor
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Problemas mixtos

Resolver utilizando la separacion de variables

- EDP Cuarto orden: Modelo de vibraciones transversas
de una viga, con extremos simplemente soportados:

0, xze€(0,7m),t>0,

(
Utt + Ugrxzx

w(x,0) = sin2x, x€][0,n],

< ut(x,0) = 3sin2x, x€[0,n]
u(0,t) = u(mw,t) = 0, t>0,
. Uz2(0,t) = Uge(m,t) = 0, t2>0.

Solucion:  u(w,t) = sin(2z)(cos(4t) + 2sin(4t))

- EDP segundo orden con 3 variables indendientes:
Modelos de vibraciones de membranas

e Encontrar el primer modo propio de vibracion
asociado a las vibraciones de una membrana circular
de radio R sujeta en el borde:

—— —a’Au=0, t>0, z°4+y°<R

e Hacer lo mismo para una membrana rectangular.
Encontrar todos los modos propios de vibracion

e Sea D=1(0,1) x (0,1) , resolver
0%y
u(z,y,0) = sin(rz) sin(ry), (z,y) € [0,1] x [0, 1]
ut(w,y,O) — 07 (CU,y) S [07 1] X [07 1]

u(z,y,t) =0, ¢t>0, (x,y)€dD





