ECUACIONES DIFERENCIALES DE 2¢ ORDEN*

F(z,y,y,y") =0
y = y(x) funcion incognita; z variable independiente.

F definida 2 Cc R* y aparece la derivada segunda de y

Integracion — familia biparamétrica de curvas
integrales ¢(x,y,c1,c2) = 0: solucién general.

Reduccién a 1¢" orden: si F(xz,vy’,y") =0, con v =1/
Ecuacion lineal: v+ p(x)y + qg(x)y = r(x)
ED en forma normal: v’ = f(z,y,v'), f: DCR3 —R

Dado (zo,y3,v3) € D, problema de valores iniciales o
Problema de Cauchy:

v = f(z,y,9)
(PC){ y(xo) =y5 , ¥y'(xo) = ys.

Definicion: Dada una funcion ¢ : (a,b) — R, y = ¢p(x)
es una solucién de (PC) en (a,b) si: ¢ es continua y
dos veces derivable en (a,b), vy Vx € (a,b) se verifica

(,0(x),¢'(x)) e Dy ¢"(z) = flz,¢(x), ¢ (x));
y ademas, o(zo) =y5 VvV ¢'(20) = 3.

Teorema 1 Sea D el dominio D = {(z,y,z)/a < z <
bc<y<d,e<z<f}ylafuncion f, f: D C R® — R,
continua en D y con derivadas g—i y g—; continuas en D.

V(zo,ys,y3) € D, 3 [x0 — 8,20 + 8] C (a,b), en el cual la
solucion del problema de Cauchy (PC) existe y es anica.
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Relacidon con sistemas y aproximaciones numeéricas

Haciendo 4’ = 2z en la ecuacion " = f(x,y,y) —
sistema diferencial de 1" orden con dos ecuaciones:

—N—
N
[l

z

f(z,y,2).

x variable independiente y = y(z), 2 = 2(z) incégnitas
Problema de Cauchy para un sistema:

y = r(z,y,2)
(PC) Z = s(xz,y,2),
y(xO) — Yo 3 Z(':CO) — 20,

Resultado de existencia y unicidad de solucion:

Sea D = {(x,y,z)/a < x < bc<y<de<z<k}ylas

. . 3 or Or Os Os
funciones r,s . D C R> — R, tales que r, s, 5y 020 0y’ 0=
continuas en D. Entonces:

V(zo,y0,20) € D, 3 [xo — 6,20 + ] C (a,b), en el cual la
solucion del problema de Cauchy (PC) existe y es anica.

La aproximacion numérica de la solucion (y(x), z(x))
en x; = xo + th, para el tamano del paso h, es:

vi = Yi—1 + hr(xi—1, Yi-1, zi—1)

zi = zi—1 + hs(xi—1, Yi-1, zi-1),
para i =1,2,---N, donde N = §h~!

Método de Euler: (v, z) ~ (y(xz;),z2(x;)) para h — 0
Notaciones vectoriales:

(PC) { 7y F(:c, v)

7(x0) Yo

Dada la funcion F y el punto (zo,%g), calcular
CUi:CUO+’éh, gi:yi—l_l_hF(xi—hgi—l)r 1= 1727N
— Extension a otros métodos numeéricos.



Ecuaciones lineales de segundo orden.
Lineal homogénea (LH):
y" +p(x)y + q(x)y =0
ao(x)y" + a1(x)y’ + az2(x)y =0  con aog(z) #0
Lineal no homogénea (LNH):
y" +p(x)y’ + q(2)y = r(=)
p,q,r : (a,b) — R funciones continuas
p Yy q coeficientes; r término independiente,
Si py q constantes: ED lineal de coeficientes constantes

Teorema 2 Sean p,q,r funciones reales continuas en

(a,b). Sea zo € (a,b) e yi,y5 € R. Entonces existe una
tnica solucion del problema de Cauchy:

"+p(@)y +q(zx)y = r(z)
pcy < Y
(PC) { y(zo) =y , v'(xo) = ys,
definida en todo el intervalo (a,b).

PROPIEDADES de las soluciones de (LH)

1. Si yi1(x),y>(x) son soluciones de (LH) en (a,b)
entonces aiyi(x) + azy2(x) es también soluciéon de
(LH) en (a,b) (a1, an son constantes cualesquiera).

2. Theorema: Si yi, y» son dos soluciones de (LH)
en (a,b) tales que en un punto cualquiera xg € (a,b):
y1(z0)ya(wo) — y1(w0)y2(z0) # O
entonces, cualquier otra solucion puede escribirse:

y(x) = c1y1(x)+coy>(x) para algunas constantes ci, ¢

Definicion: {y1,y2} en el teorema se llama conjunto
fundamental de soluciones.



Definiciones:
e Dos funciones oi(x), ¢2(x) son linealmente
independientes en [ cuando:
si a1p1(x) + aspa(z) =0,Vr el = a1 = ax = 0.

e pi1(x), po(x) son linealmente dependientes en I si
no son lineal. independientes (dC # 0 constante/

p1(z) = Cpa(z) 0 wa(x) = Cop1(z), Vo € I).

e Wronskiano de opi1(x), p2(x) en el punto x como:

. gpl(x) 902(33)
Wi, p2](z) = ' ' () w5 ()

Para I = (a,b) intervalo de resolucion de (LH) v (LNH)
PROPIEDADES de las soluciones de (LH) (continua):

3. Identidad de Abel: dadas wyi(x),y2(xz) dos
soluciones de (LH) en I, 3C una constante/

Wlyt, y2](x) = C exp(— /wp(s)ds), Vo € 1.

4. Teorema: Sean yi(x),y2(x) dos soluciones de
(LH) en I, son linealmente independientes
< W[yl,yQ]($) # 07 Ve €1
<— Wly1,y2](x0) # 0 para algdan xq € I.

5. Siempre existen dos soluciones {y;,y>} lineal-
mente independientes de (LH). Se dice que
{y1,y2} forman un conjunto fundamental de solu-
ciones.

Dadas {y1,y2} dos soluciones linealmente independientes
de (LH), la solucién general de (LH) es:

y(x) = c1y1(x) + coyo(xr) con c1 y cp constantes.



Resumen de propiedades de las soluciones de (LH)

1. Si Wlyi,y2](x0) # 0, Vaxg € I , entonces las
soluciones wyi(x),y>(x) de (LH) son linealmente
independientes en I.

2. Dadas dos soluciones wyi(xz),y>(x) de (LH)
linealmente independientes en I, cualquier otra
soluciéon y(x) se escribe de la forma:

y(x) = ary1(x) + aoy2(zx) , Vo € I,

para algunas constantes ai,ap. Se dice que {y1,y2}
forman un conjunto fundamental de soluciones de
(LH) en I.

3. Sean yi(z),y>(x) dos soluciones de (LH) en I,
entonces

Wy, y2l(z) = C exp(— / " p(s)ds), Va € I,

siendo C' una constante que depende de y; € y» pero
no de z ( identidad de Abel).

4. El Wronskiano de dos soluciones de (LH) en I, o
bien, es identicamente cero en I, o0 bien, no se anula
en ningdn punto de

5. Sean yi(x),y>(x) dos soluciones de (LH) en I,
son linealmente independientes <—: Wy, y2](x) #
0, Vx € I (obviamente, basta con comprobar que el
wronskiano es no nulo en un punto fijo cualquiera
xg de I). (cf. propiedades 1y 4)

Siempre existen dos soluciones linealmente inde-
pendientes de (LH)



El método de variacion de parametros

Y + p(z)y’ 4 q(z)y = 0, (LH)
Y+ p(@)y’ + q(x)y = r(x), (LNH)

REDUCCION DEL ORDEN DE (LH):

Dada una solucién yi(x) de la ecuacion (LH) en el
intervalo I. Calculamos otra solucion y>(x) linealmente
independiente: Buscamos y»>(z) = y1i(x)c(xz) donde c(x)

"(x)y1(z) + (2y1(z) + p(x)y1(x)) () =0
¢ = u — ecuacioén lineal de primer orden, e integrando

C(x):/exp( J p(@)dz)

y1(x)?

SOLUCION DE LA ECUACION (LNH):
Sea {yi1,y2} un conjunto fundamental de soluciones de
(LH), la solucidén general de (LNH) es:

y(x) = cry1(x) + coya(x) + yp(x),

donde cy, co> constantes e y, una solucion particular de
(LNH). Se busca y, por el método de variacion de
parametros:

yp(x) = K1(x)y1(z) + Ko(z)y2(x)
con Ki(z) vy Ka(x) / yy + p(@)y, + q(@)yp, = r(z): =

Kiy1 + Koy = 0,
191 + szz — 7“(33)

—r(x)y2(z) r(x)y1 (33)
Wy, y2](x) Wy, yg](x)

Dadas {y1,y>} — las soluciones generales (LH) y (LNH)

Kl(x) — dr KQ(CU)




ECUACIONES QUE SE SABEN RESOLVER

» La ecuacion lineal de coeficientes constantes:

ay’+ By +yy = 0.

Se busca y; = e == ) debe ser raiz del
polinomio caracteristico: a)\°+ 8+~

Este polinomio tiene por raices A1, A» en C .

Posibilidades:

a). A1 # Ao reales. Conjunto fundamental de soluciones

{e>\1$, 6/\2:1:}.

b). A1 = A». Conjunto fundamental de soluciones:
{e>\1$7xe>\1x},
C). A1, A2 raices son complejas conjugadas: A = p % qi.
Conjunto fundamental de soluciones:

{eP* cos qx, eP* sin qx }.
LLa solucidon general en (—oo,0) €s y = c1y1(x) + coya(x).

» La ecuacion de Euler de segundo orden:

az?y’ 4+ Bxy' + vy =0, «,3,~ constantes.

Se reduce a una lineal de coeficientes constantes
haciendo: x =e' paraxz >0 o t=In]|z

O se busca yi(x) = 2" == r debe ser raiz del
polinomio indicial: ar(r — 1) 4+ gr + ~.

— Se resuelve en (—oo0,0) U (0, 00)



Ecuaciones lineales de segundo orden:
Solucion por desarrollos en serie de potencias.

Definicion: una funcidén f(xz) es analitica en el punto
xr = xg cuando admite un desarrollo en serie de potencias

f@) =) folz —x0)"
n=0

convergente en algun entorno del punto zg, con un radio
de convergencia p > 0.

» Observaciones:
- La serie es convergente en |z — xg| < p
- fn son los coef. del desarrollo en serie de Taylor de f:

_ £ (z0)

n!

In

- El hecho de que una funcién f(x) sea “regular” en todo
R # que f sea analitica con radio de convergencia oo

- Un test de convergencia de series de potencias
es el criterio del cociente: supuesto que f, # O

para n suficientemente grande, si lim,_oo f}ﬂ =r =
1

> neo fn(x — o)™ tiene radio de convergencia de p = .

» Se buscan soluciones funciones analiticas para
ecuaciones diferenciales del tipo

y" + p(x)y’ + q(x)y =0,
cuando p y g son funciones analiticas en xg
Para p v ¢ analiticas en £ = 0 (x9 = 0). BUSCAR:

y(:c) — Zanx” = ag +CL133‘+CL2:132 —|—a,3aj3 —|— ce

n=0

donde: ao = y(0), a1 =1'(0)



Solucién por desarrollos en serie (continua).

Teorema 4 Sean p y q funciones analiticas en el punto
x = xo. Sea p el minimo de los radios de convergencia de
las series de p y q, p > 0. Entonces, la solucion general
de la ecuacion

y" + p(x)y + q(x)y =0 es:
y(x) = Z an(x — x0)" = Cry1(x) + Corya(x),
n=0

donde Cy1 y (C5 son constantes arbitrarias, y y1 € yo
son soluciones linealmente independientes, analiticas
en xo Yy con radio de convergencia al menos p.
LLos coeficientes de las series solucion se calculan
recursivamente substituyendo la serie y sus derivadas
en la ecuacion diferencial.

» Posibles extensiones:

Ecuaciones diferenciales lineales de orden n > 2

Sistemas diferenciales lineales con n ecuaciones

Ecuaciones no lineales: restricciones importantes!

Otros tipos de coeficientes p vy q:
e.g.,puntos singulares regulares

Definicion: un punto x = xo se dice que es un punto
singular regular de a(x)y” + b(x)y’ + c(x)y = 0 cuando
la ecuacion se puede escribir de la forma:

(z — 20)%y" + (z — z0)p(z)y + q(z)y = 0,
donde p(x), g(z) son funciones analiticas en xo.

SE BUSCAN soluciones:

o

y = |z — zo|" Z an(r)(x — z0)".

n=0



Teorema 5 Scea la ecuacion:

z%y" + z(zp(z))y + (z%q(z))y = 0,

donde p y q son tales que las funciones xp(z),xz?q(x) son analiticas
en el punto x = 0, con p > 0 el minimo radio de convergencia
de las series de zp y x°q. Sean po,qo l0S primeros términos de
los desarrollos en serie de potencias de las funciones xp y x°q
respecivamente. Seanri yro, r1 > rp, 1as raices reales del polinomio
(polinomio indicial):

r(r—1)+por +q =0.

Entonces, la ecuacion admite dos soluciones wyi(z),y2(x),
linealmente independientes en 0 < |x| < p, dadas de la forma:

1. Siri —ro no es un nuamero entero o cero, entonces

yi=le" (14 au(r)a),

n=1

2 =217( 14 an(r2)a").

n=1

2. Siri =1y, entonces y1 = |z|"*(L+ Y - an(r1)z"),

y2 = yi(z) In|x| + |z|™ Z bn(r1)z" .

n=1

3. Sir1—ry €N, entonces y1 = |z|"(1 + z:;l an(r1)z™),

©.9)

o = (@) el + a7 3 en(r)e”

n=1

donde los coeficientes de las series a;,b;,c; y la constante a Sse
determinan por sustitucion en la ecuacion, y las series de potencias
que aparecen tienen radio de convergencia al menos p. La constante
a en principio podria ser 0 si la segunda solucion no tiene un
comportamiento logaritimico





