Ampliacién de Matematicas - 2° Curso, 2020/21

Grado en Ingenierfa Civil (Mencién en Construcciones Civiles)
HOJA 4 - Temas 2-3: EDO de orden n > 1

Resolucion y aproximacion de soluciones

1. Que se puede decir de la existencia y unicidad de solucién, y del intervalo de definicion
de ésta para los problemas de valores iniciales:

a).{ (1—2?)y" —2zy +n(n+ 1)y =¢” ). { ;( 3;5 Dy — 22y +n(n+ 1)y = bz

y(0) =0, y(0)=1 ) y(=3)=1
){ 22y +ay + (27 — 1)y = d){ y'+ 1 Sy —l—\/_y—lnx
y(5)=0, ¢'(5)=1 y(1) =3, y(1)=-3
n € N, v € R son constantes dadas.
2. Demostrar que y;(xr) = cosz, ys(x) = sinz forman un sistema fundamental de

soluciones de la ecuacién y” +y =0 en (—o0, 00).

3. Resolver la ecuacién (x —1)y” — 2y’ +y = 0 sabiendo que una solucién es un polinomio
de primer grado. Escribir la ecuacion de primer orden a la que se llega utilizando el
método de variacion de pardmetros. Indicar en que intervalos se resuelve la ecuacion.

4. Resolver la ecuacién y” 4 4zy’ + (422 + 2)y = e~ sabiendo que una solucién de la
ecuacion homogénea asociada es de la forma y = € para alguna constante «

5. Se sabe que una solucién de la ecuacién de Legendre (1 —2%)y” — 2zy’ +n(n+1)y =0
(con n un nimero natural) es un polinomio de grado n, encontrar la solucién de:

(1—2%)y — 22y + nn+ 1)y =e*
para los valores de n = 1y n = 2. ;Cuéntas soluciones verifican y(0) = 0, y'(0) = 07
3,01

6. Aplicar el método de variacién de parametros para resolver x°y” + xy' —y = 1.

7. Resolver las siguientes ecuaciones

a). 2// 2y_:L’ f) y”"‘y/"‘y:l—l—x—i—x?
b). y//+2?J +y =xsinhx q) y”+y_ 7]

c). y'+y=secx h). y" 4y -2y = —2

d) y//_gy/+2y:x€3m+1 l{) y///+y 2y/:_2_er
6). y//—|—4y = xsin(Qx) l) yw) +2y//+y —eu Sin(l’)
m) y// + 2y’ + 2y =z ® n) yiv) . y,, —0

yiv) _ 16y =0 p). yi'u) + y// = e

QS
~—



10.

11.

12.

13.

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales
a) y// . 6y’ + 9y =0 b) y/// + y// _ 2y’ — 9 _ 7
w0 =1, y(0)=0 | w(0)=0, ¢(0)=0, ¥"(0)=0

Resolver las siguientes ecuaciones

—2x

a). y'+4y' + 5y = ‘ b). y' + 4y + 13y = e” cos(3x)

COS ™

Resolver el problema de Cauchy, razonando en qué intervalo existe solucién tnica

T
x2y”—xy’+y: m

Sabiendo que una solucién de la ecuacién 3" — ' + >y = 0 es  y;(z) = sin(e”),
resolver los problemas de Cauchy:

y// . y/ + eme — 62;v y// o y/ + eZmy — eQ;v
a). b).
y(lnm) =0, ¢'(lnmw) =0 y(0)=0, ¥(0)=0

Intentar encontrar la solucién (o una aproximacién de ésta) en caso de no conocer
y1(z). Razonar/ comprobar si ésta solucién coincide la obtenida concociendo y; ().

Utilizar los 6 primeros términos del desarrollo en serie de la solucién y(z) = Y a,z”,
n=0
para aproximar la solucién del problema de Cauchy:
y// + exy/ + (1 + $2)y — O,
y(0) =1, ¥(0)=0
Resolver o aproximar las soluciones de las siguientes ecuaciones:

y//_y:$2

y' —a*y =0
y'+y + 2y =0
y" —sin(x)y =0
En caso de aprogmar, utilizar los 10 primeros términos del desarrollo en serie de la

solucién y(x) = Z an,x",y encontrar el término general a,, en funcién de los anteriores.

n=0
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Sobre modelos matematicos

1. La ecuacién que rige el movimiento que oscila excitado por una fuerza p(t), suponiendo
que la fuerza de amortiguacién es proporcional a la velocidad estd dado por

my” + ky' + cy = p(t) .

Estudiar las vibraciones dependiendo de la relacion entre la masa m del cuerpo que
pende del resorte, la constante de recuperacién ¢ y la constante amortiguacién k (ver
secci6én 2.5 del libro de apuntes).

a). Tomando p(t) = 0 identificar las distintas situaciones con las graficas que se dan
a continuacién. Dichas gréaficas representan vibraciones fuertemente amortiguadas,
débilmente amortiguadas y sin amortiguacién entre otras.

En particular, considerar p(t) = 0, y las ecuaciones
y'+3y +2y=0, y'+2+2y=0, ¥ +4/+4y=0 ' +4y=0

y hacer una grafica de las soluciones para distintas condiciones iniciales indicando
cuando el movimiento es débilmente amortiguado, fuertemente amortiguado o
periddico.

b). Demostrar que en ausencia de amortiguacién (k = 0), puede producirse el conocido

fenémeno de la resonancia; témese para ello p(t) = cos(y/c/mt). Identificar la grafica
de la solucién

¢). Comparar el resultado del apartado anterior para k = 0, tomando p(t) otra funcién
periédica que no sea solucién de la ecuacién homogénea (ver ejercicio 2.)

2. Estudiar las vibraciones que se producen en un resorte cuyo movimiento esta descrito
por los problemas de valores iniciales

a) { y// + 4y = COS(t) b) { y// tdy = COS(Qt)
L y(0)=0, ¥(0)=0 y(0)=0, %(0)=0

3. Comparar la ecuacién del resorte lineal de los ejercicios anteriores con la que modela
el paso de corriente por un circuito eléctrico:

LQ"(t) + RQ'(t) + C7'Q(t) = E(1)

donde Q(t) representa la carga en el tiempo ¢; E(t) es la fuerza electromotriz, y las
constantes L, Ry C son las constantes de de induccion, de resitencia, y capacidad,
respectivamente (ver secciones 1.6 y 2.5 del libro de apuntes).



d |

4. Escribir la solucién general que modela los desplazamientos de una viga sometida a

una carga externa p(z) '
Ely™ + Ty" = p(z)

dependiendo de las constantes rigidez a flexion EI > 0 y esfuerzo axil 7. Tomar para
ello p(x) = cosx y p(x) = e”.
Se considera un problema que sirve de modelo para describir las deformaciones de una

viga (se supone situada en el eje de las x con los extremos fijos):

y' = Gp.ee(0,3)

Encontrar la soluciéon en caso de que exista y sea Unica para el valor de la constante
EI =1, y para el momento M(z): M(z) = 2z para z € [0,1], M(x) = 3 — x para

x € [1,3].



