SISTEMAS DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
CON n ECUACIONES y n INCOGNITAS *

Sistema con n ecuaciones en forma normal:

ygl - fl(x7y17y27"' 7yn)
Ys — f2(x7y1,y2"" 7yn)
y;z - fn(xay17y27"' ;yn)

x variable independiente,
{yi1(x),y2(x), - ,yn(x)} funciones incoégnita

Reduccion de una ecuacion diferencial de orden n

y(n) - f(fl?, Y, yla y//7 e ’y(n—l)),

a un sistema: Hacer

y} = Y2
) (n—1) Yy — Y3
YVI=Y, Y=Y, ,Yn =1y = /
Yn—1 - Yn
v, = f(z,y1,92,  ,Yn).

Si fi = ain(x)y1+ap(x)y+- -+ ain(x)y,+b;(x) se tiene un sistema
diferencial lineal:

vy, = ai(x)yr +a2(x)y2 + - + arn(x)yn + b1(x)
(SLNH) v, = a21(x)yr +ax(x)y2 + - + az2n(2)yn + b2(x)
Y, =  an1(@)y1 + an2(x)y2 + - + ann(@)yn + bn(x) .

Un problema de Cauchy asociado: Resolver (SLNH) con los
datos iniciales dados:

(DI) y1(w0) = yg, y2(x0) = y5, -+, yn(x0) = Vg -

Teorema 1 Cuando todas las funciones a;;,b;, 4,5 = 1,2,--- n,
de (SLNH) son continuas en el intervalo (a,8), zo € (a,B), V,
(y5,v5,- -+ »,yy) es cualquier punto de R", entonces, existe una Unica
solucion de (SLNH )-(DI) definida en («, 3).
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Sistemas diferenciales lineales con n ecuaciones.

Sistema no homogéneo:
¥ = A(z)j + b(x) (SLNH)

en notacion vectorial, donde

a11(x) aix(x) aiz(z) -+ aip(x)
Aw) = | oo(@) axle) azs(w) o az(a)
anl(m) anQ(CU) - Ce ann(x)

7,b son los vectores columna:
g(x) - (yl(x)7y2(x)a e 7yn(x))T7 \Y% T)(SU) - (bl(ﬂ?),bz(ﬁlf), e 7bn(x))Ta
aij, bj - I = (a, ) — R funciones continuas

Problema de Cauchy: dados zg € I, yo € R™.

y A(x)y + b(z),
(PC) { @(woy) Yo, ’
Solucion general de (SLNH):
y(z) = yau(z) + yp(z),

yp(x) es una solucion particular de (SLNH)
yau(x) es la solucion general del sistema homogéneo asociado:

y = A(z)y (SLH)

Si {y1,92, - ,yn} SOn n soluciones de (SLH), se denomina matriz
solucion del sistema homogéneo:

CD(:U) - (3}1(33),372(33), o aZjn(ﬂf) )
Se verifica: ®'(z) = A(2).P(2)
d(z) es una matriz fundamental de (SLH) si det(®P(x)) #0

El Wronskiano de 71(z), y2(x),- -+ ,yn(z) es la funcion:
yi () yé(x) e yé(x)
Wi To, o Gad(@) = [0(@)] = | V1) () @)

i@ @) - (@)



Definicion: k funciones vectoriales @1(x), p2(x), ---,@r(x) son
linealmente independientes en el intervalo I = (a,8) cuando

a1p1(z) + aopa(z) + -+ aupr(z) =0 > a1 = a2 =--- = a5 = 0.

PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE ¥ = A(2)7:

1.

Si y1(x),y2(x),--- ,yr(x) son soluciones de (SLH) en I,
entonces cualquier combinacion lineal de ellas o1y1(z) +
asyo(x) + - - - + apyr(x) es también solucion de (SLH) en 1.

n soluciones y1(x),y2(x), -+ ,yn(x) de (SLH) son linealmente
independientes en I si y solo si para cualquier punto zg € I se

verifica W[@la@?a e 7@71] (ZBO) 7’4: 0.

n soluciones y1(x),y2(x), - ,yn(x) de (SLH) son linealmente
independientes en I si y soOlo si para cualquier punto
xo € I, los vectores y1(xo),y2(x0), - ,yn(xo) SON linealmente

independientes en R™.

Dadas n soluciones 41(xz),y2(x),--- ,yn(x) de (SLH) lineal-
mente independientes en I, cualquier otra solucion y(x) es:

y(r) = a1y1(x) + axy2(x) + -+ + anyu(x), Ve €1,
para algunas constantes «;.

{y1,Y2, -+ ,yn} SON un conjunto fundamental de soluciones
de (SLH) en I.
d(z) = (y1(x),y2(x), - ,yn(x)) €s una matriz fundamental

de (SLH), vy 7(z) = ®(2)a, dondea= (a1,a, - -ay)T

Identidad de Abel: dado un punto cualquiera z9 € I, ¥ n
soluciones de (SLH), se verica

o _ fx Traza(A(s))ds _ _
W[y17y27"' 7yn](x) = e "o W[y17y27"' 7yn](x0)
Sean {y1(z),y2(x), -+ ,yn(x)} n soluciones de (SLH) en I, son
linealmente independientes si y s6lo si Wy, 42, - ,yn](x) #

0,Vx € I (evidentemente, basta con comprobar que el
Wronskiano es no nulo en un punto fijo cualquiera xg de I).

Hay n soluciones linealmente independientes de (SLH) y no
mas: 3 n vectores linealmente independientes en R".



SOLUCION DEL SISTEMA NO HOMOGENEO:
y = A(z)y + b(z) (SLNH)

y = A(z)y (SLH)

Si se conocen n soluciones de (SLH), {y1,92, - ,yn}, li-
nealmente independientesen I ( < Wy, 92, - ,yn](x) #
0,Ve € [ & Jxo € I/Wy1,y2, - ,yn](x0) 7% 0) la solucion
geneneral de (SLNH) es:

yona(x) = a1yi(z) + a2yo(x) + - - - + anyn(z) + yp(z),

donde los «; son constantes y y,(z) es una solucion
particular de (SLNH).

En notacion vectorial: ®(x) = (y1(x),y2(x), -, yn(x))
es la matriz fundamental de (SLH), y la solucién general
del sistema (SLH):

yor(z) = ®(z).k  con k vector constante.
La solucion general del sistema (SLNH):

yona(z) = ©(x).k + yp(x)

BUSQUEDA de SOLUCION PARTICULAR de (SLNH)
yp(x), por el método de variacion de parametros:

yp(z) = ®(x).c(x) = ar(z)y1(@)Fe2(z)y2(z)+ - +en(@)yn(x),

donde  &(z) = (c1(x),c2(), -, cala))" .
c(x) se determina derivando y substituyendo en (SLNH)

®d(z).¢(z) = b(x).

yp(x) = Cb(x)./cb(:c)_l.g(:c)daz,

y la solucion general del sistema (SLNH) es

Jon(z) = d(a).(F + / ®(2) " B(x)de) |



Sistema homogéneo con coeficientes constantes.

y = Ay
donde A es una matriz constante n x n

Se busca y = e’ = )\ debe ser un valor propio de A
c un vector propio asociado.

|A—XI| =0, (A—Xl)c=0
Posibilidades para n = 2:

1. Hay dos valores propios reales distintos A1, Ao.

c; un vector propio asociado a \;, ¢« = 1,2- EIl
conjunto fundamental de soluciones:

{6)‘13:51, 6>‘2$52}

2. Hay un valor propio de A real, \{ = \».

Si hay dos vectores propios lineal. independ., ci
Yy ¢p, asociados a A1, el conjunto fundamental de
soluciones:

{6A1x51, 6>‘le2}
Si solo hay un vector propio, ¢i, una solucion es
eM?¢;. Se busca la otra lineal. indep. de la forma

/\1:B i

y2 = (a1x + a2)e
(A—XZ)az =0 vy (A—X\Dar>=a.
El conjunto fundamental de soluciones:
{51€A1x7 (a1x + 62)6)‘1”5}

3. Los valores propios de A son complejos conjugados.

Sea c¢ el vector propio asociado a uno de ellos .
Conjunto fundamental de soluciones:

{Re(e*?¢), Im(eE)}.



» Sistema homogéneo con coeficientes constantes

g’:Ag, An X n, > 2
Sean A1, Ao, -+, A\, lOs valores propios de la matriz A en
el cuerpo de los complejos.
Posibilidades:
1. Se trata de n valores propios reales distintos. Para cada
1 = 1,2,---,n, sea ¢; el vector propio asociado a \;. El
conjunto fundamental de soluciones:
{e”\lel, €>\sz2, e ,e’\"xEn )

2. Hay algun valor propio complejo A; simple. Entonces su
conjugado )\; también es valor propio y los vectores propios
asociados son conjugados uno del otro. Para este valor
propio hay dos soluciones reales linealmente independientes
asociadas:

{Re(ekix@-), Im(e’\’“Ei)}

3. Hay un valor propio \; real o complejo de multiplicidad k.
Supongamos primero que es real y que hay [ vectores propios
linealmente independientes conl < k. ¢;,,c¢i,, -+ ,¢;,. Entonces,

A= A= A=
{6 "Gy, €7 Cigy v, €7 Cil}

son k soluciones linealmente independientes asociadas a \;. Si
k = [, éstas son todas las que buscamos.

Sil < k, obtenemos las k — | soluciones restantes linealmente
independientes buscando soluciones de la forma:

(arz + a2)e™®, (dox® + dix + do)eM®, - -,
(for* "t oo+ fii1z + Frp)eM

4. En el caso de que )\; sea complejo de multiplicidad k > 1, se
procede comoen 2y 3

» Sistemas homogéneos de tipo Euler: zy = Ay

d
Hacer x = €' para x > 0 — coeficientes ctes. d—i = Ay



