ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN n > 2*
Ecuaciones lineales de tercer orden
Ecuacion lineal homogénea de orden 3:

y" + a1(x)y” + a2(x)y + az(x)y =0, (LH)
Ecuacion lineal no homogénea de orden 3:

y" + a1(2)y” + azx(2)y’ + az(z)y = r(z), (LNH)
donde los coeficientes a;, + = 1,2,3, y r son funciones
reales definidas en I = (a,b) y continuas

Solucién general de (LNH):

yona () = yar(x) + yp(x)

yeu(z) denota la solucion general de (LH)
yp(x) denota una solucion particular de (LNH).

Si {y1,y2,y3} son 3 soluciones de (LH) linealmente
independientes en I:

you(r) = ciyi(x) + coya2(x) + cays(x)
yona(z) = c1y1(x) + coy2(z) + cayz(x) + yp(x)

Definicion:  ¢1(x), @2(x), ¢3(x) son linealmente
independientes en I cuando

ar1p1(x)taspr(x)tazps(z) =0,Ve el = a1 =ax=a3 =0

Supuesto que las funciones ¢1(x),p2(x),p3(x) son
continuas y dos veces derivables en I se define la funcidn
Wronskiano de p1(z), pa(x), p3(x):

p1(x) @o(x) @3(x)
Wle1, @2, 03](x) = | ¢i(x) ©5(x) @5(x)
p1(z) wo(z) $3(x)

* Reslimenes / Capitulo 2 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccion. UC, M2 Eugenia Pérez Martinez



PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE (LH)
v+ a1(x)y” + ax(z)y +az(x)y =0 (LH)

e Combinacion lineal de soluciones es solucion:

Si y1(xz),y2(x),y3(x) son soluciones de (LH) en
I entonces cualquier combinacion lineal de ellas
a1y1(x) + ary2(x) + azys(x) es también solucidén de
(LH) en I (o; son constantes cualesquiera).

e TEOREMA: Sean yi(x),y>(x),ys3(x) tres soluciones
de (LH) en I, son linealmente independientes
— W[y17y27y3]($) # O, Ve €1
< Wly1,y2,y3](x0) # 0 para algin xzq € I.

Bajo estas condiciones, cualquier otra solucion de
(LH) es combinacion lineal de {yi1,y2,y3}.

e Siempre existen tres soluciones {yi1,y2,y3} lineal-
mente independientes de (LH) en I. Se dice que
{y1,y2,y3} forman un conjunto fundamental de so-
luciones.

e Dadas tres soluciones {yi,y2,y3} de (LH),
linealmente independientes en [ la solucion
general es:

y(z) = ciya(z)+cay2(z)+csys(z), c1,co,c3 constantes.



» Ecuaciones lineales homogéneas de orden n
con coeficientes constantes.

v a4+ an 1y +ay =0
a; constantes : = 1,2,--- ,n. Se resuelven en (—oo, ).

Se busca: y = e == )\ debe ser raiz del polinomio
caracteristico:

N+ a4 a1 A+ an.

Sean A1, Ao,---, A\, las raices de este polinomio en el
cuerpo de los complejos.
Posibilidades

a). Todas las raices son reales distintas. EIl conjunto
fundamental de soluciones es:

{e)\lx, e/\gx’ L ,6)\"1‘}.

b). Todas las raices son reales y algunas de ellas
coincidentes. Entonces, por cada raiz )\, de
multiplicidad ng, hay n; soluciones de la ecuacion
linealmente independientes asociadas a esta raiz:

{e>\kl’ me)\k.flf LE2€>\kx . mnk—le)\kx}
c). Hay al menos una raiz compleja A\, = p + ¢gi de
multiplicidad n; (el conjugado de M\, p — qi, €s
también una raiz de multiplicidad n;). Entonces,

hay 2n; soluciones linealmente independientes de la
ecuacion asociadas a ambas raices:

{eP” cos (qz), eP?sin (qx), xeP® cos (qx), xePT sin (qx), x2eP” cos (qz),
z2eP*sin (qz), - - - , 2 1eP? cos (qx), 2™ el sin (qx)}.
» La ecuacion de Euler de orden n:
"y + a1z YD o a1y 4 any = 0

Hacer z = ¢! para x > 0 — coeficientes constantes



Ecuaciones lineales de orden n, n > 2.

La ecuacion lineal homogénea de orden n tiene la forma
vy a1 @)y Y+ F a1 (@)Y Fan(x)y=0  (LH)

donde los coeficientes a;,, = = 1,2,---,n son funciones reales
definidas y continuas en un intervalo I = (a,b). La teoria general
para ecuaciones lineales de orden 2 se extiende a las de orden n > 2.

La ecuacion lineal no homogénea de orden n tiene |la forma
v +ai(@)y" P + -+ an (@)Y +an(z)y =r(z)  (LNH)
donde r : (a,b) — R. La solucion general de (LNH) es:

y(z) = yau(z) + yp(),

donde ygu(x) es la solucion general de (LH) e y,(x) es una solucion
particular de (LNH). Mas concretamente podemos escribir

y(z) = ayi(z) + coya(z) + -+ + coyn(z) + yp(2)

donde {yi1,y2,- - ,yn} son n soluciones de (LH) linealmente
independientes.

El resultado de existencia y unicidad de solucion satisfaciendo unas
condiciones iniciales nos o da el teorema siguiente:

Teorema 3 Sean a;,r funciones reales continuas en (a,b). Sea
zo € (a,b) , yd,y3---,ys € R. Entonces, existe una tnica solucion
del problema de Cauchy:

{ y™ + a1 @)y Y+ a1 (@)Y Fan(a)y = r(a)
y(z0) = v}, v (o) =42,y V(zo) = &,
definida en todo el intervalo (a,b).
Definicion: Se dice que n funciones ¢i1(x),p2(x), - ,on(x) son
linealmente independientes en el intervalo I cuando
Si a1p1(z)taspa(x)+- - F+appn(z) =0,Vz €l = a1 =ax =---a, = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no
son linealmente independientes: una de ellas se puede escribir como
combinacion lineal de las otras (n — 1).



Definicion: Wronskiano de n funciones {¢1, v2, - on}:

1 () p2(x) o on(a)
Wlpt, 2, -, pnl(x) = 901(33) 902(33) cpn(:c)
(n 1)(93) sO(n 1)(x) . (n 1)(93)

Propiedades de la solucion de ecuacion lineal homogéna
vy +ar(@)y" 4+ Fan1(@)y +an(x)y=0  (LH)

1. Siyi(z),y2(x), -+ ,yr(x) son soluciones de (LH) en I entonces
cualquier combinacion lineal de ellas a1y1(xz) + asy2(z) +-- -+
aryr(x) es también solucion de (LH) en I («; son constantes
cualesquiera).

2. n soluciones yi(x),y2(z), - ,yn(x) de (LH) son linealmente
independientes en I cuando, para cualquier punto xg € I, se

verifica Wly1,y2, -, yn](x0) # 0.

3. Dadas n soluciones y1(x),y2(x), - ,yn(z) de (LH) linealmente
independientes en I, cualquier otra solucion y(x) se escribe de
la forma:

y(z) = a1y1(z) + azya(z) + -+ + anyn(z) ,Vz € I,

para algunas constantes «;. Se dice que {y1,y2, - ,yn} fOorman
un sistema fundamental de soluciones de (LH) en I.

La solucion general de (LH) es:
y(z) = c1y1(z)+coya(x)+- - +enyn(x), c1,c2,---,c, CcOnstantes

4. El Wronskiano de n soluciones de (LH) en I, o bien, es
identicamente cero en I, o bien, no se anula en ningun punto
de I (esta propiedad es una consecuencia de la formula de
Abel para sistemas)

5. Sean yi(x),y2(x), - ,yn(x) n soluciones de (LH) en I, son
linealmente independientes si y sélo si Wyi,y2, -+ ,yn)(z) #
0,Vx € I ( evidentemente, basta con comprobar que el
Wronskiano es no nulo en un punto fijo cualquiera xg de I).
Esta propiedad es consecuencia de las propiedades 2 vy 4.

6. Hay n soluciones linealmente independientes de (LH).



Resolucion de ecuaciones lineales de n, Vn > 2
y "W +ar1(@)y" P+ Fan1(@)y +an(z)y=0  (LH)

y a1 (2)y" Y+ Fran_1(2)y +an(z)y = r(z) (LNH)

REDUCCION DEL ORDEN para (LH):

Método de variacion de parametros:. Si se conoce
una solucion yi(xz) de (LH), se reduce a una ecuacion
lineal de orden (n — 1) haciendo: y(z) = c(x)y1(x)
(c(x) es la funcidn incognita en la nueva ecuacion).

BUSQUEDA DE SOLUCION PARTICULAR de (LNH):

- Método de variacion de parametros para cualquier
ecuacion lineal con a; constantes o no y Vr(x) # 0.
Se busca

yp(x) = c1(@)yr(z) + ca(@)y2(z) 4 - - + co(@)yn(2),

con c¢;(x) a determinar substituyendo en (LNH).

- Método de coeficientes indeterminados para a;
constantes y con determinados términos r(x) # O:

o Si r(x) = pr(x)e*®, se busca y,(z) = x°P;(x)e™”
s =0 si a no es raiz del polinomio caracteristico
s=mn; Si a es raiz de multiplicidad n;

N+ a4+t a i A+ a, =0

o Sir(x) = pr(x)e*® cos(Bx) or(x) = pr(x)e*®sin (Bx),
se busca

yp(z) = * Py(2) e cos (Bz) + z°Qu(a)e™ sin (Bz)
s = 0 si a+16 no es raiz del polinomio caracteristico
s =mn,; Si a+ i3 es raiz de multiplicidad n;.
pr(z), Pu.(x) y Qi(z) denotan polinomios de grado k:
Py(x) = bo + brx + - - - + bpa®, Qp(x) = co + c1z + - - + cpa®
con los coeficientes b; y ¢; a determinar substituyendo en (LNH).



La Transformada de Laplace.

-Transforma ecuaciones diferenciales lineales de coefi-
cientes constantes en ecuaciones algebraicas,

-Transforma determinadas ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes polinOmicos en ecuaciones
diferenciales, en ocasiones mas simples de resolver

- Herramienta util para la resolucion de:

— Ecuaciones integrales — Ecuaciones integro-diferenciales
— Sistemas diferenciales lineales.

Definiciones

-Se dice que la funcidon f es continua por segmentos
en [0,00), cuando lo es en cada intervalo [0, N] para
cualquier N > 0.

-La funcién f, f: [0,00) — R es de orden exponencial «
Si existen constantes positivas T'y M tales que:

f(t)| < Me™, Vt>T.

-Dada una funcién f, f : [0,00) — R, se denomina
Transformada de Laplace de f en el punto A al valor:

LI = / T et dt (1)

0

-La definicion de la transformada de Laplace esta ligada
a que la integral impropia de (1):

00 R
/ e Mf(t)dt = Iim/ e M F () dt
sea convergente.

-Si la funcién f es continua a trozos en [0,00) y de
orden exponencial «, la integral converge para A > o O
mas exactamente para Re()\) > a.



Funciones utiles en Matematicas, Fisicas e Ingenieria
- FUNCION *“Heaviside” o ‘“escalon’

. 0 st t<a
u(t—a)—{ 1 si t>a.
- FUNCION DELTA: “funcién” §(t — a), es tal que:

_ co st t=a
5(t—a)—{ 0O si t#*a.

+o0 Foo
5(t— a)dt = 1, O(1)6(t — a)dt = d(a),
para cualquier funcién & continua en R.

Propiedades de la transformada de Laplace.

1. Sean f y g funciones tales que su transformada
de Laplace existe para A > «, Yy ci1,co constantes
cualesquiera. Entonces,

Lleif + cagl(X) = c1 LIfI(A) + c2L[g](A) , VA > a.

2. Si la transformada de Laplace de f existe para
A > «, entonces:

Lle™f1(N) = L[fI(X —a), VA > a + a.

3. Si f es continua en [0,00) V¥ f’ es continua a trozos
en [0,00), ¥ ambas son de orden exponencial «,
entonces:

LIfTA) = ALIFI(A) — f(0), VA > a.

4. Si f,f',---,f» 1 son continuas en [0,00) v ™ es
continua a trozos en [0,c), y todas ellas son de
orden exponencial «, entonces, VA > «:

LIF™MI) = AL =A""LF(0)=A"2f/(0)—- - - fF*71(0)



10.

Sea f continua a trozos en [0,00) vy de orden exponencial «.
Entonces: fgf(u)du es continua vy de orden exponencial, y

—ﬁ[inQ, VA > «a

E[/ fw)du](N) =
0

Sea f continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial a.
Entonces:

d"L[f]

Lt"f@)IN) = (—=1)" o (A), YA > a.

Sean f y g funciones tales que su transformada de Laplace
existe para A > a. Entonces:

E[/ f(t—u)g(uw)du](N) = LIfI(A).L[g](A) , VA > o
0

La funcion f * g(t) = fotf(t—u)g(u)du se denomina
convolucion de f y g.

Si la transformada de Laplace de f existe para A > «, entonces:
Llu(t —a) fI(A) = e ML[f(t 4+ a)](N), VA > a,
O lo que es equivalente

Llu(t = a) f(t = a)](A) = e LIF()I(N), YA > .

Sea f continua a trozos en [0,00) y periddica de periodo T
(es decir, f(t) = f(nT +t), Vt € [nT,(n+ 1)T]). Entonces,

fOT e Adt

Sea f continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial.
Entonces,

Jim LfI(A) =0



Se llama transformada inversa de Laplace
de una funcién F (), a la funcidén f(t) continua
a trozos en [0, 00) que verifica:

LIfI(N) = F(N).
Teorema de inversion.

Sean f y g dos funciones continuas a trozos en
[0,00), de orden exponencial a, y tales que

LIfIN) = L[g](N), VA > «.
Entonces:

f(t) = g(t)
salvo a lo sumo en los puntos de discontinuidad
de fyg.

APLICACION A UN PROBLEMA DE CONTORNO:
modelo de vigas con cargas puntuales:

Ely® =p(z), = €(0,1)

y(0) =4'(0) =0 ¢"(21) =y"(2l) =0,

donde E e I son constantes. E es el mdédulo de
elasticidad e I es el momento de inercia, y la constante
F1I se denomina constante de rigidez de curvatura. LoOsS
esfuerzos horizontales se suponen nulos. Se trata de un
problema de contorno Supongamos que la viga tiene una
carga concentrada P que actua sobre su centro =z = [.
El problema entonces es:

Ely™ = Ps(z—1), y(0)=14'(0) =0, y"(2) =¢"(21) =0





