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Prólogo

. ¿Podŕıa decirme qué camino debo tomar?

. Eso depende en gran medida de adónde quieras llegar.1

La frase con que el Gato de Cheschire contesta a la pregunta de Ali-
cia me parece una de las más adecuadas al empezar a escribir cualquier
tratado de matemáticas. Dado que es dif́ıcil escribir sobre ecuaciones
diferenciales para un amplio público, lo primero a tener en cuenta es a
quién va dirigido lo que se escribe y qué se pretende con ello.

A la vista de la larga historia de las ecuaciones diferenciales, y de
la extensa literatura escrita sobre el tema, lo que se puede aportar de
nuevo en un libro de texto de nivel elemental, es la orientación personal
del autor sobre la materia. Aunque las palabras son mitad del que las
dice y mitad del que las escucha, personalmente me siento obligada a
confesar que al escribir este documento estoy pensando, fundamental-
mente, en los alumnos de segundo curso de las Escuelas de Ingenieŕıa
de Caminos e Industrial de la Universidad de Cantabria, y mi principal
pretensión es la de facilitarles la tarea en la introducción y comprensión
de dicha materia. Esto no quita que el libro pueda ser útil para otros
alumnos. Prácticamente la totalidad del texto tiene su origen en los
apuntes dictados a lo largo de uno de los cursos Cálculo III o Ecuacio-
nes Diferenciales en dichas Escuelas.

Dicho esto, se explica en cierto modo el nivel tan elemental y es-
quemático con el que se abordan los temas: por un lado, los conoci-
mientos previos de matemáticas con que dichos alumnos llegan a esta

1 L. Carrol. Alicia en el páıs de las maravillas.
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asignatura se limitan a nociones elementales de Cálculo diferencial e in-
tegral en una y varias variables, y de Algebra lineal. Aśı pues, estos son
los conocimientos previos que se requieren para introducirse en el estu-
dio de las ecuaciones diferenciales abordadas en el texto. Por otro lado,
la materia relativa a la asignatura debe impartirse en un cuatrimestre
y esto limita considerablemente la extensión de cada tema.

Desde sus oŕıgenes, las ecuaciones diferenciales, están ligadas a pro-
blemas de la Ciencia que intentan, de alguna manera, explicar el com-
portamiento de la Naturaleza. Aśı, por ejemplo, los problemas de cálcu-
lo de la forma de un cuerpo elástico que se deforma bajo la acción de
unas fuerzas (en especial de una viga) fueron tratados emṕıricamen-
te por los constructores de las grandes catedrales medievales. Sin em-
bargo, la aproximación matemática del problema, es decir, el modelo
matemático, no se tiene hasta varios siglos después. El concepto de ecua-
ción diferencial es tan antiguo como el de derivada, y éste se remonta al
siglo XVII; en la última década de este siglo se habla ya expĺıcitamente
de ecuación diferencial (cf. Actorum Eruditorum, 1693).

Aunque en la historia de las ecuaciones diferenciales, las ecuacio-
nes en derivadas parciales han dado lugar al desarrollo de teoŕıas para
ecuaciones diferenciales ordinarias, por razones obvias de simplicidad
la exposición que se hace aqúı toma un sentido contrario. Este proce-
so de paso de lo más sencillo a lo más complicado pretende ser tónica
general en la exposición de cada tema. Además, se intenta dar una am-
plia variedad de métodos matemáticos y referencias, considerando la
importancia de las Ecuaciones Diferenciales (y de las Matemáticas en
general) en una carrera de Ingenieŕıa, no sólo desde un punto de vista
formativo sino también informativo.

Por otro lado, es en esta rama de la Ciencia, la Ingenieŕıa, en la
que quizás más se trabaja con aproximaciones, y los datos de los mo-
delos matemáticos planteados suelen obtenerse haciendo medidas, lo
cual ya involucra un error; es importante saber, en todo momento, en
qué medida lo que se resuelve se aproxima a lo que realmente hab́ıa
que resolver. De aqúı la importancia en Ingenieŕıa del concepto de pro-
blemas de ecuaciones diferenciales bien propuestos y de los métodos
de aproximación de soluciones. Teniendo en cuenta todas estas obser-
vaciones, a continuación se explica brevemente lo que se hace en este
libro.
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El libro está dividido en 7 caṕıtulos, los cinco primeros dedicados
a las ecuaciones diferenciales ordinarias y el sexto a las ecuaciones en
derivadas parciales. Cada uno de los temas o caṕıtulos se dividen en
secciones y éstas, a su vez, pueden dividirse en subsecciones.

En todos los temas se intenta seguir la técnica de introducir concep-
tos y enunciados de teoremas a través de ejemplos, de manera que sea
más sencilla, para el alumno, la comprensión del significado de estos
resultados. En general, los teoremas no se demuestran a no ser que su
demostración sea constructiva y aporte algo más que la prueba en śı de
dicho resultado; en ocasiones, se da una idea intuitiva de la demostra-
ción y, desde luego, śı se dan referencias para que el alumno interesado
pueda ver dichas demostraciones, indicando cuándo los conocimientos
matemáticos que precisa superan el nivel del curso. Son interesantes las
observaciones hechas a lo largo de los diferentes caṕıtulos para precisar
o explicar algunos resultados, para la ampliación de la materia presen-
tada o para la utilización de técnicas introducidas en otros caṕıtulos.

En cada caṕıtulo hay ejercicios planteados, relacionados con el tema
tratado, que pueden servir al alumno para comprobar si ha asimilado
los conocimientos adquiridos. Algunos de ellos sólo tienen sentido si
se hacen inmediatamente a continuación de algún teorema o resultado
teórico que los precede, dado que sirven para mejorar su comprensión o
dar idea de una demostración omitida en el texto. Determinados ejerci-
cios propuestos pueden resultar de resolución complicada para el nivel
del curso. Estos se incluyen en el texto para dar idea al alumno de otras
posibilidades abiertas para profundizar en la materia.

El caṕıtulo 7 sólo consta de ejercicios planteados, relativos a los
diferentes temas, todos ellos de fácil resolución. En cuanto a la biblio-
graf́ıa, al final de cada caṕıtulo se encuentran referencias recomendadas
sobre el tema. Se citan algunos libros de nivel adecuado para los cursos
mencionados; no obstante, es evidente que el alumno, a lo largo de la
carrera, se encontrará con problemas mucho más complicados de los
que se tratan en el texto, motivo por el cual se aporta una amplia lista
de referencias bibliográficas a las que poder dirigirse en determinados
casos no tratados en el libro.
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7.4. Sobre el caṕıtulo 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
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Caṕıtulo 1

Ecuaciones diferenciales de
primer orden.

1.1. Introducción.

Dada una función regular f(x) se puede conocer su derivada;
el proceso contrario consiste en encontrar una función y(x) tal que su
derivada sea f(x). Esto es resolver la ecuación diferencial y′ = f(x). La
ecuación planteada es evidentemente la ecuación diferencial ordinaria
de primer orden más sencilla con que nos vamos a encontrar, y como
es sabido no siempre se conoce la primitiva de la función f .

El objetivo de este caṕıtulo es la familiarización con las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden introduciendo conceptos bási-
cos que se utilizarán a lo largo del curso, aśı como ejemplos de aplicación
de las ecuaciones de primer orden a problemas de la F́ısica y la Técnica.
En general, dada la dificultad de resolución de las ecuaciones se inten-
tará dar una aproximación numérica de la solución aśı como dar ideas
sobre el comportamiento cualitativo de las soluciones, esto es, sobre su
comportamiento sin conocerlas expĺıcitamente. Se darán métodos de
resolución para algunas ecuaciones ”sencillas” que han jugado un papel
decisivo a lo largo de la historia de las ecuaciones diferenciales y que
en ocasiones aparecen en la práctica en la resolución de importantes
problemas.
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1.2. Primeras definiciones y ejemplos.

Una ecuación diferencial de primer orden es una expresión ma-
temática en la que se relaciona una función con su derivada. Es decir
una expresión del tipo:

F (x, y, y′) = 0 (1.1)

donde F es una función dependiente de tres variables definida en un
dominio D ⊂ R3, y = y(x) es la función incógnita, y′(x) su derivada y
x es la variable independiente.

Una función y = ϕ(x) se dice que es una solución de la ecuación
(1.1) en un intervalo (α, β) cuando ϕ es continua y derivable en (α, β),
y

(x, ϕ(x), ϕ′(x)) ∈ D y F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0 ∀x ∈ (α, β).

Ejemplo 1 La ecuación y′ = y2 tiene una solución y(x) = 1
3−x en

(−∞, 3) ∪ (3,+∞) (ver figura 1). Otra solución es y = 0 definida en
(−∞,+∞). Evidentemente, éstas dos no son todas las soluciones de
la ecuación diferencial. Dividiendo la ecuación por y2 e integrando ob-
tenemos una familia de soluciones de la ecuación dependientes de un
parámetro: ∫ y′(x)

y(x)2
dx =

∫
1 dx⇒

∫ 1

y2
dy =

∫
1 dx + c.

Por tanto, y(x) = 1
c−x es la familia uniparamétrica de soluciones: para

cada valor de la constante c una solución. Observamos que la solución
y = 0 no aparece en esta familia, esto es debido a que al dividir por y2 en
la ecuación estamos eliminando la posibilidad de que y = 0 sea solución.
También observamos que, aunque la ecuación diferencial esté definida
en todo R3, la solución no tiene porque estar definida en todo R. 2

Ejemplo 2 La función ϕ(x) = x2

4
es continua y derivable en (−∞,∞)

y satisface ϕ′(x) =
√
ϕ(x) para x ∈ (0,∞). Es decir, es una solución

de la ecuación y′ =
√
y en (0,∞). Es fácil demostrar que la función

y(x) = 0 cuando x ≤ 0, y(x) = x2

4
cuando x ≥ 0 y la función y(x) ≡ 0

son soluciones de la ecuación en (−∞,∞) (ver figura 2). Por otro lado,
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Figura 1 Curvas integrales de la ecuación y′ = y2

la ecuación diferencial dada está definida en {(x, y, y′), y ≥ 0}, mientras

que y′ =
√
|y| está definida en R3. La familia de curvas solución de

ésta última ecuación está dada por
√
y = x+c

2
para x ≥ −c y por√

−y = −x+c
2

para x ≤ −c (ver figura 2). 2

Figura 2 Curvas integrales de la ecuación y′ =
√
|y|.

Los ejemplos 1 y 2 son ejemplos de ecuaciones diferenciales escritas en
forma normal es decir de la forma y′ = f(x, y). No todas las ecua-
ciones se saben escribir de esta forma, como por ejemplo, la ecuación
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y′ = xy+exp(y′). Estos ejemplos nos permiten observar que en general,
al integrar una ecuación diferencial de primer orden se obtiene una fa-
milia uniparamétrica de curvas solución y = y(x, c), c es un parámetro.
Sin embargo esta afirmación no siempre es cierta. Por ejemplo, la ecua-
ción |y′| + |y| + |x| = 0 no tiene solución real, la ecuación y′2 + y2 = 0
sólo admite la solución trivial y ≡ 0. Tampoco la familia uniparamétri-
ca de soluciones nos proporciona todas las soluciones de la ecuación
diferencial (y ≡ 0 en los ejemplos 1 y 2 no está incluida en la fa-
milia). A la familia uniparamétrica de soluciones se la llama solución
general mientras que a cada solución para un valor fijo del parámetro
y = y(x, c0) se la denomina solución particular. Observamos que al in-
tegrar la ecuación diferecial las curvas de la solución general no vienen
siempre dadas en forma expĺıcita, y = y(x, c), sino que pueden venir
definidas en forma impĺıcita, φ(x, y, c) = 0, ó en forma paramétrica
(x(t, c), y(t, c)), t ∈ I ⊂ R, o en forma inversa, x = x(y, c). A todas
estas curvas se les suele llamar curvas integrales de la ecuación diferen-
cial y cuando se pueden escribir en la forma y = y(x) se les denomina
solución expĺıcita (ver Teorema de la función impĺıcita). Nosotros, en
general, no haremos diferencia y nos referiremos a ellas como curvas
solución. El siguiente ejemplo intenta ser ilustrativo de la situación.

Ejemplo 3 Se considera la ecuación y′ = −x
y

. Multiplicando la ecua-
ción por y, una simple integración nos permite afirmar que la familia
de curvas integrales está dada por la familia de circunferencias cen-
tradas en el origen, x2 + y2 = c2 (ver figura 3) . Evidentemente, la
solución obtenida está dada en forma impĺıcita. La solución expĺıci-
ta: y = ±

√
c2 − x2, x ∈ (−c, c). La solución en forma paramétrica

es (c cos t, c sin t) , mientras que la función inversa de la solución es
x(y) = ±

√
c2 − y2, y ∈ (−c, c). Observamos que la solución expĺıcita

está definida en puntos x 6= ±c. En estos puntos de la circunferencia
y = 0, y como consecuencia la ecuación diferencial y′ = −x

y
no está de-

finida, mientras que si lo está la ecuación x′(y) = −y
x

donde la variable
independiente es ahora la y. Las soluciones de esta última ecuación
son precisamente las curvas solución de la primera, en forma inversa,
x(y) = ±

√
c2 − y2, x ∈ (−c, c). Por otro lado, derivando impĺıcitamente

con respecto a x en x2 + y2 = c2 obtenemos la ecuación 2x+ 2yy′ = 0,
y derivando con respecto a y se obtiene 2xx′(y) + 2y = 0. De ambas
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Figura 3 Curvas integrales de la ecuación y′ = −x/y.

ecuaciones se obtiene inmediatamente dy
dx

= −x
y

y dx
dy

= − y
x

respecti-
vamente. Aśı pues el problema de obtener las curvas integrales de la
ecuación y′ = −x/y es el mismo que el de obtener las curvas integrales
de x′ = −y/x. 2

El ejemplo 3 nos da idea de cómo obtener una ecuación diferencial
de la que es solución general la familia de curvas φ(x, y, c) = 0: Desde
un punto de vista práctico, se deriva impĺıcitamente con respecto a x y
se elimina c si se puede entre las ecuaciones φ(x, y, c) = 0 y φx(x, y, c)+
φy(x, y, c)y

′ = 0 para obtener la ecuación diferencial. φx, φy indican las
derivadas parciales de φ con respecto a x e y. Aśı la ecuación diferencial
verificada por la familia y = exp(cx) está dada por y′ = y log y

x
, y la

ecuación diferencial de las circunferencias de radio 1 y centro en la
recta y = 0 es y2(y′2 + 1) = 1.

De ahora en adelante φx indicará la derivada parcial de la función φ
con respecto a la variable x, ∂φ

∂x
, y cuando escribamos

∫
f(x) dx haremos

referencia a una primitiva cualquiera de la función f(x).

El ejemplo 3, también, nos da idea de que resolver la ecuación dife-
rencial

dy

dx
= f(x, y) (1.2)



14 Caṕıtulo 1. Ecuaciones diferenciales de primer orden.

es equivalente a resolver

dx

dy
=

1

f(x, y)
. (1.3)

Ambas ecuaciones son la misma si f(x, y) 6= 0 y 1
f(x,y)

6= 0
La ecuaciones que hemos integrado hasta ahora son ejemplos de

ecuaciones de variables separadas, esto es se pueden escribir en la forma

f(y)y′ = g(x) . (1.4)

y su solución está dada por∫
f(y)dy =

∫
g(x)dx+ c ∀c constante. (1.5)

Otras ecuaciones que se reducen a una de este tipo son las ecuaciones
homogéneas. Son de la forma:

y′ = g(
y

x
) . (1.6)

Sin más que hacer el cambio u = y/x (i.e. u(x) = y(x)
x

) y substituir
en la ecuación (1.6), teniendo en cuenta que y′ = xu′ + u, se tiene
una ecuación de la forma (1.4). Ecuaciones que se reducen fácilmente a
homogéneas son las de la forma y′ = h( ax+by+c

αx+βy+γ
) (hágase un cambio de

variable z = ax + by ó (X = x − x0, Y = y − y0) según que las rectas
ax + by + c = 0 y αx + βy + γ = 0 sean paralelas o se corten en un
punto (x0, y0)).

Nosotros consideraremos que conocemos la solución de una ecua-
ción de variables separadas, ésta está dada mediante la fórmula (1.5),
pero como ya se dijo en la introducción no siempre se conoce la primi-
tiva de f y g, y por tanto, la solución escrita de esta forma puede no
darnos mucha idea de cómo se comportan las soluciones de la ecuación
diferencial. Damos, en la sección 1.3, un método que en ocasiones nos
permite obtener una idea cualitativa sobre el comportamiento de las
soluciones de una ecuación diferencial escrita en forma normal (1.2) o
(1.3). Observemos antes que la fórmula (1.5) puede también expresarse
de la forma: ∫ y

y0
f(y)dy =

∫ x

x0
g(s)ds
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donde ahora estamos particularizando el valor de la constante c, impo-
niendo a la curva solución que verifique y(x0) = y0. Notemos que, decir
que se impone a la gráfica de una curva solución que pase por un punto
(x0, y0) del plano, es resolver el problema de valor inicial o problema de
Cauchy {

y′ = f(x, y)
y(x0) = y0.

(1.7)

En general se dirá que dicha solución pasa por (x0, y0). Es evidente que
resolver el problema (1.7) es equivalente a resolver la ecuación integral:

y(x) = y0 +
∫ x

x0
f(s, y(s)) ds. (1.8)

1.3. Significado geométrico de y′ = f (x, y).

Supongamos que y = y(x) es una solución de la ecuación
y′ = f(x, y) y (x0, y0) es un punto cualquiera de su gráfica. No co-
nocemos la curva y = y(x), pero śı su pendiente: y′(x0) = f(x0, y0). Si
en cada punto (x, y) dibujamos una recta o un vector con pendiente
f(x, y) se tiene, lo que se llama, un campo de direcciones. Como desde
el punto de vista geométrico las ecuaciones (1.2) y (1.3) son totalmente
equivalentes, diremos que la ecuación diferencial y′ = f(x, y) define un
campo de direcciones en el dominio D donde f o 1

f
estén definidas:

(x, y) −→ dirección de la recta de pendiente f(x, y)

para (x, y) ∈ D, cuando f(x, y) está definida, ó

(x, y) −→ dirección del vector (
1

f(x, y)
, 1) .

para (x, y) ∈ D, cuando 1/f(x, y) está definida. Evidentemente en los
puntos en que f y 1/f están definidas ambas direcciones coinciden.

Dibujando muchas direcciones (tantas como se pueda) seguramente
podemos tener una idea de cómo se comportan las curvas solución. Tal
ocurre con la ecuación y′ = x para la que, a ráız del dibujo de la figura
4, vemos que las curvas integrales son parábolas desplazadas a lo largo
del eje y; esto se confirma fácilmente integrando la ecuación: y = x2

2
+c.
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Figura 4 Campo de direcciones asociado a y′ = x.

Evidentemente, el proceso es interesante para ecuaciones diferencia-
les de las que no se conoce la solución, con la complicación lógica de
dibujar el campo de direcciones asociado a la ecuación. El método de
las isoclinas nos puede ayudar en este caso. Dicho método consiste en
dibujar en el plano xy las llamadas curvas isoclinas donde la pendiente
de las soluciones de la ecuación diferencial es constante y, por tanto, lo
es la dirección del campo en los puntos de dichas isoclinas. Aśı

{(x, y)/f(x, y) = k}

es la isoclina para la pendiente k, y la dirección del campo a lo largo de
dicha curva es la del vector (1, k).

Ejemplo 4 La ecuación diferencial y′ = x2 + y2 tiene por isoclinas las
circunferencias x2+y2 = k. En cada circunferencia la dirección del cam-
po está dada por la del vector (1, k). Las curvas integrales son tangentes
a las rectas que definen la dirección del campo (ver figura 5). Aśı, da-
do que no sabemos resolver la ecuación diferencial, podemos tener una
idea del comportamiento de las curvas solución: las curvas solución son
crecientes y su pendiente es más suave cuando estan cerca del punto
(0, 0). Más adelante se comprobará numéricamente que esta gráfica nos
da una idea aproximada del comportamiento de las soluciones. 2
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Figura 5 Campo de direcciones asociado a y′ = x2 + y2.

Ejemplo 5 La ecuación y′ = y
x2

tiene por isoclinas las parábolas con
vértice en el origen y = kx2. En cada parábola la dirección del campo
está dada por la del vector (1, k). En los puntos de la recta x = 0 la
dirección del campo está dada por el vector (0, 1), como consecuencia
de considerar la ecuación diferencial x′ = x2

y
. El único punto donde no

está definido el campo de direcciones es el punto (0, 0). Aśı, el dibujo
de la figura 6 nos da una idea aproximada de las curvas integrales de
la ecuación que coincide con la obtenida al representar las soluciones
obtenidas por integración: y = c exp(− 1

x
), y = 0, x = 0. 2

Figura 6 Campo de direcciones asociado a y′ = y/x2.
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Figura 7 Crecimiento de las curvas integrales de y′ = xy + 1 .

De cara a obtener una mejor representación de las curvas integrales
a través del campo de direcciones puede ser conveniente pensar deteni-
damente en la isoclina para la pendiente 0 aśı como calcular la derivada
segunda de la función solución y(x),

y′′(x) = fx(x, y) + fy(x, y)f(x, y),

que nos da idea de las concavidades y convexidades de la solución y(x).
Por ejemplo, puede hacerse como ejercicio, bosquejar las curvas inte-
grales de la ecuación y′ = xy + 1. Observamos que la isoclina para la
pendiente k = 0, la hipérbola xy = −1, divide el plano en regiones en
que las curvas pasan de crecientes a decrecientes. La derivada segunda,
y′′ = x+(x2+1)y, nos proporciona la curva x+(x2+1)y = 0 por debajo
de la cual las soluciones son convexas y por encima cóncavas (ver figura
7). Si dibujamos más isoclinas tendremos una mejor aproximación de
las curvas integrales.

Ejemplos más sofisticados de representación de curvas integrales a
través del campo de direcciones nos los dan, por ejemplo, las ecua-
ciones y′ = sin y

sinx
e y′ = sinx

sin y
(ver gráficas de la figura 8), para los que

puede ser conveniente utilizar un ordenador. Observamos que en ambos
casos el campo de direcciones está definido en {(x, y) ∈ R2 / (x, y) 6=
(kπ, nπ), k, n ∈ Z}, pero que mientras los trozos de rectas {x = kπ, y 6=
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nπ}, {y = nπ, x 6= kπ} son curvas integrales de la primera ecuación,
no lo son de la segunda. Una simple integración de ambas ecuaciones
nos permite contrastar los dibujos de las figura 8 con las soluciones de
dichas ecuaciones.

Figura 8 Campo de direcciones asociado a y′ = sin y
sinx

(y′ = sinx
sin y

,

respectivamente) .

Dada una familia de curvas, φ(x, y, c) = 0, estamos en condiciones
de encontrar la familia de curvas, ψ(x, y, c) = 0, tal que, cada curva
de éstas corta a cada una de las de la otra familia con un determina-
do ángulo ω. En particular, cuando ω = π/2, se denominan familia
de curvas ortogonales: evidentemente, después de lo expuesto anterior-
mente, si φ(x, y, c) = 0 satisfacen la ecuación diferencial y′ = f(x, y),
ψ(x, y, c) = 0 son las curvas solución de y′ = −1/f(x, y).

Ejemplo 6 la familia de curvas ortogonales a y = exp(cx) satisfacen
la ecuación diferencial y′y log y = −x. Integrando dicha ecuación se
tiene que las curvas que cortan a la familia dada con un ángulo recto
es y2

2
log y − y2

4
+ x2

2
= c (ver figura 9). Se observa que como y = ecx,

sólo nos movemos en el semiplano y > 0. 2
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Figura 9 Curvas ortogonales a y = exp(cx) .

EJERCICIOS.

1. Dibujar el campo de direcciones y bosquejar las curvas integrales
asociadas a las siguientes ecuaciones diferenciales

a). Las ecuaciones de variables separadas: y′ = y
x2

, y′ = exp(−x2),
y′ = xy

|xy| , y′ = −x
y

, y′ = x+|x|
y+|y|

b). Las ecuaciones homogéneas: y′ = x−y
x+y

, y′ = x+y
x−y

c). Las ecuaciones lineales: y′ = 1 + 2xy , y′ = y , y′ = y + x ,
y′ = y + sin x , y′ = 2x− 1 , y′ = xy + 1 , y′ = y

sinx
.

d). La ecuaciones de Riccati y′ = y2 − x2, y′ = x2 + y2 + 1 .

e). Las ecuaciones y′ = cos (x− y), y′ =
√
|1− x2 − y2|.

Comparar con los gráficos de las soluciones obtenidas al integrar
la ecuación diferencial siempre que se pueda.

2. Encontrar la familia de curvas ortogonales a a). la familia de cir-
cunferencias centradas en el origen, b). la familia y = exp(cx), c).
la familia de rectas y = kx , d). la familia de elipses x2−xy+y2 =
c2, e). la familia de parábolas y = cx2, y, y2 = x+ c, f). la familia
de hipérbolas xy = c, g). La familia de curvas en coordenadas
polares r = c(1 + cos θ)



1.3. Significado geométrico de y′ = f(x, y). 21

3. a). Demostrar que la familia de circunferencias centradas en el
eje x y de radio 1 son una familia de curvas integrales de
y2(y′2 + 1) = 1.

b). Considerando el dibujo de esta familia, deducir que las rectas
y = ±1 son también curvas integrales de la ecuación. ¿Se
Podŕıan construir otras curvas integrales a partir de estas?

c). Demostrar que por cada punto de cada una de las rectas
y = ±1 hay una única circunferencia de la familia tangente
a ellas y que en cada segmento de las rectas hay infinitas
circunferencias que las cortan. Esto es, las rectas y = ±1
son curvas envolventes de la familia de circunferencias.

4. Encontrar la ecuación diferencial de las siguientes familias de cur-
vas: y = ecx, y = sin (x+ c), cy = sin (cx), x2 + cy2 = 2y .

5. Encontrar la ecuación diferencial de la familia de rectas que distan
del origen una longitud constante a. ¿Se podŕıan construir a partir
de estas rectas otras soluciones de la ecuación diferencial?

6. Se sabe que si dos ĺıneas rectas en el plano tienen pendientes m1

y m2 respectivamente, y se cortan con un ángulo α, entonces se
verifica la relación

tanα =
m2 −m1

1 +m1m2

.

a). Encontrar la familia de curvas que cortan a cada una de las
siguientes familias con un ángulo de 450: a). x− 2y = c , b).
x2 + y2 = c2.

b). Encontrar la familia de curvas que cortan a y = x ln |x|+ cx
con un ángulo ω = arctan(2).

7. Resolver las ecuaciones homogéneas: a). y′ = xy+y2+x2

x2
, b). y′ =

x
y

+
√

x
y
, c). xy′ = y − x exp( y

x
) , d). y′ = y2+xy

x2
, e). xy′ = y +

√
y2 − x2, f). y′ = 2x+y−5

x+2y−4 , g). y′ = x+y
x−y ,h). y′ = x+y+5

x+y−1 .

8. Se dice que una función f(x, y) es homogénea de orden p cuando
para cada real λ se verifica f(λx, λy) = λpf(x, y). Demostrar que
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si f(x, y) y g(x, y) son funciones homogéneas del mismo orden la

ecuación diferencial y′ = f(x,y)
g(x,y)

es también homogénea.

9. Una curva pasa del origen, en el plano xy, al primer cuadrante.
Se sabe que el área bajo la curva de (0, 0) a (x, y) es un tercio del
área del rectángulo que tiene esos puntos como vértices opuestos.
Encontrar la ecuación de la curva.

10. Encontrar las curvas verificando que, en cada punto, la abscisa
del punto de intersección de la tangente a la curva con el eje de
las abscisas es la mitad de la del punto.

11. Una pelota de futbol americano, que tiene forma de elipsoide de
revolución con 12 pulgadas de longitud y 6 de ancho, permanece
bajo la lluvia. Encontrar las trayectorias que seguirán las gotas
de agua al escurrir por sus lados.

1.4. Ecuaciones diferenciales exactas.

En ocasiones, como a lo largo de esta sección, encontramos
ecuaciones diferenciales escritas en la forma:

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0. (1.9)

Dejando a un lado cualquier otra consideración, nosotros no haremos
distinción entre la ecuación (1.9) y la ecuación

y′ = −P (x, y)

Q(x, y)
. (1.10)

De ahora en adelante suponemos que P y Q son funciones definidas en
un rectángulo abierto R de R2 no nulas a la vez. Se dice que la ecuación
(1.9) es diferencial exacta si existe una función F , F : R −→ R
derivable tal que Fx(x, y) = P (x, y) y Fy(x, y) = Q(x, y) ∀(x, y) ∈ R.
La importancia de la exactitud reside en que, en este caso, F (x, y) = c
es una familia de curvas integrales de (1.9). Esta última afirmación se
deduce sin más que derivar impĺıcitamente con respecto a x: Fx+Fyy

′ =
0, y por tanto F (x, y) = c satisface la ecuación (1.10).
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Evidentemente, nos interesa un criterio de exactitud para saber
cuando una ecuación es diferencial exacta. Supongamos para ello que
P y Q son funciones continuas y tienen derivadas parciales primeras
continuas en R. Si la ecuación (1.9) es diferencial exacta entonces se
demuestra inmediatamente que Py = Qx enR. El resultado complemen-
tario también es cierto. Supongamos que Py = Qx en R, y buscamos F
tal que Fx = P , Fy = Q.

Integrando la ecuación Fx = P con respecto a x:

F (x, y) =
∫
P (x, y) dx+ C(y)

donde C(y) es la constante de integración dependiente sólo de y. Im-
poniendo ahora la condición Fy = Q se tiene:

C ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

donde, debido a la relación Py = Qx, la parte derecha de la igualdad es
una función de la variable y independiente de x. Aśı pues,

F (x, y) =
∫
P (x, y) dx+

∫
(Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx) dy. (1.11)

Observamos que de esta manera tenemos un método constructivo de
calcular las curvas integrales de una ecuación diferencial exacta, F (x, y) =
c. Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1 Sean P y Q dos funciones continuas y con derivadas par-
ciales primeras continuas en R. Entonces, la ecuación (1.9) es diferen-
cial exacta en R si y sólo si Py(x, y) = Qx(x, y), ∀(x, y) ∈ R.

Ejemplo 7 La ecuación (y exp(xy)+2xy)dx+(x exp(xy)+x2)dy = 0 es
diferencial exacta dado que P = (y exp(xy) + 2xy) y Q = (x exp(xy) +
x2) satisfacen Py = exp(xy) + xy exp(xy) + 2x = Qx. La fórmula (1.11)
nos da F (x, y) = exp(xy)+x2y. Por tanto la familia de curvas integrales
es: exp(xy) + x2y = c. 2

Observamos que los resultados de esta sección son ciertos si R es
un dominio abierto simplemente conexo de R2. Por otro lado, a ráız
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del resultado anterior, uno puede preguntarse cuándo una ecuación no
diferencial exacta puede reducirse a una diferencial exacta. Para ello
introducimos en el siguiente apartado la noción de factor integrante de
una ecuación diferencial y damos idea de como obtener algunos de ellos.
Veamos antes un ejemplo:

Ejemplo 8 La ecuación (tan y)dx + (tanx)dy = 0 no es diferencial
exacta, pues Py 6= Qx, sin embargo, si multiplicamos la igualdad por
cosx cos y obtenemos (cos x sin y)dx+ (sinx cos y)dy = 0 que śı es dife-
rencial exacta y por tanto sabemos resolverla. La función ν, ν(x, y) =
cosx cos y, es lo que se denomina un factor integrante de la ecuación
diferencial dada, y resolver ésta es lo mismo que resolver la obtenida
al multiplicar por ν, salvo en los puntos en los que se anula ν(x, y) (
x = 2n+1

2
π, o y = 2k+1

2
π, para k, n ∈ Z). 2

1.4.1. Factores integrantes.

Una función ν = ν(x, y) , ν : R −→ R , ν(x, y) 6= 0 en R, se
dice que es un factor integrante de la ecuación (1.9) cuando la ecuación

ν(x, y)P (x, y) dx+ ν(x, y)Q(x, y) dy = 0 (1.12)

es diferencial exacta en R.
Es evidente que la resolución de la ecuación (1.9) es equivalente a

la de (1.12)
A ráız de lo expuesto anteriormente una condición necesaria y sufi-

ciente para que (1.9) admita un factor integrante es que se satisfaga

νy(x, y)P (x, y) + ν(x, y)Py(x, y) = νx(x, y)Q(x, y) + ν(x, y)Qx(x, y).

Esta es una ecuación en derivadas parciales de primer orden y su reso-
lución en general es más complicada que la que teńıamos al principio.
Aśı pues, vemos que el problema de encontrar un factor integrante no
es nada fácil, y en general lo que se suele hacer es encontrar factores
integrantes dependientes de x e y de una determinada forma: ν(x),
ν(y), ν(xy), ν(x2 + y), etc. La manera de proceder para ver si la ecua-
ción admite un factor integrante ν(z), con z = z(x, y) una función que
depende de x e y en la forma anteriormente citada, es como sigue: Se
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calculan las derivadas parciales de ν con respecto a x e y y se substituye
en la ecuación en derivadas parciales. A continuación se despeja ν′(z)

ν(z)
.

Evidentemente este término deberá ser función de z y de esta manera
se llega a una relación que tienen que verificar P y Q para que exista
un factor integrante ν(z).

Ejemplo 9 Queremos encontrar un factor integrante (1.9) dependiente
de xy2. Haciendo z = xy2, imponemos la condición de que ν = h(z) sea
factor integrante, i.e.

h(z)Py + h′(z)2xyP = h(z)Qx + h′(z)y2Q

Despejando h′(z)
h(z)

, se tiene:

h′(z)

h(z)
=

Qx − Py
2xyP − y2Q

.

Aśı pues, una condición necesaria y suficiente para que exista un factor
integrante dependiente de xy2 es que la función Qx(x,y)−Py(x,y)

2xyP (x,y)−y2Q(x,y)
sea

función de xy2. Entonces, el factor integrante está dado por

h(z) = exp(
∫ Qx − Py

2xyP − y2Q
dz).

2

Ejemplo 10 Demostramos que la ecuación (y2 +xy)dx−x2dy = 0 ad-
mite un factor integrante dependiente de xy2. Para ello, primero demos-
tramos que no es diferencial exacta: Tomemos P = (y2 +xy), Q = −x2
. Evidentemente Py 6= Qx. Sin embargo, Qx−Py

2xyP−y2Q = − 1
xy2

, luego exis-
te un factor integrante de la forma buscada, dado por la fórmula del
ejemplo 9: ν(x, y) = 1

xy2
. Multiplicando la ecuación por 1

xy2
se tiene

( 1
x

+ 1
y
)dx − x

y2
dy = 0, que śı es una ecuación diferencial exacta. Aho-

ra, la fórmula (1.11) con P = ( 1
x

+ 1
y
), Q = − x

y2
nos da la función

F (x, y) = log |x|+ x
y
. La familia de curvas integrales es: log |x|+ x

y
= c.

Como, en la ecuación de partida, P = (y2+xy) y Q = −x2 son nulas en
el punto (0, 0), en este punto no hay definida ecuación diferencial. Por
otro lado, puesto que hemos dividido por xy2 en la ecuación de partida
podŕıamos estar quitando soluciones de dicha ecuación. Aśı comproba-
mos que las curvas x = 0, y = 0 son también curvas integrales de la
ecuación diferencial. 2
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Se observa que una ecuación diferencial puede admitir distintos fac-
tores integrantes y que cuantos más factores integrantes se conozcan
más ecuaciones sabremos resolver. En los siguientes ejercicios se pide
encontrar diversos factores integrantes de ecuaciones diferenciales

EJERCICIOS.

1. Resolver las siguientes ecuaciones: a). y cosxdx+ (1 + sinx)dy =
0, b). (y cosx + 2x exp(y))dx + (x2 exp y − 1 + sinx)dy = 0, c).
(x3 + y

x
)dx + (y2 + log x)dy = 0 para x > 0, d). 3x(xy − 2)dx +

(x3 + 2y)dy = 0.

2. Dar condiciones necesarias y suficientes para que la ecuación (1.9)
admita un factor integrante dependiente de x, y, x+y, xy, x2+y2,
x+ y2, xnym, y, x

y
.

3. Reducir las siguientes ecuaciones a diferenciales exactas utilizando
alguno de los factores integrantes del ejercicio anterior: a). (3y2−
x)dx+ (2y3− 6xy)dy = 0, b). (y2 + xy)dx− x2dy = 0, c). x2

y
dy+

2xdx = 0, d). x2y3+x(1+y2)y′ = 0, e). (x−y)dx+(x+y)dy = 0, f).
(y−x)dx+(x+y)dy = 0, g). 2xdx+ x2

y
dy = 0, h). (y3−xy)y′ = 1.

i). (xy − 1)dx + (x2 − xy)dy = 0, j). ydx + (3x3y4 + x)dy = 0,
k). ydx + (x2y − x)dy = 0, l). xdx + (y + 4y3(x2 + y2))dy =
0, m). y(x + y2)dx + x2(y − 1)dy = 0, n). ydx − xdy = 0, o).
ydx+(2xy−exp(−2y))dy = 0, p). (x+2) sin ydx+x cos ydy = 0 .

4. Demostrar que si la ecuación (1.9) es una ecuación homogénea
entonces admite el factor integrante 1

xP (x,y)+yQ(x,y)
siempre que

el denominador no sea nulo. En el caso xP (x, y) + yQ(x, y) ≡ 0
entonces la ecuación es equivalente a la de variables separadas
ydx− xdy = 0.

5. Demostrar que la ecuación lineal no homogénea y′ + p(x)y =
q(x) admite un factor integrante dependiente de x. Calcular dicho
factor y resolver la ecuación.

6. Encontrar a para que la ecuación (xy2+ax2y)dx+x2(x+y)dy = 0
sea diferencial exacta y resolverla.
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1.5. Ecuaciones lineales.

La forma más general de la ecuación lineal de primer orden
es a0(x)y′ + a1(x)y + a2(x) = 0 con ai(x) funciones definidas en un
intervalo I ⊂ R, donde a0(x) no se anula nunca. Aśı se puede dividir
por a0(x) y tener una ecuación

y′ + p(x)y = q(x), (1.13)

conocida como ecuación lineal no homogénea, mientras que si q(x) ≡ 0,

y′ + p(x)y = 0 (1.14)

la ecuación recibe el nombre de ecuación lineal homogénea. De ahora
en adelante, suponemos que p y q son funciones continuas de I = (α, β)
en R, y se resuelve la ecuación en el intervalo I. Las ecuaciones linea-
les aparecen en numerosos problemas de la F́ısica y la Técnica y en
ocasiones se utilizan para aproximar modelos no lineales.

Resolvemos primero la ecuación homogénea. Obsevamos que la par-
ticularidad de la ecuación (1.14), a la que debe su nombre, es que dadas
dos soluciones y1(x), y2(x) en el intervalo I, cualquier combinación li-
neal de ellas y(x) = k1y1(x) + k2y2(x) es también solución en I, para
cualesquiera ki constantes. La resolución de (1.14) es sencilla dado que
es una ecuación de variables separadas. La familia de curvas integrales
es:

y(x) = c exp(−
∫
p(x)dx). (1.15)

Es evidente, que toda solución de (1.14) tiene la forma (1.15): en
efecto, si y1(x) es una solución, se comprueba que d

dx
(y1(x) exp(

∫
p(x)dx)) =

0 y por tanto y1(x) es de la forma (1.15) para alguna constante c.
En cuanto a la ecuación (1.13), puede ser considerada como una

ecuación que admite un factor integrante dependiente de x, ν(x) =
exp(

∫
p(x)dx) y ser resuelta, por tanto, como una diferencial exacta.

Nosotros, introducimos aqúı un método para resolverla que nos será de
utilidad para ecuaciones de orden superior: el método de variación de
parámetros. Para ello, observamos que toda solución de (1.13) es de la
forma c exp(−

∫
p(x)dx) + yp(x), donde yp es una solución particular

cualquiera de (1.13).
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El método de variación de parámetros consiste en encontrar yp(x)
de la forma yp = k(x) exp(−

∫
p(x)dx), es decir, una solución de la

ecuación homogénea multiplicada por una función k(x) a determinar.
Calculamos k(x) derivando la expresión yp = k(x) exp(−

∫
p(x)dx) y

substituyendo en (1.13). Aśı se llega a la ecuación:

k′(x) exp(−
∫
p(x)dx) = q(x),

de donde se obtiene k(x) mediante una simple integración. Esto nos
permite afirmar que la solución general de (1.13) está dada por

y(x) = exp(−
∫
p(x)dx)(c+

∫
q(x) exp(

∫
p(x)dx) dx ) , (1.16)

y evidentemente cualquier solución de la ecuación no homogénea es
de la forma (1.16). Aśı pues, para una ecuación lineal, no existen más
soluciones que las obtenidas a través de esta familia uniparamétrica
(comparar con el ejemplo 1, y el ejercicio 3 de la sección 1.3).

Observamos que se han tomado integrales indefinidas para la reso-
lución de las ecuaciones lineales, pero, como en el caso de las ecuaciones
de variables separadas, se podŕıan haber tomado integrales definidas.
De hecho se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2 Sean p, q : I −→ R funciones continuas y x0 ∈ I, y0 ∈ R.
Entonces, existe una única solución del problema de Cauchy,{

y′ + p(x)y = q(x)
y(x0) = y0,

(1.17)

definida en el intervalo I. Esta solución es:

y(x) = exp(−
∫ x

x0
p(s)ds) (y0 +

∫ x

x0
q(s) exp(

∫ s

x0
p(u)du) ds ).

Ejemplo 11 Resolvemos la ecuación lineal xy′+ 2y = 4x2 para x 6= 0,
aplicando la fórmula (1.16). Se tiene que la solución general está dada
por la familia y = x2 + c

x2
cuyas gráficas son las de la figura 10. Si

se impone la condición y(1) = 0, estamos resolviendo un problema de
Cauchy y la única curva solución es y = x2 − 1

x2
que está definida en

(0,∞) ( es decir, es la curva de la familia solución para c = −1). 2
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Figura 10 Curvas integrales de la ecuación xy′ + 2y = 4x2.

Algunas ecuaciones que se pueden reducir a ecuaciones lineales sin
más que hacer un cambio de variable son las ecuaciones de Bernouilli
y Riccati. La ecuación de Bernouilli es de la forma

y′ + p(x)y = q(x)yn

para n 6= 0 y n 6= 1. Estas ecuaciones se reducen a lineales multi-
plicándolas por y−n y haciendo el cambio z = y−n+1. La ecuación de
Riccati es de la forma

y′ + p(x)y2 + q(x)y = h(x)

y, supuesto que se conoce una solución particular de ella, y1(x), se
reduce a una de Bernouilli para n = 2 mediante el cambio u = y − y1.

En la sección 1.6 se darán diversos ejemplos de modelos matemáticos
en los que intervienen las ecuaciones lineales.

EJERCICIOS.

1. Resolver las siguientes ecuaciones lineales: a). y′ + xy = 2x, b).
y′ + y

x
= sinx, c). xy′ + 2y = 4x2, d). y′ + y = 1

(1+exp(x))
, e).

y′ sin 2x = 2(y+ cosx), f). xy′+ y = x sinx. Dibujar la familia de
curvas integrales si se puede.

2. Resolver las siguientes ecuaciones de Bernouilli y Riccati: a). y′ =
1
3
(1 − 2x)y4 − y, b).y′ + y2 = 1 + x2, c). y′ = y4 cosx + y tanx,
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d). y′ − (1 − 2x)y + y2 = 2x, e). x2y′ + xy + x2y2 = 1, f). y′ =
2(cosx)2−sin2 x+y2

2 cosx
, g). y′ = 2 tanx

cosx
−y2 sinx , h). y′+ y

2x
= x

y3
, i). y′ =

y
x

+x3y2−x5 . Buscar las soluciones particulares de las ecuaciones
de Riccati entre las funciones: yp = 1, x, 1

x
, sinx , 1

cosx
.

3. Resolver las ecuaciones: a). y(x2 + x) + x2y′ = 0, b).x cosx =
xy2y′ + y3, c). y′(x cosx− 1) = y2 − y(x sinx+ cos x) + sinx d).
y′ = −y

3x−xy−2 , e). xy′ + y = x4y3 .

4. Integrar la ecuación diferencial: sin (2x)y′ = 2(y+cosx). Estudiar
la existencia y unicidad de solución pasando por cada punto del
dominio D = (0, π

2
) × R, aśı como el intervalo de definición de

ésta. ¿Cuál de éstas soluciones está acotada cuando x→ π
2
?.

1.6. Modelos diferenciales.

En esta sección damos una serie de ejemplos sobre cómo la
teoŕıa de ecuaciones diferenciales de primer orden tiene aplicación en
la explicación algunos fenómeno que ocurren en la naturaleza. Tal es
por ejemplo, la cáıda libre de un cuerpo en la atmosféra, modelos de
crecimiento de poblaciones, la descomposición de materia radioactiva y
el paso de corriente a través de un circuito eléctrico. A lo largo de toda
esta sección la variable independiente x se denota por t debido a que
va a tener el significado f́ısico del tiempo.

Un modelo matemático es un problema matemático que intenta ex-
plicar algún fenómeno que ocurre en la naturaleza. Cuando el problema
se reduce a una o varias ecuaciones diferenciales se denomina Mode-
lo Diferencial. Los modelos diferenciales pueden estar gobernados por
ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas parciales o
sistemas de ecuaciones.

El proceso a seguir para llegar a un modelo diferencial es el siguiente:
Se observa un fenómeno real que se quiere explicar o hacer prediccio-
nes. Se reduce el problema a una serie de fórmulas matemáticas, esto
es, se formula el modelo matemático que se resuelve si se puede. Los
resultados obtenidos matemáticamente deben ser interpretados viendo
cuál es su significado f́ısico y contrastándolos con los obtenidos experi-
mentalmente, es decir, se valida el modelo. Si la aproximación obtenida
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es de nuestro agrado podemos usar el modelo para explicar, predecir,
decidir o corregir lo que fuese necesario.

A la hora de reducir el modelo a ecuaciones matemáticas es con-
veniente conocer las leyes que rigen la rama de la ciencia en que nos
movemos. Aśı por ejemplo en Mecánica las Leyes de Newton, en cir-
cuitos las Leyes de Kirchoff, en Elasticidad la Ley de Hooke. Si no
se conocen dichas leyes, es necesario hacer una serie de hipótesis y
suposiciones sobre la forma en que ocurre el proceso para pequeñas va-
riaciones de parámetros o variables para después, mediante un paso al
ĺımite, obtener la ecuación diferencial. En la validación del modelo hay
que tener en cuenta las hipótesis simplificadoras que se hicieron a la
hora de formular dicho modelo. Cuantas más hipótesis se hayan hecho
peor aproximará el modelo a la realidad, pero si se hacen pocas hipóte-
sis corremos el riesgo de llegar a un modelo matemático que no sepamos
resolver. En general no debemos esperar una mejor aproximación que
aquella que las hipótesis simplificadoras nos permitan.

1.6.1. Crecimiento de poblaciones.

Por ejemplo, en el Siglo XV III, en Estados Unidos se queŕıa
conocer el modo en que la población variaba para predecir posibles
cambios. El economista inglés T. Malthus propone el siguiente modelo
matemático: Los nacimientos y las muertes, en un intervalo de tiempo
pequeño, son proporcionales al tamaño de la población y al intervalo
de tiempo. Es decir, nacimientos = α∆tN(t), muertes = β∆tN(t),
siendo N(t) el tamaño de la población en el tiempo t. La variación
de la población en un intervalo de tiempo ∆t es ∆N(t) = γN(t)∆t
con γ = α − β. Tomando ĺımites cuando ∆t → 0 se tiene el modelo
matemático:

dN

dt
= γN . (1.18)

Resolviendo esta ecuación de variables separadas, junto con el hecho
de que en el instante de tiempo en el que partimos (t = 0) el tamaño
de la población es N0, obtenemos que la población en el instante t
está dada por N(t) = N0 exp (γt). Observamos en la gráfica de la figura
11 que si γ es negativo la población va extinguiéndose, si γ = 0, la
población se mantiene constante, y si es positivo, la población crece
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exponencialmente. Los valores N0 y γ se calculan para cada población
tomando dos medidas en dos instantes de tiempo distintos. Conviene
observar, también, que un pequeño error en el recuento de los datos
nos lleva a distintos valores de las constantes N0 ó γ que pueden ser
significativos y cambiar considerablemente los resultados del modelo
para tiempos grandes, es decir lejanos al instante en el que se cuenta la
población (ver ejercicio 1).

Figura 11 Crecimiento de la población N0 exp (γt).

Aśı, para la población en USA utilizamos la tabla 1 y obtenemos
N(t) = 3,9 × 106 exp (0,307t). En la tabla 2 se comparan los valores
reales de la población de USA entre 1820 y 1930 con los obtenidos
a través del modelo (1.18). Vemos cómo el modelo aproxima bien el
crecimiento de la población durante unas décadas y después el modelo
predice que la población va a crecer mucho más deprisa de lo que pasa en
realidad. Aśı pues, el modelo propuesto por Malthus no aproxima bien
al modelo real de crecimiento de esta población. Es necesario modificar
las hipótesis si queremos obtener una mejor aproximación.

Figura 12 TABLA 1. Población real 1790− 1810.
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Figura 13 TABLA 2. Población 1820− 1930. Modelo de Malthus.

En 1837 P.F. Verhulst propone unas modificaciones al modelo de
Malthus: la población no puede crecer ilimitadamente, sino que tiende
a estabilizarse en un ĺımite N∞ y la variación de la problación es pro-
porcional a la población N y al factor (1 − N

N∞
). Es decir, el modelo

matemático es ahora:

dN

dt
= γN(1− N

N∞
) (1.19)

y una simple integración nos da que el tamaño de la población es:

N(t) =
N0N∞

N0 + (N∞ −N0) exp(−γt)
.

Para la población de USA, se calculan aproximadamente los valores
tomados por Verhulst: N0 = 3,9 × 106, N∞ = 197 × 106 y γ = 0,3134.
En la tabla 3 se comparan los resultados del censo con los que nos da
el modelo de Verhulst (1.19). Vemos que la aproximación refleja bas-
tante bien la realidad. En la actualidad, la población de USA supera
ligeramente a la cantidad predicha por el modelo de Verhulst. ”Posi-
blemente” sea necesario introducir algunos cambios en el modelo para
poder predecir adecuadamente el tamaño de la población en tiempos
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futuros. Un simple cálculo nos muestra que (1.19) no es un buen modelo
para predecir el tamaño de la población en España durante el periodo
1860− 1960.

La ecuación (1.18) es una ecuación de variables separadas utilizada
con éxito para describir diversos fenómenos reales como crecimiento
de determinadas poblaciones, desintegración de materia radioactiva y
absorción de drogas en la sangre.

Figura 14 TABLA 3. Población 1820− 1930. Modelo de Verhulst.

1.6.2. Cáıda libre de cuerpos.

Si dejamos caer un cuerpo desde una altura H, el cuerpo se mue-
ve siguiendo la segunda Ley de Newton: fuerza = masa×aceleracion.
Suponemos que la altura es suficientemente pequeña comparada con el
radio de la tierra, de tal manera que el peso del cuerpo mg permanezca
constante durante el descenso (m es la masa y g la constante de la Gra-
vedad). Si lanzamos el cuerpo con una velocidad inicial v0, y suponemos
que no hay rozamiento, su velocidad v(t) en el instante t está dada por
la ecuación:

mg = m
dv

dt
mg es la fuerza ejercida por la tierra sobre el cuerpo. Aśı, v(t) = v0+gt,
mientras que la altura en cada tiempo t se obtiene mediante una simple
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integración h(t) = H − v0t− g t
2

2
((H − h(t))′ = v(t)).

Con las suposiciones hechas anteriormente un cuerpo puede golpear
a la tierra a una velocidad tan grande como queramos sin más que
aumentar su altura y dejarlo caer. Sabemos que esto no pasa, y que hay
otra fuerza que se opone al movimiento del cuerpo amortiguando por
tanto la velocidad; dicha fuerza es la fuerza de rozamiento. Suponiendo
que dicha fuerza es proporcional a su velocidad, se tiene la ecuación
que modela la cáıda del cuerpo:

m
dv

dt
= mg − αv(t).

Se trata de una ecuación lineal cuya solución está dada por:

v(t) = v0 exp(−at) +
g

a
(1− exp(−at)), con a =

α

m
.

1.6.3. Paso de corriente eléctrica a través de cir-
cuitos.

La teoŕıa de circutos eléctricos se basa en las siguientes suposi-
ciones:

a). La fuerza electromotriz del generador V (medida en voltios) im-
pulsa una carga eléctrica Q (medida en culombios) y produce una
corriente I (medida en amperios). La corriente y la carga están
relacionadas por I = dQ

dt
.

b). La resistencia R (medida en ohmios) se opone a la corriente disi-
pando la enerǵıa en forma de calor. La cáıda de voltaje producida
nos la da la Ley de Ohm: ER = RI.

c). La inductancia L (medida en henrios) produce una cáıda de vol-
taje dada por EL = LdI

dt
.

d). Un condensador de capacidad C (medida en faradios) almacena
una carga de manera que resiste al flujo de la carga produciendo
una cáıda de voltaje EC = Q

C
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e). La cáıda de voltaje en un circuito sigue la ley de Kirchoff: la suma
de todas las cáıdas de voltaje a lo largo de un circuito cerrado es
cero.

Aplicamos estas suposiciones a la resolución del siguiente ejemplo:
Se considera un circuito eléctrico que consiste de una resistencia R =
1 ohmio conectada en serie a una bobina de autoinducción L = 0,5
henrios. El circuito está alimentado por un generador que proporciona
una fuerza electromotriz alterna V (t) = 1×sin t (ver figura 15). Se pide
calcular la intensidad de corriente que circula por el circuito, sabiendo
que en el instante t = 0 se ha medido una intensidad de 2 amperios.

Figura 15 Circuito LR.

Para el circuito que hemos considerado, la ley de Kirchoff se expresa
con la fórmula

ER + EL − V = 0.

Teniendo en cuenta las relaciones de b) y c), donde R y L pueden ser
constantes o funciones del tiempo, se tiene la ecuación que modela la
intensidad de la corriente en el circuito:

RI(t) + L
dI

dt
= V.

Se trata de una ecuación lineal no homogénea que se sabe resolver.
Particularizando para los valores de las funciones R,L y V dados, y,
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teniendo en cuenta que conocemos la intensidad en el instante t = 0,
tendremos que resolver el problema de Cauchy:

0,5I ′(t) + I(t) = sin t, I(0) = 2

Encontramos inmediatamente que la intensidad de corriente en el cir-
cuito está dada por la función I(t) = 12

5
exp(−2t) + 2

5
(2 sin t − cos t).

Observamos, pues, (ver figura 16) que la intensidad de la corriente para
t grande (t → ∞) se va atenuando rápidamente para dar lugar a un
comportamiento sinusoidal que se mantiene indefinidamente.

Figura 16 Gráfica de I(t).

EJERCICIOS.

1. Suponiendo que el modelo de Malthus nos da una buena aproxi-
mación del crecimiento de la población, determinar el error que
se comete, para tiempos grandes, si se ha cometido un error al
contar la población de USA en el año 1800 , de tal manera que la
población contada es de 5,25×106 individuos en lugar de 5,3×106.

2. Un cultivo de bacterias de población x crece a un ritmo propor-
cional a x. Entre las 6 y las 7 de la tarde la población se triplica.
¿A qué hora será cien veces mayor a la que hab́ıa a las 6?.
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3. La desintegración de la materia radioactiva es proporcional a la
cantidad de materia que se tiene. Si la desintegración del 50 % de
la materia radioactiva se produce en 30 d́ıas, ¿en cuánto tiempo
se quedará un 1 % de la cantidad inicial?

4. Se supone que la resitencia del aire, que actua sobre un cuerpo en
cáıda de masa m, ejerece una fuerza retardadora proporcional a
cuadrado de la velocidad. Si se lanza un cuerpo, desde una altura
H, con velocidad inicial nula, calcular la velocidad con la que
llegará al suelo.

5. En el interior de la tierra, la fuerza de gravedad es proporcional
a la distancia al centro. Si se perfora un orificio que atraviesa la
tierra de polo a polo, y se deja caer una piedra por el orificio,
¿con qué velocidad llegará al centro?

6. Un torpedo se desplaza a una velocidad de 60 Km/h. en el mo-
mento en que se agota el combustible. Si el agua se opone a su
movimiento con una fuerza proporcional a la velocidad y, si en 1
Km. de recorrido se reduce su velocidad a 30 Km/h, ¿a qué dis-
tancia se detendrá?

7. El ritmo al que se enfŕıa un cuerpo caliente es proporcional a
la diferencia de temperatura existente entre él y el medio que le
rodea. Se calienta el cuerpo a 1100C, y se expone al aire libre a una
temperatura de 100C, que se mantiene constante. Al cabo de una
hora su temperatura es de 600C. ¿Cuánto tiempo deberá pasar
para que se enfŕıe a 300C?.

8. Comenzó a nevar una mañana y la nieve siguió cayendo con la
misma intensidad durante todo el d́ıa. Al mediod́ıa una máquina
quitanieves empezó a limpiar una carretera a ritmo constante en
términos de volumen quitado cada hora. La máquina limpió 2
Kms. para las dos de la tarde y 1 Km. más para las 4 de la tarde.
¿A qué hora empezó a nevar?.

9. Una bola de naftalina que teńıa originalmente un radio de 1
4

cm.
tiene, a la vuelta de un mes, uno de 1

8
cm.. Suponiendo que la
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evaporación es proporcional a la superficie, ¿cuántos meses tar-
dará en desaparecer por completo?.

10. Un columna cónica de sección circular cuyo material tiene una
densidad constante a soporta una carga L. Teniendo en cuenta
que las áreas de las secciones transversales son proporcionales a la
carga que soportan, y si el radio de la parte superior de la columna
es r0, encontrar el radio r(x) a una distancia x por debajo de la
parte superior.

11. Un depósito contiene 100 l. de agua pura. A partir de un tiem-
po, t = 0, se introduce salmuera conteniendo 1 gr. de sal por
litro, a razón de 1 l/m.. La mezcla, que se mantiene uniforme re-
volviéndola adecuadamente, sale del depósito a razón de 1 l/m..
¿Cuándo habrá 50 gr. de sal disuelta en el agua?.

12. Una cuenta se encuentra situada en el punto más elevado de un
ćırculo, en un plano vertical. Se une ese punto con otro punto
inferior del ćırculo mediante un alambre recto. Si la cuenta des-
ciende por el alambre sin fricción, probar que llegará al ćırculo en
el mismo tiempo T , sea cual sea la posición del punto inferior.

13. Una clepsidra (antiguo reloj de agua) es un cuenco que deja salir
el agua por un pequeño orificio hecho en el fondo. Encontrar la
forma que debe tener el reloj para que el nivel de agua disminuya
a velocidad constante. (De acuerdo con la ley de Torricelli, el
agua saldrá de un depósito abierto por un pequeño orificio a una
velocidad igual a la que adquiriŕıa al caer libremente desde el nivel
del agua hasta el orificio.)

1.7. El problema de Cauchy.

A lo largo de las secciones anteriores hemos resuelto algunas
ecuaciones diferenciales escritas en forma normal: entre otras, las ecua-
ciones de variables separadas, las diferenciales exactas, las lineales y
cualquiera que se reduzca a una de estos tipos. Sin embargo, muy a
menudo, nos aparecen ecuaciones diferenciales que no sabemos resolver,
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es decir, encontrar su familia de curvas integrales. Es interesante poder
decir algo de ellas, como que existe solución, que ésta es única y encon-
trar una aproximación de éstas. Comenzamos esta sección examinando
mediante un ejemplo, que es ilustrativo, cuándo podemos garantizar
que una ecuación admite solución única pasando por un punto.

Ejemplo 12 La ecuación y′ = 4x
√
|y| es de variables separadas y la

familia de curvas integrales está dada por y = (x2+c)2 si x2+c > 0 y por
y = −(x2 + c)2 si x2 + c ≤ 0 (ver figura 17). Observamos que por cada
punto (x0, y0), con y0 6= 0 pasa una sola solución de la ecuación definida
en algún intervalo (x0 − δ1, x0 + δ2), mientras que por puntos (x0, 0)
pasan muchas soluciones: por ejemplo, y1(x) = 0 e y2(x) = −(x2−x20)2
si |x| ≤ |x0|, y2(x) = (x2 − x20)2 si |x| ≥ |x0|, son dos de ellas.

Observando la ecuación diferencial y′ = f(x, y), con f(x, y) = 4x
√
|y|,

nos damos cuenta que f es una función continua en R2, y su derivada
parcial con respecto a y es continua en R2−{(x, 0)/x ∈ R}. El siguien-
te teorema nos aclara que esta situación puede ser general para otras
ecuaciones. 2

Figura 17 Curvas integrales de la ecuación y′ = 4x
√
|y| .

Teorema 3 Sea D el rectángulo abierto D = {(x, y)/a < x < b, c <
y < d} y la función f , f : D ⊂ R2 −→ R, continua en D y con derivada
parcial con respecto a y, ∂f

∂y
, continua en D. Entonces, ∀(x0, y0) ∈ D,
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existe un intervalo, [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ (a, b), en el cual la solución del
problema de Cauchy {

y′ = f(x, y)
y(x0) = y0

(1.20)

existe y es única.

Figura 18 En (a): δ = α. En (b): δ = β
M

.

La demostración del teorema 3 puede encontrarse en [5] y [22], por
ejemplo. Evidentemente, D puede ser cualquier dominio abierto de R2.
Una primera estimación del valor δ puede obtenerse: δ = mı́n {α, β

M
},

donde α, β son tales que el rectángulo D1 = {(x, y)/|x − x0| ≤ α, |y −
y0| ≤ β} ⊂ D, y, M = máx(x,y)∈D1 |f(x, y)|. El teorema sólo nos dice
que existe un valor δ tal que en [x0 − δ, x0 + δ] la solución es única
y su gráfica está contenida en D (ver figura 18). Fuera de este inter-
valo podŕıa no haber solución o no ser única, pero por razones obvias
la solución se puede prolongar y seguirá siendo única siempre que su
gráfica esté contenida en D. En este sentido, el resultado en la siguiente
observación es un poco más completo.

Observación 1 Sean f y ∂f
∂y

continuas en el dominio D, abierto conexo

de R2, y (x0, y0) ∈ D, existe una y sólo una solución y = ϕ(x) de (1.20)
en (ω−, ω+) verificando: (x, ϕ(x)) ∈ D, ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)), ∀x ∈
(ω−, ω+), ϕ(x0) = y0, y además, ó bien |x| + |ϕ(x)| → ∞, o bien
(x, ϕ(x)) se aproxima la frontera de D cuando x→ ω− (y x→ ω+).
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El resultado enunciado en la observación 1 constituye un verdadero
teorema y su demostración puede verse en [36]. En ocasiones la búsque-
da del intervalo máximo (ω±) donde la solución está definida y es única
no es una cuestión fácil tal y como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 13 La curvas integrales de la ecuación de Riccati y′ = x2+y2

fueron bosquejadas en el ejemplo 4. Estudiamos aqúı la existencia y
unicidad de solución de dicha ecuación pasando por (0, 1), aśı como
el intervalo de definición de ésta. Primero observamos que la función
f(x, y) = x2 + y2, aśı como su derivada fy = 2y, son funciones conti-
nuas en R2, por tanto, el teorema 3 nos garantiza que existe una única
solución de la ecuación, verificando y(0) = 1, definida en (−δ, δ), para
algún δ > 0. Ahora, probamos que el valor ω+ de la observación 1 es un
número que verifica π

4
≤ ω+ ≤ 1. Para ello consideramos las soluciones

de los tres problemas de Cauchy:{
y′ = y2

y(0) = 1,{
y′ = x2 + y2

y(0) = 1,{
y′ = 1 + y2

y(0) = 1.

Las tres soluciones pasan por el punto (0, 1) con pendientes 1, 1, 2
respectivamente. Como en un entorno de x = 0 se verifica y2 < x2 +
y2 < 1 + y2, la solución del segundo problema aqúı considerado, ϕ(x),
se mantiene entre la del primero y tercero para x < 1, y no corta
a ninguna de estas otras soluciones (ver figura 19). La solución del
primer problema es y = 1

1−x , estando, por tanto, definida en (−∞, 1).

La solución del tercer problema es y = tan (x+ π
4
) definida en (−3π

4
, π
4
).

Aśı pues deducimos que π
4
≤ ω+ ≤ 1.

Dado que no conocemos la solución ϕ(x), numéricamente observa-
mos (ver ejercicio 10) que, la solución del problema de Cauchy dado,
crece considerablemente para valores mayores que 0,9, esto hace pensar
que 0,9 < ω+ ≤ 1. Aún se podŕıa afinar un poco más sobre este va-
lor. Vemos, pues, que los métodos cualitativos y numéricos pueden ser
complementarios. 2
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Figura 19 Gráfica de la solución del problema y′ = x2 + y2, y(0) = 1
.

Supuesto que se verifican las condiciones del teorema 3, y supuesto
que f es ”muy regular”, cabe esperar que la solución ϕ(x) de (1.20) sea
”muy regular”, y nos podemos plantear, utilizar su desarrollo en serie
de Taylor para calcularla a través de las derivadas de la función f :

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ϕ(n)(x0)

n!
(x− x0)n .

Por ejemplo, si f admite derivadas parciales segundas continuas en D,
tenemos garantizado que la solución admite al menos derivada tercera
continua en [x0 − δ, x0 + δ], y,

ϕ(x) = ϕ(x0) + ϕ′(x0)(x− x0) +
ϕ′′(x0)

2
(x− x0)2 +

ϕ′′′(ζ)

3!
(x− x0)3 ,

para algún ζ comprendido entre x0 y x. Estos tres primeros términos
del desarrollo pueden ser una buena aproximación de la solución en
[x0 − δ, x0 + δ] dependiendo de la acotación de ϕ′′′(ζ) en función de las
derivadas de f , y del valor δ (ver ejercicios 6, 19 y 18, y 3 − 5 de la
sección 2.6).

Una cuestión interesante, que no queda reflejada en el enunciado del
teorema 3, es la cuestión relativa al buen planteamiento del problema
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(1.20). El problema de Cauchy se dice que es un problema bien plan-
teado cuando existe solución, es única, y a pequeñas variaciones de los
datos (f , (x0, y0)), se obtienen pequeñas variaciones de la solución. La
noción de problema bien planteado es muy importante en ingenieŕıa,
dado que, la mayoŕıa de los datos que se tienen provienen de una medi-
da y esto, ya, involucra un error, haciéndose por tanto necesario saber
en qué medida afecta este error a la solución del problema. No seremos
rigurosos enunciando resultados, pero si mencionamos que bajo las con-
diciones del teorema 3 la solución depende continuamente de los datos
del problema, esto es, a ”pequeñas” variaciones de los datos se tienen
”pequeñas” variaciones de la solución, siempre teniendo en cuenta que
estas variaciones dependen del intervalo en el que se está considerando
la solución: a medida que nos alejamos del punto x0 el error será mayor
(ver ejercicio 13 y ejercicio 1 de la sección 1.6).

Observación 2 Otra nota interesante a observar es que el teorema
3 y el resultado en la observación 1 nos dan condiciones suficientes
para que la solución exista y sea única. Aunque las hipótesis de ambos
resultados no se verificaran la tesis podŕıa seguir siendo cierta (ver
ejercicio 20). Por ejemplo, los resultados son ciertos si f es continua en
D y lipschitziana con respecto a y, esto es, existe una constante L tal
que:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ,∀(x, y1), (x, y2) ∈ D

(ver [1], [15] y [36] por ejemplo, para ejercicios y para un estudio más
detallado).

1.7.1. Aproximación numérica de la solución.

Dado que, en general, no es posible conocer expĺıcitamente la
solución del problema de Cauchy (1.20), aún cuando sepamos que existe
y es única, es conveniente poder construir una aproximación de ésta,
aśı como saber en que medida la función construida aproxima a la
solución verdadera de nuestro problema. Un método sencillo, que nos
permite construir una aproximación de la solución, es el método de las
poligonales o método de Euler.
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Figura 20 Método de las poligonales.

Tratamos de construir una aproximación de la solución y = ϕ(x)
de (1.20) que no conocemos. Lo que se conoce es la recta tangente a
ϕ(x) en (x0, y0), cuya pendiente es f(x0, y0) = ϕ′(x0). Para h muy pe-
queño, parece lógico pensar que una buena arpoximación de la solución
está dada en [x0, x0 +h] por la recta tangente y = y0 +f(x0, y0)(x−x0)
(ver figura 20). Denominando x1 = x0 + h, de nuevo en [x1, x1 + h]
una aproximación de la solución estará dada por la recta tangente
y = ϕ(x1) + f(x1, ϕ(x1))(x − x1). Ahora no conocemos ϕ(x1), pero
una aproximación suya es y1 = y0 + f(x0, y0)(x1−x0). De esta manera,
postulamos que una buena aproximación de la solución en [x1, x1 + h]
está dada por y = y1 + f(x1, y1)(x−x1). Aśı podemos continuar el pro-
ceso y construir una aproximación de ϕ(x) en un intervalo [x0, x0 + δ].

Construimos aśı una aproximación de la solución de (1.20) en el
intervalo [x0, x0 + δ] para el tamaño del paso h de la siguiente manera:

Dados (x0, y0), N = δ
h
, se calcula recursivamente

xi = x0 + ih, yi = yi−1 + hf(xi−1, yi−1), i = 1, 2, ..., N .

La aproximación de la solución en [xi−1, xi] es

ϕh(x) = yi−1 + (x− xi−1)f(xi−1, yi−1).

El conjunto {yi}Ni=0 se denomina solución numérica.
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Figura 21 TABLA 4. h=0.1.

Ejemplo 14 La solución del problema{
y′ = 1

2
− x+ 2y

y(0) = 1,

es ϕ(x) = exp (2x) + 1
2
x y está definida en (−∞,∞). Mediante un

simple algoritmo calculamos la aproximación numérica de la solución
en [0, 0,4] para los pasos h = 0,1 y h = 0,05. Los resultados, aśı como
el error, esto es la diferencia entre dichas aproximaciones y la solución
(ϕ − ϕh), quedan reflejados en las tablas 4 y 5 respectivamente (en
ambas se ha utilizado simple precisión).

Figura 22 TABLA 5. h=0.05.
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Observamos que a medida que disminuye el paso h el error disminu-
ye. En este caso, evidentemente, hemos podido calcular el error porque
conocemos expĺıcitamente la solución del problema. En general, esto no
va a poder hacerse, pero se puede demostrar que este error no supera a
Ch, donde C es una constante que depende de los datos del problema
x0, y0 y f . Construimos aqúı la aproximación de la solución para el paso
h = 0,1. Dados (x0, y0) = (0, 1), calculamos xi = 0,1 × i, i = 1, 2, 3, 4.
Mediante la fórmula yi+1 = yi + (1

2
− xi + 2yi)h, calculamos recursiva-

mente los valores aproximados de la solución en xi+1, para i = 0, 1, 2, 3
respectivamente:

y1 = 1,25, y2 = 1,54, y3 = 1,878, y4 = 2,2736

La aproximación de la solución que nos da el método de Euler es:

ϕ0,1(x) =



1 + 2,5(x− 0) si x ∈ [0, 0,1]

1,25 + 2,9(x− 0,1) si x ∈ [0,1, 0,2]

1,54 + 3,38(x− 0,2) si x ∈ [0,2, 0,3]

1,878 + 3,956(x− 0,3) si x ∈ [0,3, 0,4]

2

Nos damos cuenta de que la aproximación numérica de ϕ en x cam-
bia con el paso h, pero parece lógico pensar que a medida que h se hace
más pequeño más cerca estamos de ϕ(x). Se dice que las soluciones
aproximadas convergen en x si

ĺım
h→0
|ϕ(x)− ϕh(x)| = 0.

Es decir: cuando el tamaño del paso h tiende a cero, las aproximaciones
tienden al valor exacto ϕ(x). El siguiente resultado (ver [22] y [27], por
ejemplo, para su demostración) nos garantiza que el método de Euler
nos proporciona una buena aproximación de la solución cuando h→ 0.

Proposición 1 Con las notaciones anteriores, si f es continua y aco-
tada y sus derivadas parciales primeras son continuas en [a, b] × R.
Entonces, ∀x0 ∈ (a, b) , y0 ∈ R se tiene:

ĺım
h→0
|ϕ(x)− ϕh(x)| = 0, ∀x ∈ [x0, x0 + δ] ⊂ [a, b] .
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No entraremos en detalles sobre los errores que se cometen al tomar
yi por el valor exacto de la solución ϕ(xi), pero si mencionamos que
hay dos tipos de errores: el error del método y el error de redondeo.
Observamos que en la iteración i, el método de Euler nos da un valor
yi aproximado de la solución ϕ(xi) , mientras que el ordenador nos da
el valor ỹi. El error que tendremos es:

Ei = ϕ(xi)− ỹi = ϕ(xi)− yi + yi − ỹi. (1.21)

La segunda diferencia yi− ỹi es el error de redondeo que evidentemente
depende del ordenador que estamos utilizando (ver ejercicios 11-13 para
hacerse una idea de cómo influyen los errores de redondeo sobre la
solución encontrada). La diferencia ϕ(xi) − yi, en la fórmula (1.21),
es el error del método, que diremos de orden p si este error, en valor
absoluto, no supera nunca a una constante por hp. Observamos que en
la primera iteración (i.e. para calcular y1) partimos del valor exacto
de ϕ(x0). El error que se comete en la iteración i supuesto que yi−1
es exacto (yi−1 = ϕ(xi−1)) se denomina error local de truncamiento.
Evidentemente, este error, en general, sólo le tendremos en el primer
paso, para calcular el error que se comete al hallar y2 hay que tener en
cuenta el que se cometió para calcular y1, y aśı sucesivamente. La suma
de todos los errores locales que se cometen se denomina error global y
lo denotamos por eN .

El método de Euler es de orden 1, y el error depende de la amplitud
(2δ) del intervalo en el que estamos haciendo la aproximación y de la
función f . Más concretamente escribimos sin demostración (ver [5], por
ejemplo, para su demostración):

|eN | ≤
Ch

2L
(eδL − 1)

donde C = máx(x,y)∈D1 |f ∂f∂y + ∂f
∂x
|, L = máx(x,y)∈D1 |∂f∂y |, siendo D1 el

rectángulo cerrado en el que f y sus derivadas parciales primeras son
continuas, δ = mı́n {α, β

M
} (ver figura 18). El error total EN (ver (1.21))

se obtiene sumando a eN el error de redondeo.
A ráız de la fórmula para el error, se puede pensar que, si se dismi-

nuye el paso h suficientemente, vamos a obtener una aproximación tan
buena como queramos. Esto, en general, no es aśı, dado que al disminuir
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el paso aumentan los errores de redondeo y se puede demostrar que hay
un h∗ tal que si h < h∗, los errores de redondeo superan a los del méto-
do. Una buena idea para obtener mejores aproximaciones con menor
coste es considerar el paso h variable en cada iteración, es decir, consi-
derar que los puntos xi no están igualmente espaciados. Hacer variar el
paso en cada iteración puede ser conveniente e incluso obligatorio a la
hora de resolver ecuaciones cuyas soluciones vaŕıan muy rápidamente
en intervalos muy pequeños (ver ejemplo 13), de manera que se ahorren
cálculos cuando la solución vaŕıa lentamente (paso h más largo), y se
tenga idea del comportamiento singular de la solución.

Observamos que la fórmula yi+1 = yi + hf(xi, yi) se puede obtener
fácilmente sin más que reemplazar en la ecuación integral (ver (1.8)),

ϕ(xi+1) = ϕ(xi) +
∫ xi+1

xi
f(s, ϕ(s)) ds.

f(s, ϕ(s)) por su valor aproximado f(xi, yi). Una forma sencilla de me-
jorar la aproximación que nos da el método de Euler, es considerar en
cada paso una mejor aproximación de la integral

∫ xi+1
xi

f(s, ϕ(s)) ds. No-
sotros no consideramos aqúı estos casos, pero śı debemos observar que
un método un poco más complicado que el de Euler, pero de los más
utilizados por su precisión y simplicidad, es el método de Runge-Kutta
de orden 4 (ver ejercicios 10, 16 y 21). Para otros métodos numéricos
y para algunos problemas que pueden surgir utilizando estos métodos
recomendamos ver los interesantes ejemplos de [3] y [5] (ver también
ejercicios 17, 18 y 21).

EJERCICIOS.

1. Utilizar el resultado enunciado en la observación 1 para demostrar
que si p y q son funciones continuas en (a, b), el problema de
Cauchy (1.17) admite una única solución definida en (a, b) (ver
teorema 2).

2. Resolver el problema de valor inicial:

y′ =
3x2

3y2 − 4
, y(1) = 0

determinando el intervalo en el que la solución es válida.
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3. Resolver la ecuación y2
√

1− x2y′ = arcsin(x) en (−1, 1). En-
contrar la solución verificando y(0) = 1 aśı como el intervalo de
definición de ésta.

4. Demostrar que resolver el problema de Cauchy (1.20) es equiva-
lente a resolver la ecuación integral (1.8).

5. Se considera la sucesión de funciones: φ0(x) = y0, φ1(x) = y0 +∫ x
x0
f(s, φ0(s)) ds, φn(x) = y0 +

∫ x
x0
f(s, φn−1(s)) ds para n ≥ 1,

que se demuestra ”aproximan” bajo ciertas hipótesis sobre f a la
solución de (1.8) cuando n → ∞. Las funciones φn se denomi-
nan las iteradas de Picard. Demostrar que para los problemas de
Cauchy

y′ = x exp (−x2) , y(0) = 0 y

y′ = y , y(0) = 1

las iteradas de Picard nos proporcionan las sumas parciales del
desarrollo en serie de Taylor de la solución exacta.

6. Comprobar que las iteradas de Picard no nos proporcionan mucha
información sobre la solución del problema

y′ = exp (−x2) , y(0) = 0.

Comparar con la solución aproximada que nos proporciona el
método de Euler, aśı como con la aproximación que nos propor-
cionan los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
de la solución.

7. Estudiar la existencia, unicidad de solución e intervalo de defini-
ción de ésta de los siguientes problemas de Cauchy

a).

{
y′ = 2|y| 12

y(0) = 0,

b).

{
y′ = 2|y| 12

y(2) = 3,

c).

{
y′ = sin (y3 − 1) exp(−x2)

y(0) = 0,
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d).

{
y′ = (y − 1)

1
3

y(x0) = y0,∀(x0, y0) ∈ R2.

e).

{
y′ = sin (x2 − 1) + exp(−y2)

y(0) = 0,

8. Encontrar el valor numérico de la solución en [0, 1] del problema
e). del ejercicio 7, para los pasos h = 0,1 y h = 0,05. Comparar
los resultados obtenidos para los distintos pasos en los puntos
xi = 0,1× i, i = 1, 2, · · · , 10. Construir la aproximación ϕh(x) de
la solución en el intervalo [0, 0,5] para h = 0,1.

9. Se considera el problema de Cauchy{
yy′ = x exp(−y2)
y(0) = 1.

a). Resolver la ecuación diferencial. Estudiar la existencia y uni-
cidad de solución del problema dado, aśı como el intervalo
de definición de ésta.

b). Usando el método de Euler calcular el valor aproximado de la
solución en los puntos del intervalo xi = i× h ∈ [−0,3, 0,3],
i = ±1,±2,±3, · · ·, para los pasos h = 0,1, h = 0,05. Com-
parar estos valores con los valores exactos de la solución en
esos puntos.

10. Se considera el problema de Cauchy{
y′ = x2 + y2

y(0) = 1,

a). Encontrar, mediante el método de Euler, los valores aproxi-
mados de la solución en los puntos x = i× h, i = 1, 2, 3, 4, 5
para los valores del paso h = 0,1 y h = 0,05

b). Intentar encontrar la aproximación numérica de la solución
para los pasos h = 0,1, h = 0,05, en el intervalo [0, 1]. ¿Qué se
observa cerca del punto x = 1 ?. Encontrar el tamaño del
paso tal que |ϕh(0, 9)− 14,3| ≤ 0,05.
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c). Utilizando como valor inicial el valor aproximado de la solu-
ción en x = 0,9, obtenido en el apartado anterior (puede, por
ejemplo, tomarse el valor y(0,9) ≈ 14,27, obtenido mediante
el método de Runge-Kutta para el paso h = 0,05), aplicar
el método de Euler para los pasos h = 0,01 y h = 0,005,
para intentar aproximar la solución del problema dado, en
el intervalo [0,9, 1]. Utilizando los resultados obtenidos, dar
un valor aproximado de ω+ (ver ejemplo 13).

11. Usando el paso h = 0,05 y el método de Euler, pero reteniendo
sólo 2 decimales en cada valor aproximado de la solución, determi-
nar los valores aproximados de la solución del problema de Cauchy
del ejemplo 14. Debido a los errores de redondeo, ¿qué se observa
con respecto a las aproximaciones calculadas para el mismo paso
h?.

12. Para hacerse idea de cómo los errores de redondeo pueden afectar
a los cálculos numéricos, evaluar el determinante:

1000×
∣∣∣∣∣ 6,010 2,004

18,04 6,000

∣∣∣∣∣
tomando sólo el primer decimal de cada número. Lo mismo to-
mando los dos primeros decimales y luego los tres.

13. Considerar el problema de Cauchy:{
y′ = x+ y − 3

y(0) = 2,

cuya solución exacta es ϕ(x) = 2 − x en (−∞,∞). Tomar como
condición inical y(0) = 2,001 y calcular la solución exacta ϕ1(x).
Comparar los valores de ϕ(x) y ϕ1(x) para x = 1, para x =
log 106, y en general para x→∞. ¿Qué se puede decir, en general,
sobre el buen planteamiento de un problema de Cauchy?.

14. Estudiar la existencia y unicidad de solución de los siguientes
problemas: {

y′ = exp(x)y2 − 2y
y(0) = 1,
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{
y′ = y + exp(−y) + 2x

y(0) = 0,{
y′ = exp(−y)x+ x

(x2+1)

y(0) = 0.

Encontrar el valor aproximado de la solución en x = 0,1 y x = 1
para los pasos h = 0,1, h = 0,05, h = 0,01.

15. La ecuación y′ = 2|y| 12 admite al menos las soluciones y = 0
e y = x|x| soluciones pasando por (0, 0) definidas en (−∞,∞).
Comprobar que con el método de Euler sólo encontramos una
aproximación de la primera para cualquier paso h.

16. ¿Qué se puede decir sobre la unicidad de solución del problema{
y′ = y|y|−3/4 + x sin π

x

y(0) = 0
?.

Aplicar el método de Euler para encontrar la aproximación de la
solución en [0, 0,2]: Encontrar dos valores del tamaño del paso h,
tal que la solución numérica en x = 0,2 sea positiva y dos valores
de h tales que sea negativa. ¿A qué se debe este resultado?. Apli-
car el método de Runge-Kutta para aproximar numéricamente la
solución en [0, 1] para los valores de los pasos h = 1

15
, 1
20
, 1
10
, 1
27

,
respectivamente. Hacer una gráfica de la solución. ¿Qué se obser-
va?.

17. El método de Euler mejorado, para aproximar la solución de
(1.20), consiste en calcular yi+1 por el método de Euler y mejorar
luego este valor substituyéndole por el que se obtiene aproximan-
do la integral

∫ xi+1
xi

f(s, ϕ(s)) ds por el valor medio:

f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)

2
(xi+1 − xi).

Dicho método es de orden 2. Comparar los resultados obtenidos
utilizando este método para los pasos h = 0,1, h = 0,05 con los
de las tablas 4 y 5 respectivamente.
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18. El método de Taylor de orden n para la aproximación numérica
de la solución de (1.20) consiste en utilizar en cada iteración los
n + 1 primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de la
solución en xi. Esto es, para n = 2:

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+ (fx(xi, yi) + fy(xi, yi)f(xi, yi))h
2.

Utilizar los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
para encontrar una aproximación de la solución del problema de
Cauchy del ejercicio 9 en los puntos xi. ¿Se podŕıa razonar cuál
es el orden de este método?. ¿Qué ventajas e inconvenientes se
encuentran con respecto al método de Euler?. Hacer lo mismo en
el ejercicio 17.

19. Estudiar la existencia y unicidad de solución pasando por cada

punto del plano de la ecuación y′ =
√
|1− x2 − y2|. Utilizar los

cuatro primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de la
solución, para hacer una gráfica aproximada de la solución que
pasa por (0, 0), en el intervalo (−1, 1).

20. Sea f(x, y) una función continua en R2 tal que, f(x, y) < 0 si
xy > 0, y, f(x, y) > 0 si xy < 0. Demostrar que existe una única
solución de y′ = f(x, y) verificando y(0) = 0.

21. El método de Runge-Kutta, para aproximar la solución de (1.20),
consiste en calcular yi+1 mediante la fórmula:

yi+1 = yi +
h

6
(Li,1 + 2Li,2 + 2Li,3 + Li,4)

donde

Li,1 = f(xi, yi) , Li,2 = f(xi +
1

2
h , yi +

1

2
hLi,1) ,

Li,3 = f(xi +
1

2
h , yi +

1

2
hLi,2) , Li,4 = f(xi + h , yi + hLi,3) .

Dicho método es de orden 4, y la fórmula 1
6
(Li,1 + 2Li,2 + 2Li,3 +

Li,4) puede ser interpretada como una ”pendiente media”. Com-
parar los resultados obtenidos utilizando este método para los
pasos h = 0,1, h = 0,05 con los de las tablas 4 y 5 respectivamen-
te.
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Figura 23 Curvas integrales de la ecuación y′3 − y′ exp(2x) = 0.

1.8. Ecuaciones no resueltas en y′.
En las secciones anteriores se han resuelto y dado métodos

de aproximación de soluciones de ecuaciones escritas en forma normal
y′ = f(x, y). Algo común a estas soluciones es que en cada punto del
plano definen una sola dirección. Esto no tiene por que ser cierto pa-
ra ecuaciones más generales F (x, y, y′) = 0. Aśı ocurre en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 15 La ecuación y′3 = y′ exp(2x) define en cada punto del
plano (x, y) tres direcciones: y′ = 0, y′ = exp(x), y′ = − exp(x). Las
familias de soluciones están dadas por y = c1, y = exp(x) + c2, y =
− exp(x) + c3 (ci constantes), cuyas gráficas son las de la figura 23.
Observamos que por cada punto del plano pasan tres soluciones de la
ecuación, una por cada dirección. 2

Lo más normal es que por cada punto (x, y) pasen tantas soluciones
como valores de pi verifican F (x, y, pi) = 0, dado que cada uno de estos
puede ser un valor posible para la derivada de la solución. Los puntos
(x, y) en los que en cualquier entorno hay más soluciones pasando por
ellos que valores de pi, tales que F (x, y, pi) = 0, se denominan puntos
singulares. Aśı, por ejemplo, los puntos x = 0 son puntos singulares
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de la ecuación y′3 − y′x2y2 = 0 (ver ejercicio 1). Una curva solución
formada por puntos singulares se denomina solución singular. Un caso
particular, y el único que tratamos aqúı a modo ilustrativo, es la en-
volvente de una familia uniparamétrica de soluciones (ver [13] y [14])
para un estudio más detallado de otro tipo de curvas singulares).

Tal como se definió en el ejercicio 3, sección 1.3, una curva γ es curva
envolvente de una familia φ(x, y, c) = 0 de soluciones de F (x, y, y′) = 0
cuando en cada punto de γ hay una curva de la familia tangente a ella
mientras que en cada trozo de curva hay infinitas curvas de la familia
tangentes a γ. La envolvente de la familia, si existe, hay que buscarla
en el llamado c-discriminante, esto es, entre las curvas obtenidas al
eliminar c en las ecuaciones

φ(x, y, c) = 0 y
∂φ

∂c
(x, y, c) = 0. (1.22)

Curvas envolventes aparecen al resolver las ecuaciones de Clairaut: y =
xy′ + g(y′) con g(y′) 6≡ my′ + n. Haciendo el cambio y′ = p en la
ecuación, se deriva impĺıcitamente con respecto a x y se obtiene: (x +
g′(p)) dp

dx
= 0. Es decir, ó dp

dx
= 0 ó (x + g′(p)). Integrando dp

dx
= 0, se

tiene p = c, y substituyendo en la ecuación diferencial se obtiene que
y = xc + g(c) es una familia uniparamétricas de rectas solución. La
candidata a envolvente de esta familia se obtiene eliminando c entre
y = xc + g(c) y x + g′(c) = 0 (esto es lo mismo que eliminar p = y′

entre y = xp + g(p) y x + g′(p) = 0 y este conjunto de puntos es el
p-discriminante). En este caso, se tiene asegurado que esta curva es
efectivamente la curva envolvente de la familia de rectas. Nosostros lo
comprobamos en el siguiente ejemplo. Observamos que en el caso en
que no sepamos eliminar c entre y = xc + g(c) y x + g′(c) = 0, estas
dos ecuaciones definen también la curva envolvente en paramétricas.

Ejemplo 16 Resolvemos la ecuación de Clairaut y = xy′ + (y′ + 1)2.
Despejando y′ se demuestra que la ecuación define dos direcciones en
los puntos situados por encima de la parábola y = −x2

4
− x, una en los

puntos de esta curva y ninguna por debajo de ella (ver figura 24). La
familia de rectas solución está dada por y = xc+ (c+ 1)2. Despejando
c, observamos que por los puntos situados encima de la parábola pasan
dos rectas (dos valores de c distintos) de la familia, una recta (un solo
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valor de c) por los puntos de la parábola y ninguno por los puntos
de debajo (ningun valor real de c). Se comprueba fácilmente que la
recta que corta a la parábola es tangente a ella. La curva envolvente
es precisamente esta parábola: y = −x2

4
− x, y se obtiene eliminando c

entre y = xc + (c + 1)2 y x + 2(c + 1) = 0, tal como se deduce de las
relaciones (1.22). 2

Figura 24 Curvas integrales de la ecuación y = xy′ + (y′ + 1)2.

Otro ejemplo de ecuaciones no resueltas en la primera derivada (i.e.
la y′ no aparece despejada) son las ecuaciones de Lagrange. Tienen la
forma: y = f(y′)x+ g(y′) con f(y′) 6≡ y′.

Las ecuaciones de Clairaut y Lagrange son un tipo particular de
ecuaciones resolubles en y. Esto es de la forma y = f(x, y′). Todas ellas
se resuelven haciendo el cambio y′ = p en la ecuación: y = f(x, p).
Derivando impĺıcitamente con respecto a x, se llega a una ecuación
diferencial, siendo ahora p = p(x) la variable dependiente: p = fx +
fp

dp
dx

. Se resuelve si se puede, y la familia de curvas integrales de ésta
φ(x, p, c) = 0 junto con la ecuación diferencial y = f(x, p) definen
paramétricamente una familia de curvas integrales de la ecuación y =
f(x, y′). En el caso en que se pueda eliminar p entre las ecuaciones
φ(x, p, c) = 0, y = f(x, p) se obtiene la familia de curvas integrales en
forma impĺıcita (o expĺıcita).

Ejemplo 17 La ecuación y = x2 + 2xy′+ y′2

2
es una ecuación resoluble

en y. Se procede como acabamos de decir, en el parágrafo anterior, para
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obtener la ecuación p′(2x+ p) = −(2x+ p) (con p = y′). Supuesto que
p + 2x 6= 0, p′ = −1 e integrando x = −p + c. Ahora eliminando p
entre las ecuaciones x = −p + c e y = x2 + 2xp + p2

2
nos da la familia

de curvas integrales de la ecuación: y = −x2

2
+ xc + c2

2
. Se deduce

fácilmente que las curvas de la familia encontrada son parábolas con el
vértice en la parábola y = x2. Concretamente, para c = c0, la parábola

y = −x2

2
+ xc0 +

c20
2

tiene vértice en (c0, c
2
0) y es tangente a la parábola

y = −x2 en el punto (−c0,−c20). Se comprueba fácilmente que y = −x2
es una curva envolvente de la familia de parábolas. La figura 25 nos da
idea de la situación de las curvas integrales, notando que en los puntos
situados debajo de la parábola y = −x2 la ecuación diferencial no define
ninguna dirección. 2

El proceso anterior es válido para las ecuaciones de Lagrange, y
la única particularidad es que la ecuación diferencial en p, x es una
ecuación lineal con función incógnita x(p): p = f(p)+(f ′(p)x+g′(p)) dp

dx
.

En el caso en que f(p) − p = 0 tenga alguna ráız p = pi, la recta
y = xpi + g(pi) es también una solución de la ecuación diferencial que
no tiene por qué ser singular.

Figura 25 Curvas integrales de la ecuación y = x2 + 2xy′ + y′2

2
.

Ejemplo 18 Consideramos la ecuación de Lagrange y = 2xy′ − y′2.
Haciendo y′ = p, derivando con respecto a x se tiene −p = (2x−2p) dp

dx
,

de donde dividiendo por p y dp
dx

, se llega a la ecuación lineal dx
dp

+ 2
p
x = 2.
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Integrando esta ecuación x = 2
3
p+ c

p2
. Aśı la familia de curvas integrales

de la ecuación está dada por las ecuaciones en paramétricas:

x =
2

3
p+

c

p2
, y = 2xp− p2

es decir

x =
2

3
p+

c

p2
, y =

1

3
p2 +

2c

p

(ver ejercicio 3). Evidentemente, en los cálculos realizados p 6= 0. Sin
embargo, identificando términos f(p) = 2p y g(p) = −p2, f(p)− p = 0
tiene por ráız p = 0. Observamos que y = f(0)x+ g(0) = 0 es también
una solución de la ecuación. 2

Las ecuaciones resolubles en x son de la forma x = f(y, y′). Su
resolución es totalmente análoga a las resolubles en y, con la parti-
cularidad de que la y juega ahora el papel de variable independien-
te. Hacemos y′ = p en la ecuación y derivamos con respecto a y:
1
p

= fy + fp
dp
dy

. Resolviendo esta última ecuación , su familia de curvas

integrales φ(p, y, c) = 0 junto con x = f(y, p) nos definen la solución en
paramétricas de la ecuación x = f(y, y′).

EJERCICIOS.

1. Resolver las siguientes ecuaciones dibujando las curvas integrales:
y′3 − y′x2y2 = 0, y′2 + (x+ 1)y′ + x = 0, y′2 − (x+ y)y′ + xy = 0

2. Resolver las siguientes ecuaciones dibujando las curvas integrales,
aśı como posibles envolventes o curvas solución singulares: x−y =
4
9
y′2 − 8

27
y′3, x = y − log y′ , y = xy′ + y′2 , (xy′ + y)2 = x2y′.

3. Comprobar que la familia de curvas hallada en el ejemplo 18 es
efectivamente la solución paramétrica de la ecuación de Lagrange
y = 2xy′ − y′2. Demostrar que por cada punto (x0, y0) no pasa
ninguna curva de la familia si x20 < y0, pasa una sola curva si
x20 = y0 y pasan dos curvas si x20 > y0. Dicha curva se obtiene
eliminando p entre la ecuación y = 2xp− p2 y la derivada parcial
de esta ecuación con respecto a p, 0 = 2x− 2p (p-discriminante)
y, sin embargo, no es una curva envolvente de la familia solución.
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4. Resolver las ecuaciones de Clairaut y = xy′ + 1
y′

, (xy′ − y)2 =

1 + y′2 , y = xy′ + (y′ − 1)3.

5. A ráız de los resultados de la sección 1.7, razonar si hay algún
motivo por el cual la curva envolvente está contenida en el p-
discriminante de la ecuación. ¿Y en el c-discriminante de la familia
solución?

6. Deducir la ecuación diferencial que deben satisfacer las curvas
tales que sus tangentes forman con los ejes de coordenadas un
triángulo de área 2a2. Resolver la ecuación y encontrar las curvas
que satisfacen la condición anterior.

7. Resolver las siguientes ecuaciones: a). y2y′2 + 3xy′ − y = 0, b).
3x4y′2 − xy′ − y = 0, c). y′2 − 4y3 = 0, d). y = 2xy′ − y′3, e).
(2y′)3 = 27y, f). y = x(1 + y′) + y′2, g). y = 2xy′ + sin y′.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales de
orden n, n > 1.

2.1. Introducción.

Se vió, en el caṕıtulo anterior, que las ecuaciones diferenciales de
primer orden son expresiones matemáticas en las que se relaciona una
función y(x) y su derivada primera con otras funciones conocidas de la
variable independiente x. Cuando en esta expresión aparece también la
derivada segunda y′′(x), se dice que la ecuación es de segundo orden.

En este caṕıtulo nos ocupamos fundamentalmente de las ecuacio-
nes lineales de segundo orden. La teoŕıa para éstas se generaliza en la
sección 2.4 a las ecuaciones lineales de orden n. La sección 2.5 nos da
idea de algunos problemas de la F́ısica y la Técnica donde intervienen
ecuaciones de este tipo. En la sección 2.2 un simple ejemplo nos pone
de manifiesto la importancia de las ecuaciones lineales para aproximar,
en determinados casos, a las no lineales. Las ecuaciones no lineales apa-
recen a menudo en problemas que modelan fenómenos de la naturaleza,
sin embargo, la dificultad general de abordar estas ecuaciones hace que
las excluyamos aqúı. Serán consideradas en el caṕıtulo 4, en el contex-
to del estudio cualitativo de las soluciones de sistemas autónomos. En
la sección 2.3 se resuelven, principalmente, ecuaciones lineales de coefi-
cientes constantes, aśı como ecuaciones que se pueden reducir de orden.
Para coeficientes no constantes la sección 2.6 intenta ser ilustrativa en

61
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el tipo de técnicas a seguir: buscar las soluciones en forma de series de
potencias. Finalmente en la sección 2.7 introducimos la tranformada
de Laplace y las propiedades de ésta que nos permiten aplicarla para
la resolución de las ecuaciones diferenciales. Debemos destacar la im-
portancia de usar la transformada de Laplace cuando en los problemas
aparecen por ejemplo cargas puntuales o fuerzas instantáneas.

2.2. Primeras definiciones y ejemplos.

Una ecuación diferencial de segundo orden es una expresión
matemática en la que se relaciona una función con sus derivadas primera
y segunda. Es decir, una expresión del tipo:

F (x, y, y′, y′′) = 0 (2.1)

donde F es una función dependiente de cuatro variables definida en
un dominio D ⊂ R4, y = y(x) es la función incógnita, y′(x), y′′(x)
sus derivadas primera y segunda respectivamente y x es la variable
independiente.

Una función y = ϕ(x) se dice que es una solución de la ecuación
(2.1) en un intervalo (α, β) cuando ϕ es continua, admite derivadas
primera y segunda en (α, β), (x, ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) ∈ D, y,

F (x, ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x)) = 0 ∀x ∈ (α, β).

Ejemplo 19 Integrando dos veces en la ecuación y′′ = x obtenemos
familia de soluciones que depende de dos parámetros y = x3

6
+Cx+D.

Particularizamos el valor de C y D imponiendo a las soluciones, por
ejemplo, y(0) = 0, y′(0) = 1. La única solución que satisface estas
condiciones iniciales es y = x3

6
+ x está definida en (−∞,∞). 2

En general, al integrar una ecuación de segundo orden se obtiene una
familia biparamétrica de curvas integrales φ(x, y, c1, c2) = 0, que de-
nominaremos solución general. Una solución particular se obtiene para
valores fijos de c1 y c2. La ecuación se dice que está escrita en for-
ma normal cuando tenemos y′′ = f(x, y, y′). Como para las ecuaciones
de primer orden no todas las ecuaciones se pueden escribir en forma
normal.
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La teoŕıa de las ecuaciones diferenciales de segundo orden se reduce
como se verá más adelante a la de ecuaciones de primer orden cuyas
incógnitas son pares de funciones, esto es, a sistemas de primer orden
con dos incógnitas: Haciendo y′ = z en la ecuación y′′ = f(x, y, y′) se
tiene el sistema diferencial de primer orden con dos ecuaciones:{

y′ = z
z′ = f(x, y, z).

(2.2)

La forma más general de un sistema de primer orden escrito en
forma normal es {

y′ = r(x, y, z)
z′ = s(x, y, z),

(2.3)

donde r y s funciones definidas en algún dominio de R3, y y(x), z(x)
son las funciones incógnitas. Bajo ”condiciones de regularidad” de r y
s se puede asegurar que existe una única solución del sistema definido
en algún intervalo [x0 − δ, x0 + δ] verificando unas condiciones inicia-
les: y(x0) = y0, z(x0) = z0, para x0, y0, z0 convenientemente elegidos.
Más adelante, enunciamos de forma precisa este resultado para ecua-
ciones de segundo orden (ver teorema 4 para ecuaciones, teorema 10 del
caṕıtulo 3 para sistemas). A continuación esbozamos sin ningún tipo
de comentario (se pueden añadir los ya hechos para las ecuaciones de
primer orden) el método de Euler para aproximar numéricamente la
solución de un sistema de dos ecuaciones y como consecuencia de una
ecuación de segundo orden.

Dado el problema de Cauchy{
y′ = r(x, y, z) , z′ = s(x, y, z),

y(x0) = y0 , z(x0) = z0,
(2.4)

la aproximación numérica, para el tamaño del paso h, de la solución
(y(x), z(x)) en xi = x0 + i× h está dada por:

yi = yi−1 + hr(xi−1, yi−1, zi−1), zi = zi−1 + hs(xi−1, yi−1, zi−1),

para i = 1, 2, · · ·N .
También en este caso es posible definir el campo de direcciones

asociado al sistema 2.4, bien entendido que se trata de un campo de



64 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales de orden n, n > 1.

vectores en dimensión 3 con las dificultades adicionales que esto lleva
consigo. Cuando la ecuación (ó sistema) es autónoma, es decir, en ella
no aparece una dependencia expĺıcita de la variable independiente, el
problema se puede simplificar dibujando el campo de direcciones de las
trayectorias, como nos muestra el siguiente ejemplo (ver caṕıtulo 4 para
más detalles).

Ejemplo 20 La ecuación diferencial de segundo orden y′′+y = 0 tiene
por familia de soluciones y = c1 cosx+ c2 sinx. El sistema asociado es:

{
y′ = z
z′ = −y,

donde y′ = z. Una solución de este sistema es y = cos x, z = − sinx,
y , se representa en el espacio xyz mediante una hélice, mientras que
la trayectoria es la curva del plano yz cuya ecuación paramétrica es
(cosx,− sinx), x ∈ R , es decir, la gráfica es una circunferencia (ver
figura 27).

La ecuación diferencial de las trayectorias de la ecuación y′′+ y = 0
es dz

dy
= −y

z
. El campo de direcciones de esta ecuación es el de la figura

26, donde es fácil deducir que las trayectorias son circunferencias. 2

Figura 26 Campo de direcciones de las trayectorias de la ecuación
y′′ + y = 0.
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Figura 27 Gráficas de una solución y la correspondiente trayectoria
del sistema asociado a y′′ + y = 0.

Dada una función f definida en un cubo u otro dominio abierto D de
R3, y un punto cualquiera (x0, y

1
0, y

2
0) ∈ D. El problema de valor inicial

o de Cauchy consiste en encontrar una solución de y′′ = f(x, y, y′),
verificando y(x0) = y10, y′(x0) = y20, esto es, del problema:{

y′′ = f(x, y, y′)
y(x0) = y10 , y′(x0) = y20.

(2.5)

Una función ϕ : (a, b) −→ R es una solución de (2.5) en (a, b) si
ϕ es continua y dos veces derivable en (a, b), ∀x ∈ (a, b) se verifica
(x, ϕ(x), ϕ′(x)) ∈ D y ϕ′′(x) = f(x, ϕ(x), ϕ′(x)) y, además, ϕ(x0) = y10,
y ϕ′(x0) = y20.

El siguiente teorema nos asegura bajo qué condiciones podemos es-
perar encontrar una solución única de (2.5). La demostración del teo-
rema 4 puede considerarse como un caso particular de la del teorema
10 del caṕıtulo 3 (ver [14], por ejemplo, para la demostración).

Teorema 4 Sea D el cubo D = {(x, y, z)/a < x < b, c < y < d, e <
z < f} y la función f , f : D ⊂ R3 −→ R, continua en D y con
derivadas ∂f

∂y
, ∂f
∂z

continuas en D. Entonces, ∀(x0, y10, y20) ∈ D, existe

un intervalo, [x0−δ, x0 +δ] ⊂ (a, b), en el cual la solución del problema
de Cauchy (2.5) existe y es única.
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La ecuación (2.1) se dice lineal cuando tiene la forma y′′ + p(x)y′ +
q(x)y = r(x). Estas ecuaciones van a ser el objeto de estudio de los si-
guientes apartados. Las ecuaciones no lineales, en general, son dif́ıciles
de resolver. En algunos casos, como los que se reflejan en los ejemplos
siguientes, se pueden reducir fácilmente a una ecuación de primer orden
mediante un cambio de variable (por ejemplo si y′′ = f(x, y′) se hace
y′ = u)) o multiplicando la ecuación por alguna función conveniente-
mente elegida (ver [13], por ejemplo, para otros métodos).

Ejemplo 21 En la ecuación no lineal y′′ = 2y3, la función f(x, y, y′) =
2y3 es regular en R3. Por tanto, existe una única solución del problema
de Cauchy:

y′′ = 2y3, y(0) = 1, y′(0) = 1.

Para buscarla, multiplicamos la ecuación por y′ y se observa que tene-
mos: (y

′2

2
)′ = (y

4

2
)′. Integrando esta ecuación e imponiendo las condicio-

nes iniciales y(0) = 1, y′(0) = 1, se tiene: y′2

2
= y4

2
. Es decir, y′ = ±y2.

Integrando de nuevo, e imponiendo la condición inicial y(0) = 1, se tie-
nen dos soluciones y = 1

1±x . Evidentemente, a ráız del teorema 4, sólo
una es solución del problema de Cauchy considerado. Un simple cálculo
nos demuestra que la función y = 1

1+x
no verifica y′(0) = 1, mientras que

y = 1
1−x satisface todas las ecuaciones del problema. Aśı pues y = 1

1−x
es la solución del problema en (−∞, 1). 2

Ejemplo 22 Un péndulo simple consta de una masa m suspendida por
un cable de longitud l y masa despreciable (ver figura 28). Suponiendo
que el cable se mantiene recto y la masa queda libre de oscilar en un
plano vertical, en ausencia de amortiguación, las leyes de Newton nos
permiten deducir que la ecuación que modela los desplazamientos del
péndulo es:

d2θ

dt2
+
g

l
sin θ = 0 (2.6)

donde θ(t) es el ángulo que forma el péndulo con la vertical. El péndulo
empezará a oscilar si por ejemplo le desplazamos de su posición de equi-
librio y le soltamos (θ(0) = θ0, θ

′(0) = 0) u otras situaciones similares
pasan en el instante t=0, o bien si está sometido a una fuerza externa
p(t) (en este caso la ecuación que modela el desplazamiento está dada
por d2θ

dt2
+ g

l
sin θ = p(t)).
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Figura 28 Movimiento de un péndulo simple .

La ecuación (2.6) se puede resolver de manera análoga a como se
hizo en el ejemplo 21: Se multiplica la ecuación por θ′ y se integra
obteniéndose: ±θ′√

2 g
l
cos θ+k

= 1. De nuevo, integrando se tiene la solución

en forma impĺıcita: ∫ 1√
2g
l

cos θ + k
dθ = ±t+ c ,

que no nos proporciona demasiada información sobre la posición del
péndulo en el instante t. Aśı pues esta forma de resolver la ecuación
diferencial no nos sirve para estudiar el comportamiento del péndu-
lo. Aplicando el método de Euler para sistemas podemos tener una
aproximación numérica de la solución para determinados datos inciales
θ(0) = y10, θ′(0) = y20. Otro método que se suele emplear a menudo
es linealizar la ecuación, es decir, substituir la ecuación (2.6) por una
lineal.

En este caso observamos que para valores de θ pequeños, sin θ ≈ θ .
Utilizando esta aproximación tenemos la ecuación:

d2θ

dt2
+
g

l
θ = 0 (2.7)

La solución general de (2.7) es θ(t) = A cos
√

g
l
t+B sin

√
g
l
t. Esta solu-

ción nos permite calcular una aproximación del periodo de oscilación:
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P = 2π
√

l
g
. La primera gráfica de la figura 29 nos muestra la diferencia

entre la solución de la ecuación (2.7) y la solución numérica de (2.6)
para valores iniciales (y10, y

2
0) = (0, 2), mientras que la segunda gráfi-

ca nos muestra la misma diferencia para valores (y10, y
2
0) = (0, 0,5). Se

ha tomado g
l

= 1. Observamos el parecido de ambas soluciones para
valores de θ cercanos a θ = 0.

Figura 29 Gráficas de soluciones de d2θ
dt2

+ θ = 0 y d2θ
dt2

+ sin θ = 0.

Si se quiere aproximar la ecuación del péndulo por una lineal para
valores de θ cercanos a θ0 = π

2
por ejemplo, deberemos cambiar la

aproximación hecha,

sin θ = θ − θ3

3!
+
θ5

5!
+ · · · ,

por el desarrollo en serie de Taylor de la función seno en torno al punto
θ = π

2
:

sin θ = 1−
(θ − π

2
)2

2!
+

(θ − π
2
)4

4!
+ · · · .

La ecuación linealizada es en este caso:

θ′′ + 1 = 0.

De esta manera la ecuación linealizada nos proporciona una buena
aproximación de la ecuación siempre que estemos ”cerca” del punto
θ = y10 del que nos estemos moviendo (en un entorno del cual se hace
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la aproximación del término no lineal de la ecuación). Como se verá en
el caṕıtulo 4, la idea de substituir una ecuación por otra ”próxima” a
ella que sea lineal, es una de las más importantes de cara al estudio
del comportamiento cualitativo de las soluciones. Su empleo justifica el
estudio detallado de las ecuaciones lineales. 2

2.3. Ecuaciones lineales de segundo orden.

Una ecuación lineal homogénea es una ecuación de la forma

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (2.8)

donde p y q son funciones reales definidas en un intervalo (a, b) y que
supondremos continuas en dicho intervalo. Los extremos del intervalo
(a, b) pueden ser ±∞. En el caso de tener la ecuación de la forma
a0(x)y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = 0 con ai funciones definidas en (a, b) se
supondrá a0(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b). Cuando los coeficientes ai(x) son
funciones constantes se dice que se trata de una ecuación lineal con
coeficientes constantes. Como en el caso de ecuaciones de primer orden,
una propiedad fundamental de estas ecuaciones es la de la linealidad del
conjunto de las soluciones: cualquier combinación lineal de soluciones
sigue siendo solución. El estudio de esta sección es totalmente análogo
al de la sección 1.5 del caṕıtulo 1.

La ecuación lineal no homogénea tiene la forma

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x), (2.9)

donde r es otra función real definida en (a, b). Al igual que para las
ecuaciones de primer orden la solución general de (2.9) es de la forma:

y(x) = yGH(x) + yp(x), (2.10)

donde yGH(x) es la solución general de (2.8) e yp(x) es una solución
particular de (2.9).

Aśı pues, en adelante estudiamos cómo encontrar la solución de la
ecuación homogénea y veremos también cómo conociendo ésta podemos
calcular la particular de la no homogénea. Para ello necesitamos, prime-
ro, un resultado de existencia y unicidad de solución análogo al teorema
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2 del caṕıtulo 1, que podŕıa considerarse como un caso particular de
resultados del tipo del enunciado en el teorema 4.

Teorema 5 Sean p, q, r funciones reales continuas en (a, b). Sea x0 ∈
(a, b) e y10, y

2
0 ∈ R. Entonces existe una única solución del problema de

Cauchy: {
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x)

y(x0) = y10 , y′(x0) = y20,
(2.11)

definida en todo el intervalo (a, b).

Ejemplo 23 El problema de Cauchy

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1,

admite solución única definida en (−1, 1), dado que los coeficientes
p = −2x

1−x2 , q = 3
1−x2 presentan una discontinuidad en x = ±1 y x0 = 0 ∈

(−1, 1). 2

2.3.1. Ecuación lineal homogénea.

Exponemos a continuación una serie de propiedades que verifi-
can las soluciones de la ecuación (2.8) y que nos llevarán a deducir la
forma de la solución general de dicha ecuación. A lo largo de toda la
sección supondremos que p y q son funciones continuas en el intervalo
I = (a, b). Las demostraciones de estas propiedades, todas ellas pro-
posiciones o teoremas, es sencilla y puede encontrarse en cualquiera de
los libros de la bibliograf́ıa recomendada [3], [19] y [31]. Antes de pasar
a enunciar dichas propiedades damos una definición que será útil en lo
que sigue.

Se dice que dos funciones ϕ1(x), ϕ2(x) son linealmente independien-
tes en el intervalo I cuando se verifica:

Si α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x) = 0 , ∀x ∈ I ⇒ α1 = α2 = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes.
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Supuesto que las funciones ϕ1(x), ϕ2(x) son continuas y derivables
en I se define la función Wronskiano de ϕ1(x), ϕ2(x) en el punto x
como:

W [ϕ1, ϕ2](x) =

∣∣∣∣∣ ϕ1(x) ϕ2(x)
ϕ′1(x) ϕ′2(x)

∣∣∣∣∣
Propiedades de la ecuación lineal homogéna

1. Si y1(x), y2(x) son soluciones de (2.8) en I entonces cualquier
combinación lineal de ellas α1y1(x) +α2y2(x) es también solución
de (2.8) en I (α1, α2 son constantes cualesquiera).

2. Dos soluciones y1(x), y2(x) de (2.8), son linealmente independien-
tes en I si y sólo si W [y1, y2](x0) 6= 0, ∀x0 ∈ I.

3. Dadas dos soluciones y1(x), y2(x) de (2.8) linealmente indepen-
dientes en I, cualquier otra solución y(x) se escribe de la forma:

y(x) = α1y1(x) + α2y2(x) ,∀x ∈ I ,

para algunas constantes α1, α2. Se dice que {y1, y2} forman un
conjunto o sistema fundamental de soluciones de (2.8) en I.

4. Sean y1(x), y2(x) dos soluciones de (2.8) en I, entonces

W [y1, y2](x) = C exp(−
∫ x

x0
p(s)ds), ∀x ∈ I,

siendo C una constante que depende de y1 e y2 pero no de x. Esta
fórmula es conocidad como identidad de Abel.

5. El Wronskiano de dos soluciones de (2.8) en I, o bien, es idénti-
camente cero en I, o bien, no se anula en ningún punto de I (esta
propiedad es evidente a partir de la propiedad anterior).

6. Sean y1(x), y2(x) dos soluciones de (2.8) en I, son linealmente
independientes si y sólo si W [y1, y2](x0) 6= 0, siendo x0 un pun-
to fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es consecuencia de las
propiedades 2 y 5.
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Aśı pues, se deduce de estas propiedades que si tenemos dos solucio-
nes de una ecuación lineal homogénea en un intervalo y se comprueba
que su Wronskiano es no nulo en un punto cualquiera del intervalo I,
entonces se pueden expresar todas las demás soluciones como combina-
ción lineal de éstas dos. Una cuestión que queda pendiente es si siempre
existen dos soluciones linealmente independientes de una ecuación li-
neal; basándonos en el teorema 5, y en la teoŕıa para sistemas (ver
propiedad 7 y ejercicio 1 de las secciones 3.2 y 3.3 respectivamente,
del caṕıtulo 3), se demuestra fácilmente que esta afirmación es cierta.
Desafortunadamente es dif́ıcil, en general, calcular dos soluciones de la
ecuación, a no ser que ésta sea de coeficientes constantes o se conozca
una solución particular. En este último caso, veremos, a continuación,
que la ecuación se reduce a una de primer orden. La demostración de
una de las implicaciones de la propiedad 2 es puramente algebráica;
vemos mediante un ejemplo como esta propiedad implica la propiedad
3. Esta demostración se puede extender para la ecuación más general
(2.8).

Ejemplo 24 Se considera la ecuación de coeficientes constantes y′′ +
2y′+2y = 0. Se busca una solución de la forma eλx. Substituyendo en la
ecuación se llega a que λ debe ser ráız del polinomio λ2+2λ+2, es decir,
los números complejos λ = −1±i. Por tanto eλx = e−x cosx±ie−x sinx
es una solución, para cada valor del signo, en el campo de los números
complejos. Separando parte real e imaginaria, demostramos fácilmente
que y1(x) = e−x cosx, y2(x) = e−x sinx son dos soluciones reales de la
ecuación.

Se comprueba W [e−x cosx, e−x sinx](x) = e−2x 6= 0. Por lo tanto
las soluciones y1 e y2 son linealmente independientes en (−∞,+∞).
Supongamos que tenemos una solución cualquiera ϕ(x) de la ecuación.
Evidentemente, ϕ(x) y φ(x) = ϕ(0)e−x cosx + (ϕ′(0) + ϕ(0))e−x sinx
son soluciones en (−∞,∞) del problema de Cauchy:{

y′′ + 2y′ + 2y = 0
y(0) = ϕ(0) , y′(0) = ϕ′(0).

Como los coeficientes de la ecuación son funciones constantes, el teore-
ma 5 nos asegura que ambas soluciones deben coincidir. Es decir,

ϕ(x) = ϕ(0)e−x cosx+ (ϕ′(0) + ϕ(0))e−x sinx,
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y por tanto la propiedad 3 queda demostrada. 2

Reducción del orden.
Supongamos que tenemos una solución y1(x) de la ecuación (2.8)

en el intervalo I, que no se anula en I. Calculamos otra solución y2(x)
linealmente independiente de ésta, aplicando el método de variación
de parámetros. Es decir, buscamos y2(x) = y1(x)c(x) donde c(x) se
determina sin más que derivar y2 y substituir en (2.8) teniendo en
cuenta que y1 es solución de esta ecuación. Aśı obtenemos que c(x)
satisface la ecuación:

c′′(x)y1(x) + (2y′1(x) + p(x)y1(x))c′(x) = 0

que se reduce a una lineal de primer orden mediante el cambio c′ = u.
Integrando se tiene:

c(x) =
∫ exp(−

∫
p(x)dx)

y1(x)2
dx. (2.12)

Observamos que se han despreciado las constantes de integración.
Obviamente, también se obtiene la solución y2 tomando integrales defi-
nidas. Se puede comprobar que y1(x) e y2(x) = y1c(x) son linealmente
independientes comprobando que su Wronskiano no se anula en el in-
tervalo considerado.

Ejemplo 25 La ecuación de Euler de segundo orden es de la forma

αx2y′′ + βxy′ + γy = 0, α, β, γ constantes.

una manera de resolver esta ecuación es reduciéndola a una lineal de
coefientes constantes mediante el cambio x = et para x > 0. Aśı sa-
bremos resolver (como veremos más adelante) todas las ecuaciones de
Euler. A continuación resolvemos de otra forma, una ecuación de Euler
en particular, de manera que podamos aplicar el método de variación
de parámetros.

Se considera la ecuación x2y′′ + 3xy′ + y = 0 . Se sabe que una
solución particular es de la forma y1(x) = xr. Derivando y substi-
tuyendo en la ecuación, se tiene que r debe ser ráız del polinomio
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r(r− 1) + 3r+ 1 = 0, es decir, r = −1. Aplicando la fórmula (2.12) con
y1 = 1

x
, p(x) = 3

x
se tiene c(x) = log x, y por tanto y2(x) = 1

x
log x.

Evidentemente, W [ 1
x
, 1
x

log x] 6= 0 ,∀x ∈ (0,∞), luego las dos solu-
ciones son linealmente independientes en (0,∞). 2

Solución general de la ecuación lineal de coeficientes cons-
tantes.

Se considera la forma más general de una ecuación lineal de coefi-
cientes contantes:

αy′′ + βy′ + γy = 0. (2.13)

Un caso particular de esta ecuación se consideró en el ejemplo 24. Como
en este ejemplo, si buscamos la solución de la forma y = eλx, se demues-
tra que λ debe ser ráız del polinomio caracteŕıstico αλ2 + βλ + γ, es
decir, λ debe verificar la llamada ecuación caracteŕıstica:

αλ2 + βλ+ γ = 0.

Esta ecuación tiene por ráıces λ1, λ2, y las posibilidades que pueden
ocurrir son

a). Las ráıces son reales distintas, en cuyo caso el sistema fundamen-
tal de soluciones en (−∞,∞) de la ecuación está dado por:

{eλ1x, eλ2x}.

b). Las ráıces son reales y coinciden, en cuyo caso el sistema funda-
mental de soluciones de la ecuación está dado por:

{eλ1x, xeλ1x} ,

como se demuestra aplicando el método de variación de paráme-
tros.

c). Las ráıces son complejas conjugadas: λ = p ± qi. Se demuestra
que un sistema fundamental de soluciones de la ecuación está dado
por:

{epx cos qx, epx sin qx}.

Aśı pues para una ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes
siempre se conoce la solución general.
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2.3.2. Ecuación lineal no homogénea.

Sea {y1, y2} un sistema fundamental de soluciones de (2.8). De
acuerdo con la fórmula (2.10), la solución general de (2.9) es:

y(x) = c1y(x) + c2y2(x) + yp(x) ,

siendo ci constantes e yp una solución particular de (2.9). De mane-
ra análoga a como se hizo para la ecuación lineal de primer orden,
buscamos yp a partir de y1 e y2 utilizando el método de variación de
parámetros.

Se busca yp(x) = K1(x)y1(x)+K2(x)y2(x) donde las funciones Ki(x)
se determinan derivando yp y substituyendo en la ecuación (2.9) tenien-
do en cuenta que y1 e y2 son soluciones de (2.8). Aśı, de y′′p + p(x)y′p +
q(x)yp = r(x), y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0 e y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2 = 0, se
obtiene:

K ′1y1 +K ′2y2 = 0,

K ′1y
′
1 +K ′2y

′
2 = r(x),

en donde la primera ecuación se ha obtenido a la hora de calcular y′′p ,
imponiéndole la condición de que no aparezcan las derivadas segundas
de Ki . Resolviendo el sistema cuyas incógnitas son K ′1, K

′
2 (y tiene

solución, dado que el determinante del sistema es W [y1, y2](x) 6= 0)
se obtienen los valores de K1 y K2 mediante una simple integración.
Escribimos directamente las fórmulas:

K1(x) =
∫ −r(x)y2(x)

W [y1, y2](x)
dx , K2(x) =

∫ r(x)y1(x)

W [y1, y2](x)
dx. (2.14)

Desde luego, el método de variación de parámetros no es el único pa-
ra buscar una solución particular. En la próxima sección veremos cómo
el método de coeficientes indeterminados nos proporciona una solución
particular cuando la ecuación es de coeficientes constantes y el término
no homogéneo r(x) es de una determinada forma. A continuación, en
un ejemplo, aplicamos el método de variación de parámetros, primero
para reducir el orden de la ecuación homogénea, y luego para encontrar
la solución particular de la no homogénea.
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Ejemplo 26 Se sabe que una solución particular de la ecuación ho-
mogénea asociada a (1−x2)y′′−2xy′+ 2y = exp(−x2) es un polinomio
de grado 1. Calcular la solución general de esta ecuación.

Primero buscamos y1(x) = αx + β, derivando y subtituyendo en
(1−x2)y′′−2xy′+2y = 0 obtenemos y1 = x. La otra solución linealmente
independiente se busca de la forma y2(x) = xc(x) donde c(x) está dado

por la fórmula (2.12), c(x) = −1
x

+ log
√
|1+x
1−x |, y por tanto y2 = −1 +

x log
√
|1+x
1−x |.

Calculando el Wronskiano: W [y1, y2](x) = 1
1−x2 comprobamos que

las dos soluciones son linealmente independientes en los intervalos (−∞,−1),
(−1, 1), y, (1,∞). Observemos que en x = ±1 el coeficiente de y′′ se
anula y, por tanto, la ecuación no está definida en esos puntos.

Ahora la solución general de la ecuación no homogénea dada es:

y(x) = c1x+ c2(−1 + x log

√
|1 + x

1− x
|) + yp(x)

donde yp se calcula por el método de variación de parámetros: yp(x) =

K1(x)x + K2(x)(−1 + x log
√
|1+x
1−x |). De la fórmula (2.14), una vez di-

vidida la ecuación por (1− x2), deducimos

K1(x) = −
∫
y2(x) exp(−x2)dx , K2(x) =

− exp (−x2)
2

.

2

2.4. Ecuaciones lineales de orden n, n > 2.

La ecuación lineal homogénea de orden n tiene la forma

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an−1(x)y′ + an(x)y = 0, (2.15)

donde los coeficientes ai, i = 1, 2, · · · , n son funciones reales definidas en
un intervalo (a, b) y que supondremos continuas en dicho intervalo. La
teoŕıa general para ecuaciones lineales de segundo orden se generaliza
a las de orden n, superior a dos, y las demostraciones son análogas al
caso n = 2.
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La ecuación lineal no homogénea de orden n tiene la forma

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an−1(x)y′ + an(x)y = r(x), (2.16)

donde r es otra función real continua definida en (a, b). La solución
general de (2.16) es de la forma:

y(x) = yGH(x) + yp(x), (2.17)

donde yGH(x) es la solución general de (2.15) e yp(x) es una solución
particular de (2.16). Más concretamente podemos escribir:

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x) + yp(x)

donde {y1, y2, · · · , yn} son n soluciones de (2.15) linealmente indepen-
dientes.

El resultado de existencia y unicidad de solución satisfaciendo unas
condiciones iniciales nos lo da el teorema siguiente:

Teorema 6 Sean ai, r funciones reales continuas en (a, b). Sea x0 ∈
(a, b) , y10, y

2
0 · · · , yn0 ∈ R. Entonces, existe una única solución del pro-

blema de Cauchy:{
y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an−1(x)y′ + an(x)y = r(x)

y(x0) = y10, y
′(x0) = y20, · · · , y(n−1)(x0) = yn0 ,

(2.18)

definida en todo el intervalo (a, b).

La noción de dos funciones linealmente independientes se extiende
a n: Se dice que n funciones ϕ1(x), ϕ2(x), · · · , ϕn(x) son linealmente
independientes en el intervalo I cuando

α1ϕ1(x)+α2ϕ2(x)+· · ·+αnϕn(x) = 0 , ∀x ∈ I ⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes, es decir, una de ellas se puede escribir como
combinación lineal de las otras (n− 1).

Supuesto que las funciones ϕ1(x), ϕ2(x), · · · , ϕn(x) son continuas y
(n− 1) veces derivables en I se define la función Wronskiano de ϕ1(x),
ϕ2(x) · · ·ϕn(x), como:
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W [ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)
ϕ′1(x) ϕ′2(x) · · · ϕ′n(x)
· · · · · · · · · · · ·

ϕ
(n−1)
1 (x) ϕ

(n−1)
2 (x) · · · ϕ(n−1)

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Propiedades de la ecuación lineal homogéna

1. Si y1(x), y2(x), · · · , yk(x) son soluciones de (2.15) en I entonces
cualquier combinación lineal de ellas α1y1(x) + α2y2(x) + · · · +
αkyk(x) es también solución de (2.15) en I (αi son constantes
cualesquiera).

2. n soluciones y1(x), y2(x), · · · , yn(x) de (2.15) son linealmente in-
dependientes en I si y sólo si W [y1, y2, · · · , yn](x0) 6= 0, ∀x0 ∈ I.

3. Dadas n soluciones y1(x), y2(x), · · · , yn(x) de (2.15) linealmente
independientes en I, cualquier otra solución y(x) se escribe de la
forma:

y(x) = α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) ,∀x ∈ I ,

para algunas constantes αi. Se dice que {y1, y2, · · · , yn} forman
un sistema fundamental de soluciones de (2.15) en I.

4. El Wronskiano de n soluciones de (2.15) en I, o bien, es idéntica-
mente cero en I, o bien, no se anula en ningún punto de I (esta
propiedad es una consecuencia de la fórmula de Abel para siste-
mas, que se verá en el caṕıtulo 3 ).

5. Sean y1(x), y2(x), · · · , yn(x) n soluciones de (2.15) en I, son lineal-
mente independientes si y sólo si W [y1, y2, · · · , yn](x0) 6= 0 siendo
x0 un punto fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es consecuencia
de las propiedades 2 y 4.

6. Hay n soluciones linealmente independientes de (2.15).
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También, como en el caso de ecuaciones de segundo orden, si se
conoce una solución y1(x) la ecuación (2.15) se reduce a una lineal de
orden (n − 1) haciendo y(x) = c(x)y1(x) (c es la función incógnita en
la nueva ecuación).

Ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes.
Se considera la ecuación:

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

donde los coeficientes ai son constantes. Si se busca una solución de
la forma y = eλx se demuestra que λ debe ser solución de la ecuación
caracteŕıstica

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0 .

Es decir, λ es una ráız del llamado polinomio caracteŕıstico:

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an . (2.19)

Sean λ1, λ2, · · · , λn, las ráıces de este polinomio en el cuerpo de los
complejos, las posibilidades que pueden ocurrir son:

a). Todas las ráıces son reales distintas, en cuyo caso el sistema fun-
damental de soluciones, en (−∞,∞), de la ecuación está dado
por:

{eλ1x, eλ2x, · · · , eλnx}.

b). Todas las ráıces son reales y algunas de ellas coincidentes. Enton-
ces, por cada ráız λk, de multiplicidad nk, hay nk soluciones de
la ecuación linealmente independientes en (−∞,∞) asociadas a
esta ráız:

{eλkx, xeλkx, x2eλkx, · · · , xnk−1eλkx}

c). Hay al menos una ráız compleja λk = p+ qi de multiplicidad nk.
Obviamente, el conjugado de λk, p − qi, es también una ráız de
multiplicidad nk. Entonces, hay 2nk soluciones reales, linealmente
independientnes en (−∞,∞), de la ecuación asociadas a ambas
ráıces:

{epx cos qx, epx sin qx, xepx cos qx, xepx sin qx, x2epx cos qx,

x2epx sin qx, · · · , xnk−1epx cos qx, xnk−1epx sin qx}.



80 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales de orden n, n > 1.

Aśı pues para una ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes
siempre se conoce la solución general.

En cuanto a la función yp(x) de la fórmula (2.17), que nos da la
solución general de (2.16), una vez conocidas n soluciones linealmente
independientes de (2.15), debemos observar que una solución particular
de (2.16) se puede, también, calcular por el método de variación de
parámetros, es decir, buscando

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + · · ·+ cn(x)yn(x),

tal como se hizo para n = 2. La demostración y las fórmulas de los
ci(x) pueden encontrarse en [19], caṕıtulo 6. Nosotros no lo hacemos
en esta sección, y para su cálculo, una vez reducida la ecuación a un
sistema, referimos al método de variación de parámetros para sistemas
que expondremos en el caṕıtulo siguiente.

Método de coeficientes indeterminados.
Exponemos aqúı, sin demostración, el método de los coeficientes in-

determinados para buscar solución de una ecuación lineal de coeficientes
constantes, cuando el término no homogéneo r(x) es de una forma de-
terminada. La justificación de este método puede encontrarse en [19],
caṕıtulo 5.

Se considera la ecuación:

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = r(x). (2.20)

Se denotará por pk(x), Pk(x) y Qk(x) a polinomios de grado k, Pk(x) =
b0 + b1x+ · · ·+ bkx

k, Qk(x) = c0 + c1x+ · · ·+ ckx
k.

Si r(x) = pk(x)eαx, se busca la solución particular como yp(x) =
xsPk(x)eαx, donde los coeficientes de Pk (los bi) se obtienen deri-
vando, substituyendo en la ecuación diferencial (2.20) e igualando
coeficientes de potencias de x. s es un número, que toma el valor
s = 0 si α no es ráız del polinomio caracteŕıstico (2.19), y toma el
valor s = ni en el caso de que α sea ráız de (2.19) de multiplicidad
ni.

Si r(x) = pk(x)eαx cos βx ó r(x) = pk(x)eαx sin βx, se busca la so-
lución particular como yp(x) = xsPk(x)eαx cos βx+xsQk(x)eαx sin βx,
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donde los coeficientes de Pk y Qk ( bi y ci, respectivamente) se ob-
tienen derivando, substituyendo en la ecuación diferencial e igua-
lando coeficientes de potencias de x. s es un número, que toma el
valor s = 0 si α+ iβ no es ráız del polinomio caracteŕıstico (2.19),
y toma el valor s = ni en el caso de que α+ iβ sea ráız de (2.19)
de multiplicidad ni.

Figura 30 Representación esquemática del resorte que se mueve en
ĺınea recta en el plano horizontal .

2.5. Modelos diferenciales.

Algunos de los modelos matemáticos más t́ıpicos gobernados
por ecuaciones diferenciales lineales (y sistemas) son los relacionados
con el estudio de las vibraciones mecánicas.

Un ejemplo t́ıpico de uso de ecuaciones lineales de segundo orden
nos lo proporciona el estudio de sistemas resorte-masa, es decir, el estu-
dio de las vibraciones de un resorte en espiral suspendido de un soporte
ŕıgido del que pende un cuerpo de masa m sujeto al extremo libre (ver
figura 30). Supuesto que el resorte tiene masa despreciable, las leyes de
Newton (segunda ley de Newton del movimiento), y Hooke (la fuerza
de restitución que ejerce un resorte elástico es proporcional al alarga-
miento del resorte y(t) y de sentido contrario a dicho alargamiento:
−cy (c > 0 es la constante del resorte)) nos permiten obtener el modelo
matemático. Aśı, suponiendo que no hay amortiguación, la ecuación

m
d2y

dt2
= −cy(t)
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modela el alargamiento del resorte. En el caso de que haya amortigua-
ción o fuerzas externas f(t) actuando sobre el resorte, habrá que añadir
términos en la ecuación. En un resorte lineal, se supone que la fuerza
de amortiguación es proporcional a la la velocidad del cuerpo: −ky′(t),
con k > 0 la constante de amortiguación. Aśı, la ecuación más completa
que nos da el alargamiento del resorte es

m
d2y

dt2
= −cy(t)− kdy

dt
+ f(t).

Si se supone que el resorte en el instante inicial se desplaza de su posi-
ción de equilibrio a una posición y = y0 y se suelta con una velocidad
inicial v0, estamos imponiendo condiciones iniciales a la solución de la
ecuación: y(0) = y0, y

′(0) = v0.

Figura 31 Movimiento fuertemente amortiguado.

Estudiamos el movimiento del resorte que oscila libremente, es decir,
la ecuación my′′+ ky′+ cy = 0, dependiendo de las relaciones entre las
constantes m, k y c. La ecuación caracteŕıstica es mλ2 + kλ + c = 0.
Puede ocurrir:

Si k2 > 4mc, la solución general de la ecuación es y(t) = c1e
r1t +

c2e
r2t con r1 = −k+

√
k2−4mc
2m

, r2 = −k−
√
k2−4mc
2m

, es decir, los ex-
ponentes r1, r2 < 0. El resorte tiende a la posición de equilibrio
rápidamente. La gráfica de la solución y es de la forma indicada
en figuras 31. El movimimiento se dice que es fuertemente amor-
tiguado.
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Si k2 = 4mc, la solución general de la ecuación es y(t) = c1e
r1t +

c2te
r1t con r1 = −k

2m
. La situación no es muy diferente de la del

apartado anterior (ver figuras 31).

Si k2 < 4mc, la solución general de la ecuación es y(t) = c1e
s1t cos s2t

+c2e
s1t sin s2t con s1 = −k

2m
, s2 =

√
4mc−k2
2m

. El resorte tiende a la
posición de equilibrio oscilando. La gráfica de la solución y es de
la forma indicada en la figura 32. El movimimiento se dice que es
débilmente amortiguado.

Figura 32 Movimiento débilmente amortiguado.

En ausencia de amortiguación, k = 0, la solución general es y(t) =

c1 cos s2t + c2 sin s2t con s2 =
√

c
m

. Es decir, el resorte vuelve a

la posición inicial y el movimiento se repite. El movimiento se
denomina oscilatorio no amortiguado (ver gráfica 33). La solución

también puede expresarse de la forma y(t) = A cos (
√

c
m

(t+B)),

de donde se deduce que el periodo de la oscilación es T = 2π
√

m
c

,

la frecuencia es 1
T

. Las constantes A,B se denominan amplitud
de la oscilación y fase de la oscilación respectivamente. Para una
determinada fuerza f(t) puede ocurrir el conocido fenómeno de
la resonancia (ver ejemplo 27 y figura 34).
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Figura 33 Movimiento no amortiguado.

Ejemplo 27 Tomemos c = m = 1, k = 0 y f(t) = cos t en la ecuación.
La solución general de

y′′ + y = cos t

es

y = c1 sin t+ c2 cos t+ yp(t).

Calculamos yp(t) por el método de los coeficientes indeterminados, es
decir: yp = b0t sin t + c0t cos t, dado que f(t) es de la forma de un
polinomio de grado 0 multiplicado por cos t, y 0+i es ráız de la ecuación
caracteŕıstica λ2 + 1 = 0. Se calculan las constantes b0 y c0 derivando
en yp y substituyendo en la ecuación diferencial. Aśı se tiene:

2b0 cos t− 2c0 sin t = cos t

de donde b0 = 1
2
, c0 = 0, es decir, la solución es y = c1 cos t+ c2 sin t+

1
2
t sin t. Evidentemente para cualesquiera valores de c1, c2 la función

toma valores oscilando entre 0, y muy grandes para t→∞ (ver figura
34). Este fenómeno, de efectos tan útiles en electricidad y peligrosos en
mecánica, se conoce con el nombre de resonancia. 2
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Figura 34 Movimiento oscilatorio para la fuerza f(t) = cos t,
c = m = 1, k = 0.

Otro ejemplo de modelos matemáticos, en los que aparecen ecuaciones
lineales de segundo orden, nos lo proporciona la teoŕıa de circuitos.
La figura 35 representa un circuito denominado RLC en serie, que
consta de una fuente de fuerza electromotriz (por ejemplo una bateŕıa
o generador), una resistencia, un inductor y un capacitor en serie. Las
leyes de Kirchoff nos proporcionan la ecuación que modela el paso de
corriente a través del circuito (ver sección 1.6.3 del caṕıtulo 1). Aśı la
carga q(t) está dada por la solución de

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+

1

C
q = E(t),

mientras que la intensidad de la corriente I(t) (I = dq
dt

) nos la da la
ecuación:

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I =

dE

dt
.
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Figura 35 Representación esquemática de un circuito RLC en serie.

EJERCICIOS.

1. Encontrar las ecuaciones diferenciales de que son soluciones las
siguientes familias de curvas: a) las circunferencias de radio 1, b).
las circunferencias centradas en el eje x.

2. a.) Encontrar el periodo de oscilación del péndulo simple no
amortiguado suponiendo que su movimiento está descrito
por la ecuación linealizada: y′′ + g

l
y = 0.

b). Se consideran los problemas de Cauchy para la ecuación del
péndulo: {

y′′ + sin y = 0
y(0) = 0 , y′(0) = 0,2,

y {
y′′ + sin y = 0
y(0) = 1 , y′(0) = 0,2.

Calcular la solución numérica en [0, 1] para los valores del
paso h = 0,1 y h = 0,05. Comparar cada una de ellas con la
obtenida substituyendo la ecuación por la ecuación linealiza-
da y′′ + y = 0. Hacerlo primero con la solución numérica de
la ecuación linealizada y luego con los valores de la solución
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exacta. ¿En qué caso la ecuación linealizada es una buena
aproximación de la ecuación no lineal?.

3. Intentar bosquejar el campo de direcciones asociado a la ecuación
de las trayectorias de la ecuación del péndulo y′′ + sin y = 0.

4. Se consideran las funciones cosx√
x

, sinx√
x

que se sabe son soluciones
de una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden.
Determinar el intervalo en que son soluciones linealmente inde-
pendientes, aśı como la ecuación.

5. ¿Qué se puede decir sobre la existencia, unicidad e intervalo de
definición de solución de los problemas de Cauchy:{

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0
y(0) = 0 , y′(0) = 1,{

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = x
x+2

y(−3) = 0 , y′(−3) = 1,{
x2y′′ − xy′ + (x2 − n2)y = 0

y(5) = 0 , y′(5) = 1,

y {
y′′ + 1

x−3y
′ +
√
xy = log x

y(1) = 3 , y′(1) = −2 ?.

6. Resolver las siguientes ecuaciones: a). y′′ + 2y′ + y = x sh(x) , b).
y′′+y = sec(x) , c). y′′−3y′+2y = xe3x+1 , d). y′′+4y = x sin 2x ,
e). y′′+y′+y = 1+x+x2, f). y′′+y = |x| , g). y′′′+y′′−2y = −2 ,
h). y′′′ + y′′− 2y′ = −ex− 2 , i). yv + y′′′ = 0 , j). yiv + 5y′′ + 4y =
sinx cos 2x.

7. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 ,

y′′′ + y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(0) = 0 = y′(0), y′′(0) = 1 ,

y′′ + 5y′ + 4y = ex, y(0) = 1, y′(0) = 0 ,

y′′ + y′ = 2 cos x , y(0) = 1, y′(0) = 0 .
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8. Resolver la ecuación de Euler de segundo orden αx2y′′ + βxy′ +
γy = 0, en (0,∞), para cualesquiera valores de las constantes
α, β, γ. Demostrar que el resultado es el mismo si se reduce la
ecuación a una lineal de coeficientes constantes mediante el cam-
bio x = et, o si se busca la solución de la forma y = xr.

9. Resolver la ecuación de tipo Euler: (x+1)2y′′−4(x+1)y′+4y = 0.

10. Resolver la ecuación (2x+1)y′′−4(x+1)y′+4y = 0 sabiendo que
una solución es y = x+ 1. ¿Dónde son las soluciones encontradas
linealmente independientes?

11. Resolver la ecuación y′′ + 4xy′ + (4x2 + 2)y = exp(−x2) sabiendo
que la ecuación homogénea asociada admite una solución de la
forma y = exp(−ax2) para alguna constate a.

12. Resolver la ecuación x2y′′ − x(x+ 2)y′ + (x+ 2)y = 0 en (a, b) ⊂
(0,∞), sabiendo que la ecuación que admite dos soluciones lineal-
mente independientes tales que su cociente es ex. Comprobar que
las soluciones buscadas son efectivamente linealmente indepen-
dientes.

13. Resolver la ecuación de Euler x3y′′′ + xy′ − y = 1, sabiendo que
una solución de la homogénea asociada es de la forma y = xa para
alguna constante a.

14. Resolver para n = 1 y n = 2 la ecuación (1 − x2)y′′ − 2xy′ +
n(n+ 1)y = x3 exp(−x2) sabiendo que una solución particular de
la ecuación homogénea (Ecuación de Legendre) es un polinomio
de grado n.

15. Aplicar el método de variación de parámetros para encontrar la
solución general de la ecuación de Euler de tercer orden: x3y′′′ +
ax2y′′ + bxy′ + cy = 0.

16. Dadas dos soluciones de una ecuación diferencial de segundo or-
den φ1(x), φ2(x) linealmente independientes en un intervalo I,
determinar dicha ecuación.
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17. Estudiar las vibraciones que se producen en un resorte cuyo mo-
vimiento está descrito por los problemas de valores iniciales:{

y′′ + 4y = cos t
y(0) = 0 , y′(0) = 0,{
y′′ + 4y = cos 2t
y(0) = 0 , y′(0) = 0,{

y′′ + 2y′ + 2y = cos t
y(0) = 0 , y′(0) = 0.{

y′′ + 100y = 36 cos 8t
y(0) = 0 , y′(0) = 0,

Hacer una gráfica aproximada de las soluciones, explicando cua-
les son las diferencias fundamentales en el comportamiento del
resorte para valores de t grandes.

18. ¿Cuál es el mı́nimo orden de la ecuación diferencial lineal ho-
mogénea que admite en (−1, 1) las soluciones particulares:

y1 = x2 − 2x+ 2, y2 = (x− 2)2, y3 = x2 + x+ 1, y4 = 1− x ?.

Encontrar dicha ecuación diferencial.

19. Encontrar la solución general de la ecuación

y′′′(1− 2x cotg(2x))− 4xy′′ + 4y′ = 0

sabiendo que una solución de dicha ecuación es y = cos (2x).

2.6. Solución por desarrollos en serie.

En los apartados anteriores hemos visto métodos de resolver
ecuaciones lineales de coeficientes constantes, y algunas de coeficientes
no constantes, como la ecuación de Euler, cuyos coeficientes son deter-
minados polinomios. Cuando los coeficientes de la ecuación son polino-
mios, se puede pensar en buscar una solución polinómica, aunque no
es seguro que se pueda encontrar. La pregunta inmediata a hacerse es,
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qué pasa cuando los coeficientes son otra función cualquiera de x, y no
es fácil imaginarse una solución particular de la ecuación para reducir
el orden. La idea general en esta sección es aproximar, ”si se puede”,
los coeficientes, de una ecuación lineal de segundo orden, por su desa-
rrollo en una serie de potencias y ensayar una solución de este tipo (un
desarrollo en serie de potencias), para deducir recursivamente los coe-
ficientes. Damos unos teoremas que nos proporcionan las condiciones
bajo las cuales esto se puede hacer.

Comenzamos con un ejemplo. En el ejercicio 14, sección 2.5 relativo
a la ecuación de Legendre propońıamos buscar la solución general de
la ecuación sabiendo que una de ellas es un polinomio de grado n. Ob-
servamos que los coeficientes de la ecuación son polinomios y, es fácil
comprobar, que si buscamos las dos soluciones en forma de polinomios
sólo encontramos una (el polinomio de Legendre de grado n). No obs-
tante, si la solución es regular (”anaĺıtica” en algún intervalo que no
contega a x = ±1) admitirá un desarrollo en serie de potencias

y(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k + · · · =
∞∑
k=0

akx
k. (2.21)

Obtenemos los coeficientes ak, formalmente, derivando y(x) en (2.21),
substituyendo en la ecuación e igualando coeficientes de distintas po-
tencias de xk. Aśı para el valor particular n = 2 se tiene la ecuación:

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 6y = 0.

Substituimos en la ecuación y de (2.21), y′ e y′′ dadas respectivamente
por

y′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ kakx

k−1 + · · · ,

y′′(x) = 2a2 + 6a3x+ · · ·+ k(k − 1)akx
k−2 + · · · ,

y agrupamos los coeficientes de las distintas potencias de x. Se tiene:

2a2 + 6a0 + (3,2a3 − 2a1 + 6a1)x+ (4,3a4 − 2a2 − 4a2 + 6a2)x
2+

(5,4a5 − 3,2a3 − 2,3a3 + 6a3)x
3 + · · ·+

+((k + 2)(k + 1)ak+2 − k(k − 1)ak − 2kak + 6ak)x
k + · · · = 0.
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Igualamos a cero los coeficientes de 1, x, x2, · · · , xk, respectivamente, y
obtenemos:

a2 = −6a0
2
, a3 =

−4a1
6

, a4 = 0, a5 = a3+2 =
6,1a3
5,4

ak+2 =
(k + 3)(k − 2)

(k + 2)(k + 1)
ak, a2k = 0 ,∀k ≥ 2,

Para los k impares, escribimos ak en función de ak−2 y éste en función
de ak−4 y aśı recursivamente hasta llegar a a1 y tenemos la fórmula:

a2k+1 =
4,6,8. · · · .(2k + 2)(2− 1).(2− 3). · · · (2− 2k + 1)

(2k + 1)!
(−1)ka1.

Es decir, la solución general está dada por:

y = a0(1− 3x2) + a1(x−
4

3!
x3 − 6,4

5!
x5 + · · ·+

+
4,6,8. · · · .(2k + 2).(2− 1).(2− 3). · · · (2− 2k + 1)

(2k + 1)!
(−1)kx2k+1 + · · ·),

(2.22)
dependiente de dos constantes. En el supuesto de que la serie que acom-
paña al coeficiente a1 sea convergente y defina una función regular, las
funciones que acompañan a a0 y a1 son linealmente independientes.
Imponiendo condiciones iniciales y(0) = y0, y

′(0) = z0, por ejemplo,
podŕıamos determinar la única solución del correspondiente problema
de valores iniciales, en el intervalo (−1, 1).

La ecuación de Legendre, (1−x2)y′′−2xy′+α(α+1)y = 0, está de-
finida para α no necesariamente un entero. En este caso, las dos solu-
ciones que acompañan a los coeficientes a0 y a1 son series de potencias,
una conteniendo sólo potencias impares de x y la otra pares. En el caso
α = n un número natural, el polinomio de grado n se denomina polino-
mio de Legendre de grado n y sólo contiene potencias impares (pares,
respectivamente) de x si n es impar (par, respectivamente). La fórmula
general de estos polinomios puede escribirse como:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n ,
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y numerosas y útiles propiedades de ellos pueden ser encontradas, por
ejemplo, en [7].

Otro ejemplo sencillo de ecuación con coeficientes polinómicos es la
ecuación de Airy:

y′′ − xy = 0

con coeficientes continuos en (−∞,∞). Mediante un proceso análogo
al utilizado para resolver la ecuación de Legendre encontramos que la
solución general en dicho intervalo está dada por

y = a0(1+
1

3,2
x3+· · ·+ 1

3n(3n− 1).(3n− 3)(3n− 4). · · · .(6,5)(3,2)
x3n+· · ·)+

+a1(x+
1

4,3
x4+· · ·+ 1

(3n+ 1)(3n).(3n− 2)(3n− 3). · · · .(7,6)(4,3)
x3n+1+· · ·).

En ambos casos de ecuaciones los coeficientes eran polinómicos, pero
para la ecuación

y′′ + exy′ + (1 + x2)y = 0,

con coeficientes continuos en (−∞,∞), el proceso anterior no serviŕıa a
no ser que tengamos en cuenta que el desarrollo en serie de ex está dado
por

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn

y la serie converge en (−∞,∞). En este caso, en la resolución de la
ecuación, buscando la solución de la forma (2.21), se añade la dificultad
de tener que obtener el término general del producto

y′ex = (
∞∑
n=0

nanx
n−1).(

∞∑
n=0

1

n!
xn ).

Más generalmente, el término general cn del producto de dos series

(
∞∑
n=0

anx
n).(

∞∑
n=0

bnx
n) = (

∞∑
n=0

cnx
n)

está dado por cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0.
De esta manera, si además imponemos a la ecuación las condicio-

nes iniciales y(0) = 1, y′(0) = 0, es fácil obtener recursivamente los
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coeficientes ai de la única solución que hay del problema de Cauchy
planteado:

y = 1− 1

2
x2 +

1

6
x3 − 1

120
x5 +

11

720
x6 + · · · .

Observamos que no siempre podemos esperar obtener una forma
expĺıcita del término general de la serie ai, y en general, nos tendremos
que conformar con calcular un número finito de coeficientes. Eviden-
temente, todo lo que hemos hecho hasta ahora es formal, pero aunque
no entremos en detalles de demostrar convergencias podemos dar un
teorema que nos garantiza bajo qué condiciones de los coeficientes de
la ecuación el método empleado está justificado, es decir, la función
(2.21) nos define una serie solución convergente. Para ello, empeza-
mos definiendo lo que entenderemos por función anaĺıtica en un punto
x = x0. La demostración del teorema, aśı como la justificación de todos
los cálculos formales aqúı presentados, puede encontrarse por ejemplo
en [7].

Se dice que una función f(x) es anaĺıtica en el punto x = x0 cuando
admite un desarrollo en serie de potencias

f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n

convergente en algún entorno del punto x0, con un radio de convergencia
ρ, ρ > 0. Aśı, la serie es convergente en |x − x0| < ρ, y los an son los

coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de f , an = f (n)(x0)
n!

.
Observemos que el hecho de que la función sea regular en todo R

no significa que la función sea anaĺıtica con radio de convergencia ∞.
Aśı, por ejemplo, la función 1

1+x2
admite el desarrollo 1−x2 +x4 + · · ·+

(−1)nx2n + · · · , convergente en |x| < 1, como se deduce del hecho de
que x = ±i son ráıces de x2 + 1 = 0 y la distancia de 0 a ±i en el plano
complejo es 1.

Un test de convergencia de series de potencias, que puede ser de utili-
dad, es el conocido criterio del cociente. Una versión de dicho criterio es:
supuesto que ai 6= 0 para i suficientemente grande, si ĺımn→∞ |an+1

an
| = r,

entonces, el radio de convergencia de la serie (2.21) (ó
∑∞
n=0 an(x−x0)n)

es ρ = 1
r
.
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Teorema 7 Sean p, q funciones anaĺıticas en el punto x = x0. Sea ρ
el mı́nimo de los radios de convergencia de las series de p y q, ρ > 0.
Entonces, la solución general de la ecuación y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0 es

y(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0y1(x) + a1y2(x),

donde a0 y a1 son constantes arbitrarias, y y1 e y2 son soluciones li-
nealmente independientes, anaĺıticas en x0, y cuyos desarrollos en serie
de potencias tienen radio de convergencia al menos ρ. Los coeficientes
de las series solución se calculan recursivamente substituyendo la serie
y sus derivadas en la ecuación diferencial.

De acuerdo con el teorema, observamos que los coeficientes de la
ecuación de Legendre, p(x) = −2x

1−x2 , q(x) = 6
1−x2 , son funciones anaĺıti-

cas en el punto 0 con radio de convergencia de las correspondientes
series de potencias ρ = 1. Aśı pues, la solución que acompaña a a1 en
(2.22) es una función anaĺıtica en x0 = 0 con radio de convergencia 1.
En este caso, y en general en el caso del teorema 7, se dice que el punto
x0 es un punto ordinario de la ecuación. En otro caso, se dice que el
punto x0 es singular.

Por ejemplo, tomando x0 = 0, el teorema 7 no se puede aplicar para
resolver la ecuación de Euler: x2y′′+axy′+by = 0, y el punto x = 0 es un
punto singular de dicha ecuación. En este caso se dice que el punto x = 0
es un punto singular regular de la ecuación de Euler. Esta definición se
extiende a una ecuación más general. Un punto x = x0 se dice que es
un punto singular regular de una ecuación a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0
cuando la ecuación se puede escribir de la forma:

(x− x0)2y′′ + (x− x0)p(x)y′ + q(x)y = 0,

donde p(x), q(x) son funciones anaĺıticas en x0. Para este tipo de ecua-
ciones, la forma de buscar soluciones es:

y = |x− x0|r
∞∑
n=0

an(r)(x− x0)n.

Desde luego, a ráız del ejemplo 25 para la ecuación de Euler, cabe
esperar que al menos exista una solución de esta forma, y ésta sea con-
vergente en 0 < |x − x0| < ρ, siendo ρ el mı́nimo de los radios de
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convergencia de las series de p y q. No entraremos en detalles en es-
ta teoŕıa conocida usualmente como el método de Frobenius; tan sólo
enunciamos el resultado principal, teorema 8, para x0 = 0, cuya de-
mostración puede encontrarse en [7], aśı como un amplio tratamiento
de esta teoŕıa. Como ejemplo de aplicación de estas técnicas se obtie-
nen las conocidas funciones de Bessel de primera clase, soluciones de
la ecuación de Bessel:

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0,

y las funciones de Bessel de segunda clase (en ocasiones, como combi-
nación lineal de las de primera clase).

Observamos que son muchas las ecuaciones que aparecen en proble-
mas de la F́ısica y de la Técnica que se resuelven mediante los desarro-
llos en series de potencias. Por ejemplo las ecuaciones de Legendre y
Bessel aparecen como consecuencia de intentar resolver ecuaciones de
propagación de ondas y del calor, utilizando el método de separación de
variables (ver el caṕıtulo 6 relativo a Ecuaciones en Derivadas Parcia-
les). Propiedades de las soluciones de dichas ecuaciones, y otras como
las de Hermite, Laguerre, Tchevichev, etc., pueden ser encontrados en
[7]. Vemos aśı que los puntos singulares regulares aparecen, de una ma-
nera natural, en la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales. El siguiente
teorema nos da una idea sobre cómo buscar dos soluciones linealmen-
te independientes de una ecuación que tiene un punto singular regular
en x = 0. Quizás, para la mejor comprensión del enunciado, es conve-
niente recordar el estudio previo hecho para encontrar la solución de la
ecuación de Euler (ver ejemplo 25 y ejercicio 8 de la sección 2.5).

Teorema 8 Sea la ecuación:

x2y′′ + x(xp(x))y′ + (x2q(x))y = 0 , (2.23)

donde p, q son tales que las funciones xp(x), x2q(x) son anaĺıticas en el
punto x = 0, con ρ > 0 el mı́nimo radio de convergencia de las series de
xp y x2q. Sean p0, q0 los primeros términos de los desarrollos en serie
de potencias de las funciones xp y x2q respectivamente. Sea r1 ≥ r2, r1
y r2 las ráıces reales de la ecuación polinómica (ecuación indicial):

r(r − 1) + p0r + q0 = 0 . (2.24)



96 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales de orden n, n > 1.

Entonces, la ecuación (2.23) admite dos soluciones y1(x), y2(x), lineal-
mente independientes en 0 < |x| < ρ, dadas de la forma:

1. Si r1 − r2 no es un número entero o cero, entonces

y1 = |x|r1(1 +
∞∑
n=1

an(r1)x
n) ,

y2 = |x|r2( 1 +
∞∑
n=1

an(r2)x
n).

2. Si r1 = r2, entonces

y1 = |x|r1(1 +
∞∑
n=1

an(r1)x
n) ,

y2 = y1(x) ln |x|+ |x|r1
∞∑
n=1

bn(r1)x
n .

3. Si r1 − r2 ∈ N, entonces

y1 = |x|r1(1 +
∞∑
n=1

an(r1)x
n) ,

y2 = ay1(x) ln |x|+ |x|r2(1 +
∞∑
n=1

cn(r2)x
n) .

donde los coeficientes de las series ai, bi, ci y la constante a se determi-
nan por sustitución en la ecuación (2.23), y las series de potencias que
aparecen tienen radio de convergencia al menos ρ.

Si en el teorema las ráıces r1, r2 son complejas conjugadas, habŕıa que
proceder separando las partes reales e imaginarias de la serie solución,
tal como se hace para la ecuación de Euler. Una aplicación directa de
éste teorema es la resolución de la ecuación de Bessel antes citada (ver
ejercicios 7 y 10). Las funciones de Bessel juegan un papel primordial
en la teoŕıa de la propagación de ondas en dimensión 3, aśı como en
otros campos de la F́ısica y de la Técnica. Un estudio detallado de pro-
piedades de estas funciones puede encontrarse en [3] o [7], por ejemplo.
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Finalmente, observemos que las técnicas desarrolladas en esta sec-
ción pueden ser generalizadas al estudio de soluciones de ecuaciones
lineales de orden superior y sistemas lineales (ver ejercicios 9 y 11). El
método de desarrollo en series de potencias también puede ser aplicado
para resolver ecuaciones no lineales (ver ejercicio 4), pero un inconve-
niente o desventaja a tener en cuenta es que, en general, no se conoce
el radio de convergencia de la serie solución.

EJERCICIOS.

1. Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de las soluciones de los problemas de Cauchy:

y′′ + 2xy′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,

xy′′ + y sinx = x , y(0) = y′(0) = 1,

y′′ + y = 1 , y(0) = y′(0) = 1,

2. Comparar los resultados obtenidos para los problemas segundo y
tercero del ejercicio anterior, teniendo en cuenta que en un entorno
de x = 0, sinx ≈ x.

3. Encontrar los 5 primeros términos del desarrollo en serie de po-
tencias de la solución de las ecuaciones:

exy′′ + xy = 0 ,

y′′ + y sinx = 0 ,

y′ = ex
2

y ,

y′ − y = x2

Comparar la solución obtenida en las dos últimas ecuaciones con
la obtenida integrando directamente.

4. Se considera el problema de Cauchy: y′ = x2 + y2 , y(0) = 1, del
que no se conoce solución expĺıcita. Encontrar y′(0), y′′(0), y′′′(0).
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Buscar los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
de solución:

y(x) =
∞∑
n=0

y(n)(0)

n!
xn.

Comparar con la solución obtenida numéricamente en [0, 0,3] en
el ejercicio 10 de la sección 1.7, caṕıtulo 1.

5. Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para la solución de y′−
y = x2, y(0) = 0. Comparar con la solución exacta del problema.

6. Encontrar los 10 primeros términos de la solución de la ecuación
de Hermite

y′′ − 2xy′ + 2νy = 0

para ν = 1.

7. Encontrar los 10 primeros términos de la solución de la ecuación
de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0,

para ν = 1
3

en x > 0 (esto podŕıa hacerse de la misma manera
para ν 6= n

2
, n ∈ N.)

8. Resolver y′′ − 2xy′ + 2y = 0 , y(1) = 1, y′(1) = 0, buscando un
desarrollo en serie

∑∞
k=0 ak(x− 1)k de la solución.

9. Encontrar los 5 primeros términos del desarrollo en serie,
∑∞
k=0 c̄kt

k,
de la solución del problema de Cauchy para un sistema:

y′ = z
z′ = 1

1−t y

y(0) = 0 , z(0) = 1 ,

en el intervalo (−1, 1) (evidentemente los coeficientes c̄k son ahora
vectores de dos componentes). Comprobar que el resultado es el
mismo si se calculan los 5 primeros términos del desarrollo en
serie de la solución de

y′′ − 1

1− t
y = 0 ,

en el intervalo (−1, 1).
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10. Encontrar la solución general de la ecuación de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0,

para cualquier valor real de ν.

11. Resolver el problema de Cauchy:

z′′ + xz′ = 0 , y′′′ + xy′′ − 2y′ + z = 0

z(0) = 0, z′(0) = 1, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

12. Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de los problemas de Cauchy:

y′′ + exy′ + (1 + x2)y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

y′′ + x5y = 0, y(0) = 0,3, y′(0) = 0

13. Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de la solución de las ecuaciones:

a). y′′ − xy′ − y = sinx , b). y′′ − y sinx = cosx .

2.7. La Transformada de Laplace.

Problemas que aparecen muy a menudo en la Ingenieŕıa son los
relativos al cálculo de deformaciones de vigas que están sometidas a
cargas puntuales, es decir, cargas que actuan en intervalos ”muy, muy
pequeños”. Para expresar estas cargas se suele utilizar la función Delta
de Dirac, y para resolver las ecuaciones que se plantean la transforma-
da de Laplace. Las funciones Delta, también, se utilizan para expresar
fuerzas que actuan sobre un cuerpo en periodos de tiempo muy pe-
queños: Por ejemplo, resortes a los que en un instante, t = t0, se les da
un martillazo y vibran bajo la acción de esta fuerza.

La particularidad fundamental de la transformada de Laplace es
que transforma ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constan-
tes en ecuaciones algebráicas, aśı como ecuaciones diferenciales lineales
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de coeficientes polinómicos en ecuaciones diferenciales lineales de coe-
ficientes constantes. La importancia de su uso radica en un teorema
de inversión que nos permite, una vez resuelta la ecuación a la que re-
dujimos el problema, recuperar la solución de la ecuación de partida.
La transformada de Laplace es también una herramienta útil para la
resolución de ecuaciones integrales e integro-diferenciales, aśı como de
sistemas lineales. Comenzamos la sección con una serie de definiciones.

Una función f(t), f : [a, b] −→ R se dice continua a trozos, o
continua por segmentos, cuando f es continua en todo punto de [a, b]
excepto, a lo más, en un numero finito de puntos, t1, t2, · · · , tk ∈ (a, b),
donde tiene una discontinuidad de salto, es decir,

ĺım
t→t−i

f(t) y ĺım
t→t+i

f(t) existen y son finitos , i = 1, 2, · · · , k.

Se dice que la función f es continua por segmentos en [0,∞), cuando
lo es en cada intervalo [0, N ] para cualquier N > 0.

La función f , f : [0,∞) −→ R es de orden exponencial α si existen
constantes positivas T y M tales que:

|f(t)| ≤Meαt, ∀t ≥ T.

Ejemplo 28 Evidentemente, funciones tan sencillas como senos, cose-
nos, funciones exponenciales y productos de ellas son de orden exponen-
cial. La función e7t sin 8t es de orden exponencial 7, pues |e7t sin 8t| ≤
e7t, ∀t ≥ 0.

La función et
2

no es de orden exponencial para ningún α, pues et
2

eαt
→

∞, para t→∞ y para cualquier α. 2

Dada una función f , f : [0,∞) −→ R, se denomina Transformada
de Laplace de f en el punto λ al valor:

L[f ](λ) =
∫ ∞
0

e−λtf(t)dt. (2.25)

Ejemplo 29 Demostramos que la transformada de Laplace de e7t sin 8t
es:

L[e7t sin 8t](λ) =
∫ ∞
0

e−λte7t sin 8tdt =
8

(λ− 7)2 + 82
,∀λ > 7,
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comprobando que este valor es el ĺımite de
∫ R
0 e−λte7t sin 8tdt cuando

R → ∞. También se puede comprobar que la integral convege, com-
probando que ∫ ∞

0
|e−λte7t sin 8t|dt <∞, ∀λ > 7,

dado que

ĺım
R→∞

∫ R

0
|e−λte7t sin 8t|dt ≤ ĺım

R→∞

∫ R

0
e(7−λ)tdt =

1

7− λ
<∞ ,∀λ > 7.2

La definición de la transformada de Laplace está ligada a que la
integral impropia de (2.25):∫ ∞

0
e−λtf(t)dt = ĺım

R→∞

∫ R

0
e−λtf(t)dt ,

sea convergente. Si la función f es continua a trozos en [0,∞) y de
orden exponencial α es fácil de probar que la integral converge para
λ > α o más exactamente para Re(λ) > α. De esta manera, la trans-
formada de Laplace L[f ](λ) es una función con valores complejos, de
variable compleja, definida para Re(λ) > α; nosotros sólo utilizaremos
su restricción a los λ reales.

A continuación exponemos, sin demostración, algunas propiedades
de la transformada de Laplace que nos permitirán resolver algunas ecua-
ciones diferenciales. La demostración de dichas propiedades, aśı como
la resolución con ésta de ecuaciones diferenciales, puede encontrarse en
[3] y [24] por ejemplo. Interesantes ejemplos de aplicación a la teoŕıa de
la elasticidad, vibraciones y a otros problemas de la F́ısica y la Técnica
pueden encontrarse en [32] (ver también en relación con el uso de otras
transformadas: Fourier, Mellin, etc...), aśı como en [29].

Una función que nos será de utilidad para enunciar las propiedades
de la transformación de Laplace es la función escalón: se trata de una
función continua a trozos, definida como

u(t− a) =

{
0 si t < a
1 si t ≥ a.

Considerando combinaciones lineales de estas funciones se pueden obte-
ner funciones que toman valores cero fuera de un intervalo muy pequeño
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y cuya integral en (−∞,∞) tenga siempre el valor 1. La función

sN(t− a) =
N

2
(u(t− a− 1

N
)− u(t− a+

1

N
))

toma el valor N
2

en [a − 1
N
, a + 1

N
) y cero fuera de este intervalo (ver

figura 36). Si hacemos tender N a ∞ parece lógico pensar en que el
ĺımite de la función impulso sN(t − a) es una ”función”, δ(t − a), tal
que:

δ(t− a) =

{
”muy grande” si t = a

0 si t 6= a.

y ∫ +∞

−∞
δ(t− a)dt = 1.

Esta función (que desde un punto de vista matemático no es propia-
mente una función) se denomina función generalizada o distribución
Delta de Dirac y el ĺımite cuando N → ∞ debe ser entendido en el
sentido:

ĺım
N→∞

∫ +∞

−∞
sN(t− a)φ(t)dt =

∫ +∞

−∞
δ(t− a)φ(t)dt = φ(a) ,

para cualquier función φ continua en R.
Obviamente, L[u(t − a)](λ) = e−λa

λ
y L[δ(t − a)](λ) = e−λa , para

a > 0. El resultado se extiende para a = 0 mediante un proceso de paso
al ĺımite.

Figura 36 Aproximaciones de la Distribución Delta.
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Propiedades de la transformada de Laplace.

1. Sean f y g funciones tales que su transformada de Laplace existe
para λ > α, y c1, c2 constantes cualesquiera. Entonces,

L[c1f + c2g](λ) = c1L[f ](λ) + c2L[g](λ) , ∀λ > α.

2. Si la transformada de Laplace de f existe para λ > α, entonces:

L[eatf ](λ) = L[f ](λ− a), ∀λ > α + a.

3. Si f es continua en [0,∞), y de orden exponencial α, y f ′ es
continua a trozos en [0,∞), entonces:

L[f ′](λ) = λL[f ](λ)− f(0), ∀λ > α.

4. Si f, f ′, · · · , f (n−1) son continuas en [0,∞) y de orden exponencial
α y f (n) es continua a trozos en [0,∞), entonces:

L[f (n)](λ) = λnL[f ](λ)−λn−1f(0)−λn−2f ′(0)−· · ·−f (n−1)(0), ∀λ > α.

5. Sea f continua a trozos en [0,∞) y de orden exponencial α. En-
tonces:

L[
∫ t

0
f(u)du](λ) =

L[f ](λ)

λ
, ∀λ > max(α, 0).

6. Sea f continua a trozos en [0,∞) y de orden exponencial α. En-
tonces:

L[tnf(t)](λ) = (−1)n
dnL[f ]

dnλ
(λ), ∀λ > α.

7. Sean f y g funciones continuas a trozos en [0,∞) y de orden
exponencial α. Entonces:

L[
∫ t

0
f(t− u)g(u)du](λ) = L[f ](λ).L[}](λ) ,∀λ > α.

La función f ∗ g(t) =
∫ t
0 f(t− u)g(u)du se denomina convolución

de f y g.
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8. Si la transformada de Laplace de f existe para λ > α, y a ≥ 0,
entonces:

L[u(t− a)f(t)](λ) = e−λaL[f(t+ a)](λ), ∀λ > α ,

o lo que es equivalente

L[u(t− a)f(t− a)](λ) = e−λaL[f(t)](λ), ∀λ > α.

9. Sea f continua a trozos en [0,∞) y periódica de periodo T (es
decir, f(t) = f(T + t), ∀t). Entonces,

L[f ](λ) =

∫ T
0 e−λtf(t)dt

1− e−λT
, ∀λ > 0 .

10. Sea f continua a trozos en [0,∞) y de orden exponencial. Enton-
ces,

ĺım
λ→∞
L[f ](λ) = 0

Notemos la importancia fundamental de las propiedades 1, 3 y 4
para la resolución de ecuaciones diferenciales. Además de todas estas
propiedades de la transformada de Laplace, necesitamos un teorema de
inversión. Damos un resultado que es consecuencia de dicho teorema.

Se llama transformada inversa de Laplace de una función F (λ), a la
función f(t) continua a trozos en [0,∞) que verifica:

L[f ](λ) = F (λ).

El resultado de existencia de transformada inversa para una función
dada tiene un enunciado un tanto complejo, pero para lo que nosotros
utilizaremos es suficiente el resultado de inversión que nos proporciona
el llamado teorema de Lerch que enunciamos a continuación. La demos-
tración de dicho teorema queda fuera del alcance del curso (ver [33],
por ejemplo).

Teorema 9 Sean f y g dos funciones continuas a trozos en [0,∞), de
orden exponencial α, y tales que L[f ](λ) = L[g](λ), ∀λ > α. Entonces,
f(t) = g(t) salvo a lo sumo en los puntos de discontinuidad de f y g.
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Aplicación de la transformada de Laplace a la resolución
de ecuaciones diferenciales.

Dada una ecuación diferencial lineal, la manera de proceder es como
sigue (para ser más expĺıcitos aplicaremos la transformada de Laplace
en un ejemplo muy sencillo: y′ − y = 1):

1. Se aplica la transformada de Laplace en la ecuación diferencial con
variable dependiente y(t), usando las propiedades que se necesiten
de dicha transformada (propiedades 1 y 3 en este caso,

L[y′ − y](λ) = L[1](λ)⇒ λL[y](λ)− y(0)− L[y](λ) = L[1](λ) ).

2. Como se tiene una ecuación algebráica con incógnita L[y](λ), se
despeja L[y](λ) (calculamos L[1](λ) = 1

λ
, entonces

L[y](λ) =
1

λ(λ− 1)
+

y(0)

λ− 1
).

3. Se escribe el lado derecho de la igualdad como suma de funciones
de λ, que sean transformadas de Laplace de funciones conocidas.
Para esto, puede ayudarnos una tabla de transformadas de Lapla-
ce, aśı como el conocimiento de las propiedades de ésta. Cuantas
más propiedades y más transformadas conozcamos, más fácil ten-
dremos el problema. La tabla que incluimos aqúı es suficiente
para los problemas que se estudian en el curso. Una amplia ta-
bla de transformadas de Laplace puede encontrarse en [34], por
ejemplo. (Sabemos que la transformada de Laplace de et es 1

λ−1 .
Aśı escribimos:

L[y](λ) = −1

λ
+

1

λ− 1
+

y(0)

λ− 1
,

L[y](λ) = −L[1](λ) + L[et](λ) + y(0)L[et](λ) , ).

4. Finalmente, utilizando de nuevo las propiedades y el teorema 9,
obtenemos y(t) la solución de la ecuación considerada. Las cons-
tantes que hayan aparecido y(0), y′(0), etc. dependiendo del orden
de la ecuación diferencial, se determinan imponiendo, por ejem-
plo, condiciones iniciales. (Aśı, en el ejemplo considerado, la so-
lución es y(t) = et(1 + y(0))− 1 , que es una función continua en
todo R .)
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Ejemplo 30 La figura 37 nos muestra una viga de longitud 2l que
está empotrada en un soporte del lado izquierdo y libre en el derecho.
Se supone que la viga está situada en el eje de las x y el desplazamiento
y(x) se mide en el eje de las y. Si cada punto x la viga está sometida
a una carga p(x), el desplazamiento, y(x), es la solución del problema
que modela las deformaciones de la viga:

EIy(4) = p(x), y(0) = y′(0) = 0, y′′(2l) = y′′′(2l) = 0,

donde E e I son constantes. E es el módulo de Young e I es un momento
de inercia, y la constante EI se denomina rigidez a flexión. Observemos
que los esfuerzos horizontales se consideran nulos. Se trata de un pro-
blema de contorno que tiene solución única (se verá en el caṕıtulo 5).
Si p(x) es una función continua la ecuación se puede intentar resolver
utilizando los métodos vistos en las secciones anteriores (coeficientes
indeterminados ó variación de parámetros, dependiendo de cuál sea la
función p), y las constantes que aparezcan se determinan imponiendo
las condiciones de contorno: y(0) = y′(0) = 0, y′′(2l) = y′′′(2l) = 0.

Figura 37 Viga empotrada en un soporte sometida a una carga
concentrada.

Supongamos que la viga tiene una carga concentrada P que actua
sobre su centro x = l. El problema entonces es:

EIy(4) = Pδ(x− l), y(0) = y′(0) = 0, y′′(2l) = y′′′(2l) = 0,

que podemos resolver utilizando la transformada de Lapace.

EIL[y](λ) =
Pe−λl

λ4
+
y′′(0)

λ3
+
y′′′(0)

λ4



2.7. La Transformada de Laplace. 107

Utilizando la tabla y las propiedades de la transformada de Laplace:

EIL[y](λ) = P
1

3!
L[u(x−l)(x−l)3](λ)+y′′(0)

1

2!
L[x2](λ)+y′′′(0)

1

3!
L[x3](λ)

Utilizando el teorema de Lerch, tenemos que la solución depende de las
constantes a = y′′(0), b = y′′′(0). Dichas constantes se determinan impo-
niendo las condiciones que aún no hemos utilizado y′′(2l) = y′′′(2l) = 0.
Aśı, el desplazamiento está dado por:

y(x) =
P

6EI
(3lx2 − x3 + (x− l)3u(x− l)).2

Figura 38 Deformación de la viga.

Tablas de transformadas de Laplace.
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En el ejemplo 30 observamos que la solución y(x) es continua (ver
figura 38), aśı como lo son y′(x), y′′(x), pero no lo es su derivada tercera.
Para este tipo de problemas se admitirá que una función continua, y
con derivada n − 1 continua, es solución de una ecuación diferencial
de orden n, con coeficientes constantes, cuando satisface la ecuación,
salvo en los puntos de discontinuidad del término no homogéneo de
la ecuación. Por otro lado, debemos observar que si este término no
homogémeo es una función continua a trozos y de orden exponencial,
la solución de la ecuación diferencial también es de orden exponencial
y, por lo tanto, podemos aplicar la transformada de Laplace (veáse [36]
en relación con este resultado).

EJERCICIOS.

1. Encontrar la transformada de Laplace de las funciones:

ch(pt), sh(pt), tn,
1√
t
, , t2ept, ch(at). cos (bt), | sin t|.

2. Encontrar la transformada de Laplace de la función f(t) sabiendo
que su derivada existe para t 6= T

4
+ nT

2
, n = 0, 1, 2, · · · y la función

es periódica de periodo T :

f ′(t) =


1 si 0 ≤ t < T

4

−1 si T
4
≤ t < 3T

4

0 si 3T
4
< t ≤ T.

3. Encontrar las transformadas inversas de Laplace de las funciones:

1

λ2 + 2λ+ 2
,

3λ+ 2

λ2 + 2λ+ 2
,

1

λ4 − 1
,
e−2λ

λ4 − 1
,
e−2λ(λ+ 1)

λ2 + 2λ+ 2
,

1

λ(λ2 + 2λ+ 1)
.

4. Encontrar la transformada de Laplace funciones de Bessel de pri-
mera clase Ji(t), sabiendo que verifican J0(0) = 1, Jn(0) = 0 ∀n >
1, y que están definidas:

J0(t) =
1

π

∫ π

0
cos (t sin θ)dθ, J1(t) = −J ′0(t),



110 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales de orden n, n > 1.

Jn+1(t) = Jn−1(t)− 2J ′n(t) , ∀n > 1.

(Demostrar que la transformada de Laplace de J0 está dada por
1√
λ2+1

, y la de Jn por (
√
λ2+1−λ)n√
λ2+1

, para n > 0.)

5. Una masa, sujeta a un resorte, se suelta a partir del reposo 1m.
por debajo de la posición de equilibrio del sistema masa-resorte,
y empieza a vibrar. Después de π segundos, la masa es golpeada
por un martillo que ejerce un impulso sobre la masa. Encontrar
el desplazamiento y(t) de la masa, siendo el problema que rige las
vibraciones del resorte:

y′′ + 9y = 3δ(t− π), y(0) = 1, y′(0) = 0.

6. Se considera la ecuación del resorte en ausencia de fuerza de
amortiguación. Resolver dicha ecuación, si se tienen las condi-
ciones iniciales y(0) = 3, y′(0) = 0, y se conoce la fuerza p(t) que
está actuando sobre la masa m:

a).p0e
−5t, b).p0u(t− π), c). cos t.

7. Resolver el problema que modela el paso de corriente en un cir-
cuito en el que un impulso de voltaje es aplicado en el instante
π:

y′′ + 2y′ + 2y = 3δ(t− π), y(0) = 1, y′(0) = 0.

8. Resolver el problema de Cauchy:{
y′′ + 4y = f(t)
y(0) = 0 , y′(0) = 0,

siendo la función f definida:

a).

f(t) =


1 si 0 < t < 1
−1 si 1 < t < 2

0 si t < 0 ó t > 2,
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b).

f(t) =

{
t si t ≤ π

2
π
2

si t ≥ π
2
.

9. Resolver los problemas de Cauchy:

y′′ + 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2.

y′′ + y = e−2t sin t, y(0) = 0, y′(0) = 0.

y′′ + y = t sin t, y(0) = 0, y′(0) = 0.

y′′ − 2y′ + 2y = tet sin t, y(0) = 0, y′(0) = 0.

y′′ + 2y′ + 2y = δ(t− π), y(0) = 0, y′(0) = 0.

10. Resolver los problemas de Cauchy para sistemas:

a). 
y + z′ = e−t

3y + y′ = z − 3z′

y(0) = 1 , z(0) = 1.

b). 
y′′ − z′ = t
y′′ − z = e−t

y(0) = 3, y′(0) = −2 , z(0) = 3.

11. Resolver la ecuación integrodiferencial:

5
∫ t

0
eu cos 2(t− u)Y (u)du = et(Y ′(t) + Y (t))− 1, Y (0) = 0.

12. Resolver las ecuaciones integrales:

Y (t) = t+
∫ t

0
cos (t− u)Y (u) du.

Y (t) = et −
∫ t

0
(t− u)2Y (u) du .
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13. Resolver: a). El problema de Cauchy:

t2y′′ + t(2t+ 1)y′ + (2t2 + t− 1)y = 0, y(0) = 0, y′(0) =
1

2
.

b). La ecuación de Bessel:

ty′′ + y′ + ty = 0 .

(Indicación: Utilizar para ello las funciones de Bessel de primera
clase Ji(t), problema 4, y la propiedad 10 de la transformación de
Laplace).
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en los que intervienen ecuaciones del tipo de las estudiadas a lo largo
del caṕıtulo y abordados con las técnicas del mismo. La sección 2.6
está ampliamente abordada en [7], y la sección 2.7 en [34].



Caṕıtulo 3

Sistemas diferenciales de
ecuaciones lineales.

3.1. Introducción.

Se ha visto en el caṕıtulo 2 que cuando se tienen varias ecuacio-
nes diferenciales relacionadas entre śı, y en ellas aparecen varias funcio-
nes incógnitas, yi(x), i = 1, 2, · · · , k, en lugar de una sóla, se tiene un
sistema diferencial de primer orden. Se trata de un sistema diferencial
de primer orden cuándo sólo aparecen las derivadas primeras, y′i, de las
funciones incógnitas, y de un sistema diferencial de orden k si aparecen
las derivadas de yi hasta el orden k. También se vió en la sección 2.2
como reducir una ecuación de segundo orden a un sistema de primer
orden con dos ecuaciones. Esto se puede generalizar a ecuaciones de
orden n: Una ecuación escrita en forma normal,

y(n) = f(x, y, y′, y′′, · · · , y(n−1)),

se reduce a un sistema de n ecuaciones haciendo el cambio: y1 = y, y2 =
y′, · · · , yn = y(n−1). Tenemos aśı

y′1 = y2
y′2 = y3
· · ·

y′n−1 = yn
y′n = f(x, y1, y2, · · · , yn).

113
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Evidentemente, este método de pasar ecuaciones de orden n a sistemas
de primer orden, nos permite también reducir sistemas de orden k a
sistemas de primer orden con un número superior de ecuaciones. Por
tanto, nos ocupamos aqúı de los de primer orden. Un sistema de primer
orden con n ecuaciones en forma normal es:

y′1 = f1(x, y1, y2, · · · , yn)
y′2 = f2(x, y1, y2, · · · , yn)
· · ·

y′n = fn(x, y1, y2, · · · , yn).

(3.1)

El problema de Cauchy asociado, es el problema de encontrar una so-
lución de (3.1) que verifique

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, · · · , yn(x0) = yn0 , (3.2)

siendo (x0, y
1
0, y

2
0, · · · , yn0 ) un punto perteneciente al dominio D ⊂ Rn+1

de definición de las funciones fi. Cuando las funciones fi son de la forma
fi = ai1(x)y1 + ai2(x)y2 + · · · + ain(x)yn + bi(x) se dice que el sistema
es lineal:

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · ·+ a1n(x)yn + b1(x)
y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · ·+ a2n(x)yn + b2(x)
· · ·

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · ·+ ann(x)yn + bn(x) .

(3.3)

Evidentemente, la solución general de un sistema dependerá de n cons-
tantes. Si los coeficientes de (3.3), aij, son constantes i, j = 1, 2, · · · , n,
se denomina sistema lineal con coeficientes constantes.

El conjunto de funciones y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), · · · , yn = ϕn(x)
se dice que es una solución del problema (3.1)-(3.2) en un intervalo
(α, β) cuando ϕi son continuas y derivables en (α, β) y satisfacen las
ecuaciones (3.1) en (α, β) y además

ϕ1(x0) = y10, ϕ2(x0) = y20, · · · , ϕn(x0) = yn0 .

A ráız de la conversión de una ecuación de orden n en un sistema
diferencial de primer orden con n ecuaciones, es evidente que un sis-
tema diferencial de orden k se puede reducir a uno de primer orden



3.1. Introducción. 115

con un número superior de ecuaciones (ver ejemplo 31). Aśı pues, por
abuso de notación, si no hay lugar a dudas, los sistemas diferenciales
lineales de primer orden con n ecuaciones serán denominados sistemas
diferenciales con n ecuaciones (también, sistemas con n ecuaciones).
Los principales resultados de existencia y unicidad para sistemas los
damos a continuación:

Teorema 10 Cuando todas las funciones fi de (3.1) son continuas en
D, aśı como sus derivadas parciales ∂fi

∂yj
, i, j = 1, 2, · · · , n, y se considera

(x0, y
1
0, y

2
0, · · · , yn0 ) ∈ D, entonces, existe un intervalo [x0− δ, x0 + δ] en

el que la solución del problema de Cauchy (3.1)-(3.2) es única.

Teorema 11 Cuando todas las funciones aij, bj, i, j = 1, 2, · · · , n, de
(3.3) son continuas en el intervalo (α, β), x0 ∈ (α, β), y, (y10, y

2
0, · · · , yn0 )

es cualquier punto de Rn, entonces, existe una única solución de (3.3)-
(3.2) definida en (α, β).

Ejemplos de modelos matemáticos gobernados por sistemas de ecua-
ciones lineales son, por ejemplo, los que modelan el paso de la corriente
a través de varios circuitos acoplados en serie, las vibraciones de dos
o más resortes enganchados entre śı y los modelos de crecimiento de
poblaciones presa-depredador.

Ejemplo 31 Se consideran dos cuerpos de masas m1 y m2 respectiva-
mente, sujetos a tres muelles, tal como indica la figura 39, de constantes
de recuperación k1, k2, k3 respectivamente. Los cuerpos se mueven en
un plano horizontal y están sometidos a fuerzas F1(t), F2(t), respecti-
vamente, y se supone que la fuerza de amortiguación es despreciable.
Aplicamos la ley de Newton para deducir las ecuaciones que rigen el
movimiento de los dos cuerpos.
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Figura 39 Movimiento del sistema masas-resortes acoplados.

Si denotamos por y1(t) el desplazamiento del primer bloque y por
y2(t) el del segundo (ver figura 39), observamos que, sobre el primer
cuerpo, las fuerzas que actuan son la fuerza de recuperación del primer
muelle, −k1y1, la fuerza de recuperación del segundo k2(y2−y1) y F1(t).
Sobre el segundo cuerpo actuan la fuerza de recuperación del segundo
muelle −k2(y2−y1), F2(t), y la fuerza de recuperación del tercer muelle
−k3y2. Aśı las ecuaciones buscadas son:

m1y
′′
1 = k2(y2 − y1)− k1y1 + F1(t)

m2y
′′
2 = −k3y2 − k2(y2 − y1) + F2(t)

y sacando factor común a y1 e y2 en el lado derecho de la ecuación,
y haciendo los cambios z1 = y1, z2 = y′1, z3 = y2, z4 = y′2, tenemos un
sistema del tipo (3.3) con cuatro ecuaciones y coeficientes constantes:

z′1 = z2

z′2 = −k2 + k1
m1

z1 +
k2
m1

z3 +
F1(t)

m1

z′3 = z4

z′4 =
k2
m2

z1 −
k2 + k3
m2

z3 +
F2(t)

m2

.

2
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3.2. Sistemas diferenciales lineales con n

ecuaciones.

La teoŕıa general para sistemas lineales es totalmente análoga
a la expuesta en el caṕıtulo 2 para ecuaciones lineales. Damos aqúı las
propiedades de las soluciones sin demostración: Una demostración de
éstas, a un nivel sencillo, puede encontrarse en [24], por ejemplo. La
exposición que hacemos aqúı es alterada en muchos libros, donde la
teoŕıa para ecuaciones es una consecuencia de la teoŕıa para sistemas.
En cuanto a los sistemas lineales de coeficientes constantes una expo-
sición, más amplia y quizás más rigurosa, alternativa a la que damos
aqúı puede encotrarse en [5], [24] y [36], por ejemplo, basada, en los dos
últimos, en la reducción de una matriz en su forma canónica de Jordan.
El resto de la bibliograf́ıa recomendada es la del caṕıtulo 2.

Por conveniencia, escribiremos el sistema (3.3) en forma matricial:

ȳ′ = A(x)ȳ + b̄(x), (3.4)

siendo A(x) la matriz definida:

A(x) =


a11(x) a12(x) a13(x) · · · a1n(x)
a21(x) a22(x) a23(x) · · · a2n(x)
· · · · · · · · · · · · · · ·

an1(x) an2(x) · · · · · · ann(x)

 (3.5)

y por ȳ, b̄ denotamos los vectores columna:

ȳ(x) = (y1(x), y2(x), · · · , yn(x))T , y b̄(x) = (b1(x), b2(x), · · · , bn(x))T ,

respectivamente. A lo largo de este caṕıtulo supondremos que todos
los coeficientes ai,j, bj son funciones continuas definidas en el intervalo
I = (α, β). El problema de Cauchy correspondiente a (3.4) es:{

ȳ′ = A(x)ȳ + b̄(x),
ȳ(x0) = ȳ0,

con x0 ∈ I, ȳ0,∈ Rn.
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Como para las ecuaciones lineales, se demuestra fácilmente que la
solución general de (3.4) es de la forma:

ȳ(x) = ȳGH(x) + ȳp(x), (3.6)

donde ȳp(x) es una solución particular de (3.4), mientras que ȳGH(x)
es la solución general del sistema homogéneo asociado:

ȳ′ = A(x)ȳ. (3.7)

Aśı pues, estudiamos a partir de ahora la estructura de la solución ge-
neral de este sistema. Exponemos a continuación, sin demostración, las
propiedades. Antes, para poner de manifiesto la analoǵıa con las ecua-
ciones lineales, comenzamos con un ejemplo del que ya nos ocupamos
en el caṕıtulo anterior.

Ejemplo 32 La ecuación diferencial de segundo orden y′′+y = 0 tiene
por familia de soluciones y = c1 cosx + c2 sinx (ver también ejemplo
20, del caṕıtulo 2). El sistema asociado es:{

y′ = z
z′ = −y,

donde y′ = z, y por tanto, la solución del sistema es y = c1 cosx +
c2 sinx, z = −c1 sinx + c2 cosx. A esta misma solución llegamos si
buscamos la solución del sistema de la forma: ȳ = eλxc̄, con c̄ un vector
constante (a1, a2)

T . Derivando eλxc̄ y reemplazando en el sistema se
llega a que λ y c̄ deben verificar la relación

(A− λI)c̄ = 0,

donde A es la matriz del sistema,

A =

(
0 1
−1 0

)
,

e I es la matriz identidad 2× 2. Es decir, λ es un valor propio de A y
c̄ es el vector propio asociado.

Se demuestra λ = ±i, y c̄, por ejemplo, (1,±i)T . Aśı, considerando
una de las ráıces λ = i, c̄ = (1, i)T , separamos parte real e imaginaria
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en eλxc̄ y se tienen las soluciones del sistema: ȳ1 = (cos x,− sinx)T y
ȳ2 = (sinx, cosx)T que verifican

W [ȳ1, ȳ2](x) = W [y11, y
1
2](x) = W [cosx, sinx](x) = 1 6= 0.

La solución general del sistema es ȳ(x) = c1ȳ1(x) + c2ȳ2(x). Se de-
muestra (como se hizó para una ecuación diferencial en el ejemplo 24),
utilizando el teorema 11, que cualquier otra solución es combinación
lineal de las dos soluciones encontradas ȳ1 e ȳ2:

Sea ϕ̄ otra solución, que en el punto x = 0 tomará el valor ϕ̄(0) =
(ϕ1(0), ϕ2(0))T . Se considera la solución ȳ(x) = c1ȳ1(x) + c2ȳ2(x) que
en x = 0 toma el valor c1ȳ1(0) + c2ȳ2(0) . Tomando c1, c2 tales que
c1 cos 0 + c2 sin 0 = ϕ1(0) y c1(− sin 0) + c2 cos 0 = ϕ2(0) (en este caso,
c1 = ϕ1(0) y c2 = ϕ2(0)), se tiene que ȳ(x) y ϕ̄(x) son la solución del
mismo problema de Cauchy. Por tanto, el teorema 11 nos garantiza que
ambas soluciones coinciden en (−∞,∞). Se dice que {ȳ1, ȳ2} forman
un conjunto fundamental de soluciones en (−∞,∞). 2

La noción de n funciones linealmente independientes se extiende sin
dificultad a n funciones vectoriales: Se dice que k funciones ϕ̄1(x), ϕ̄2(x),
· · · , ϕ̄k(x) son linealmente independientes en el intervalo I cuando

Si α1ϕ̄1(x)+α2ϕ̄2(x)+· · ·+αkϕ̄k(x) = 0 ,∀x ∈ I ⇒ α1 = α2 = · · · = αk = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes, es decir una de ellas se puede escribir como
combinación lineal de las otras.

Dadas n funciones definidas en I, ϕ̄1(x), ϕ̄2(x), · · · , ϕ̄n(x), se define
la función Wronskiano de ϕ̄1(x), ϕ̄2(x), · · · , ϕ̄n(x) como:

W [ϕ̄1, ϕ̄2, · · · , ϕ̄n](x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1
1(x) ϕ1

2(x) · · · ϕ1
n(x)

ϕ2
1(x) ϕ2

2(x) · · · ϕ2
n(x)

· · · · · · · · · · · ·
ϕn1 (x) ϕn2 (x) · · · ϕnn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
A continuación enunciamos las propiedades fundamentales de las

soluciones de los sistemas lineales. Todas estas propiedades podŕıan
enunciarse como una proposición o un teorema; algunas de ellas son
consecuencia inmediata de las otras. Omitimos aqúı la demostración de
todas ellas.
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Propiedades de la solución del sistema homogéneo

1. Si ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳk(x) son soluciones de (3.7) en I, entonces
cualquier combinación lineal de ellas α1ȳ1(x) + α2ȳ2(x) + · · · +
αkȳk(x) es también solución de (3.7) en I (αi son constantes cua-
lesquiera).

2. n soluciones ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳn(x) de (3.7) son linealmente inde-
pendientes en I si y sólo si W [ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn](x0) 6= 0, ∀x0 ∈ I.

3. Dadas n soluciones ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳn(x) de (3.7) linealmente in-
dependientes en I, cualquier otra solución ȳ(x) se escribe de la
forma:

ȳ(x) = α1ȳ1(x) + α2ȳ2(x) + · · ·+ αnȳn(x), ,∀x ∈ I ,

para algunas constantes αi. Se dice que {ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn} forman un
conjunto fundamental de soluciones de (3.7) en I. Esta propiedad,
aśı como la anterior, son consecuencia inmediata del teorema 11.

4. n soluciones ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳn(x) de (3.7) son linealmente inde-
pendientes en I cuando para cualquier punto x0 ∈ I, los vectores
ȳ1(x0), ȳ2(x0), · · · , ȳn(x0) de Rn son linealmente independientes.

5. Dado un punto cualquiera x0 ∈ I, y n soluciones de (3.7) se tiene,
para x ∈ I, la identidad:

W [ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn](x) = exp(
∫ x

x0
Traza(A(s))ds)W [ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn](x0).

Esta fórmula se conoce con el nombre de Identidad de Abel y nos
permite deducir que el Wronskiano de n soluciones de (3.7), o
bien es idénticamente cero en I, o bien no se anula en ningún
punto de I.

6. Sean {ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳn(x)} n soluciones de (3.7) en I, son li-
nealmente independientes si y sólo si W [ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn](x0) 6= 0,
siendo x0 un punto fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es con-
secuencia de las propiedades 4 y 5.
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7. Hay n soluciones linealmente independientes de (3.7) en I, y no
más. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad 4 y de que
en Rn hay n vectores linealmente independientes, ē1, ē2, · · · , ēn;
basta con tomar n soluciones del sistema homogéneo (3.7), x0 ∈ I,
e ȳi verificando cada una de ellas la condición inicial ȳi(x0) = ēi,
es decir solución de (3.7) con condición inicial ȳ0 = ēi .

Observación 3 Se observa que el conjunto de soluciones del sistema
(3.7) forman un espacio vectorial, de dimensión n, con las operaciones
usuales de suma de vectores y multiplicación por escalares. n soluciones
linealmente independientes forman una base de este espacio. 2

3.3. Sistema homogéneo con coeficientes

constantes.

A continuación encontramos la solución general de un sistema
lineal de coefientes constantes. Esbozamos la demostración para un
sistema de dos ecuaciones y escribimos, sin más, cómo encontrar la
solución para un sistema con n ecuaciones.

Sistema homogéneo con dos ecuaciones.
Se considera el sistema:{

y′1 = a11y1 + a12y2
y′2 = a21y1 + a22y2,

donde los coeficientes aij son constantes. El sistema escrito en forma
matricial es:

ȳ′ = Aȳ

donde A es la matriz

A =

(
a11 , a12
a21 , a22

)

Se busca la solución de la forma eλxc̄. Substituyendo en el sistema, tal
como se hizo en el ejemplo 31, se tiene que λ debe ser un valor propio
de A y c̄ un vector propio asociado. Las posibilidades son:
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1. Hay dos valores propios de A , reales y distintos, λ1, λ2. Sean c̄1 un
vector propio asociado a λ1 y c̄2 un vector propio asociado a λ2.
Se sabe, de la teoŕıa de valores y vectores propios para matrices,
que c̄1 y c̄2 son vectores linealmente independientes. Por tanto, la
propiedad 4 nos permite asegurar que las soluciones ȳ1 = eλ1xc̄1,
ȳ2 = eλ2xc̄2 son linealmente independientes en (−∞,∞). Aśı pues,
{eλ1xc̄1, eλ2xc̄2} es un conjunto fundamental de soluciones del sis-
tema.

2. Hay un valor propio de A, real, de multiplicidad 2, λ1 = λ2. En el
caso de que haya dos vectores propios linealmente independien-
tes, c̄1 y c̄2, asociados a λ1, el conjunto {eλ1xc̄1, eλ1xc̄2} forma un
conjunto fundamental de soluciones del sistema. En el caso de
que sólo hay un vector propio, c̄1, linealmente independiente aso-
ciado a λ1, una solución es eλ1xc̄1. Se busca la otra linealmente
independiente de la forma ȳ2 = (ā1x + ā2)e

λ1x. Se deriva ȳ2 y se
substituye en el sistema ȳ′ = Aȳ. Igualando coeficientes de las
distintas potencias de x se tienen los siguientes sistemas que nos
determinan ā1 y ā2:

(A− λ1I)ā1 = 0 y (A− λ1I)ā2 = ā1.

Evidentemente, c̄1 = ā1, y ā2, la solución de (A − λ1I)ā2 = ā1 ,
son vectores linealmente independientes, y {c̄1eλ1x, (ā1x+ ā2)e

λ1x

forman un conjunto fundamental de soluciones.

3. Los valores propios de A son complejos conjugados. En este ca-
so, los vectores propios correspondientes a λ, y a su conjugado,
son también vectores de componentes números complejos con-
jugados. Las dos soluciones reales linealmente independientes,
asociadas a λ, se obtienen calculando la parte real e imagina-
ria de eλxc̄. El conjunto fundamental de soluciones está dado por:
{Re(eλxc̄), Im(eλxc̄)}.

Sistema homogéneo con n ecuaciones.
Generalizamos los resultados obtenidos para un sistema con dos

ecuaciones a uno de n. La base de esta generalización hay que buscarla
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en la reducción de la matriz del sistema, A, a su forma canónica del
Jordan. Dado el sistema

ȳ′ = Aȳ

donde A es ahora la matriz:

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a22 a22 a23 · · · a2n
· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · · · · ann


se busca la solución de la forma: eλxc̄. Se demuestra que λ es un valor
propio de A y c̄ un vector propio asociado. Sean los valores propios de
este sistema λ1, λ2, · · · , λn en el cuerpo de los números complejos. Las
posibilidades que pueden ocurrir son:

1. Se trata de n valores propios reales distintos. Para cada i =
1, 2, · · · , n , sea c̄i el vector propio asociado a λi. Entonces, el
conjunto fundamental de soluciones del sistema está dado por:

{eλ1xc̄1, eλ2xc̄2, · · · , eλnxc̄n}.

2. Hay algún valor propio complejo λi simple. Entonces su conjugado
λ̄i también es valor propio y los vectores propios asociados son
conjugados uno del otro. Para este valor propio hay dos soluciones
reales linealmente independientes asociadas:

{Re(eλixc̄i), Im(eλixc̄i)} .

3. Hay un valor propio λi real o complejo de multiplicidad k. Supon-
gamos primero que es real y que hay l vectores propios linealmente
independientes con l ≤ k. c̄i1 , c̄i2 , · · · , c̄il . Entonces,

{eλixc̄i1 , eλixc̄i2 , · · · , eλixc̄il}

son l soluciones linealmente independientes asociadas a λi. Si k =
l, éstas son todas las que buscamos. Si l < k, obtenemos las k− l
soluciones restantes linealmente independientes buscando solucio-
nes de la forma: (ā1x+ā2)e

λix, (d̄0x
2+d̄1x+d̄2)e

λix, · · · , (f̄0xk−l−1+
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· · ·+ f̄k−l−1x+ f̄k−l)e
λix, donde los coeficientes āj, d̄j, · · · , f̄j pue-

den ser 0 y se obtienen por sustitución directa en el sistema, sin
más que igualar coeficientes de distintas potencias de x.

Hay que observar que para k ≥ 4 el proceso puede resultar com-
plicado.

En el caso de que λi sea complejo se procede como en el caso
real, pero ahora, los vectores c̄i, āi, d̄i, · · · , f̄i tienen componentes
números complejos. Separando parte real e imaginaria en las solu-
ciones buscadas antes, se tienen en total 2k soluciones linealmente
independientes asociadas a este valor propio y a su conjugado.

El hecho de que el método descrito en la posibilidad 2 cuando n = 2,
y en la posibilidad 3 cuando n > 2, nos permita encontrar k soluciones
linealmente independientes, asociadas al valor propio λi de multiplici-
dad k, es una consecuencia del siguiente resultado del Algebra Lineal
(ver [5], por ejemplo):

Proposición 2 Supongamos que la ecuación det(A− λI) = 0 tiene p
ráıces distintas, {λ1, λ2, · · · , λp}, con multiplicidades n1, n2, · · · , np res-
pectivamente. Supongamos que A tiene νi < ni vectores propios lineal-
mente independientes asociados al valor propio λi. Entonces, la ecua-
ción (A − λiI)2c̄ = 0 tiene al menos νi + 1 soluciones linealmente
independientes. Más generalmente, si la ecuación (A − λiI)mc̄ = 0
tiene sólo mi < ni soluciones linealmente independientes, entonces
(A− λiI)m+1c̄ = 0 tiene al menos mi + 1 soluciones linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 33 La matriz del sistema
y′1 = y2
y′2 = −y1 − 2y2 + y3 + y4
y′3 = y4
y′4 = y1 + y2 − y3 − y4,

tiene por valores propios λ = 0, de multiplicidad 1, y λ = −1, de
multiplicidad 3. λ = 0 tiene un vector propio asociado: (1, 0, 1, 0)T ; la
solución asociada es a λ = 0 es justamente este vector constante, puesto
que e0x = 1.
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λ = −1 tiene un solo vector propio asociado linealmente inde-
pendiente (1,−1, 0, 0)T . Una solución correspondiente a λ = −1 es
e−x(1,−1, 0, 0)T . Otras dos soluciones linealmente independientes, aso-
ciadas a dicho valor propio, se buscan de la forma: (ā0 + ā1x)e−x,
(b̄0 + b̄1x+ b̄2x

2)e−x. Se demuestra que

(A+ I)ā1 = 0, (A+ I)ā0 = ā1,

(A+ I)b̄2 = 0, (A+ I)b̄1 = 2b̄2, (A+ I)b̄0 = b̄1.

Aśı, se calculan recursivamente los coeficientes y se tiene que la solución
general es:

ȳ = α(1, 0, 1, 0)T+e−x( β(1,−1, 0, 0)T+γ((1,−1, 0, 0)Tx+(1, 0, 1,−1)T )

+δ((1,−1, 0, 0)Tx2 + (2, 0, 2,−2)Tx+ (1, 1, 4,−2)T ) ),

con α, β, γ, δ constantes. Evidentemente las cuatro soluciones buscadas
son linealmente independientes en (−∞,∞), dado que su Wronskiano
en el punto x = 0 es no nulo. 2

Observación 4 Evidentemente, hay otros métodos de resolución de
sistemas lineales de coeficientes constantes como puede ser su reduc-
ción a una ecuación diferencial de orden n, reducir el sistema de or-
den (ver ejercicios 3 y 6 − c).), el uso de la transformada de Laplace
(ver ejercicio 10 de la sección 2.7, caṕıtulo 2). Nosotros no abordamos
aqúı estos métodos, sin embargo, debemos destacar el interés del uso de
la transformada de Laplace para sistemas no homogéneos en los cuales
intervienen funciones discontinuas, como las funciones salto o Delta de
Dirac. La transformada de Laplace puede resultar también útil para
sistemas con coeficientes polinómicos. 2

3.4. Sistema no homogéneo.

A ráız de los resultados de la sección 3.2, si se conocen n so-
luciones de (3.7), {ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn}, linealmente independientes en I, la
solución general de (3.4) es:

α1ȳ1(x) + α2ȳ2(x) + · · ·+ αnȳn(x) + ȳp(x),
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donde los αi son constantes y ȳp(x) es una solución particular de (3.4).
En esta sección encontramos la solución particular aplicando el méto-
do de variación de parámetros. Utilizamos para ello, por comodidad,
notación matricial. Dadas n soluciones de (3.7), se denomina matriz so-
lución del sistema homogéneo a una matriz cuyas columnas son vectores
solución:

Φ(x) = (ȳ1(x), ȳ2(x), · · · , ȳn(x) ).

Aśı, cuando las n soluciones son linealmente independientes, la solu-
ción general del sistema (3.7) se puede expresar como ȳ(x) = Φ(x).k̄,
con k̄ un vector constante (n × 1). Si las soluciones son linealmen-
te independientes, se dice que Φ es una matriz fundamental del sis-
tema. Como el determinante de Φ(x) es justamente el Wronskiano:
W [ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn](x), una matriz solución es matriz fundamental si y
sólo si su determinante en un punto cuaquiera del intervalo I es no
nulo (ver propiedad 6 en la sección 3.2). Evidentemente, una matriz
solución verifica:

Φ′(x) = A(x).Φ(x)

(ver ejercicios 7 − 8 para propiedades útiles de la matriz fundamental
en el caso de que A sea una matriz constante).

Como para ecuaciones lineales, el método de variación de paráme-
tros consiste en encontrar la solución particular de (3.4) de la forma:

ȳp(x) = Φ(x).c̄(x) = c1(x)ȳ1(x) + c2(x)ȳ2(x) + · · ·+ cn(x)ȳn(x), (3.8)

donde Φ(x) es una matriz fundamental del sistema homogéneo asociado
y c̄(x) es una función vectorial, (c1(x), c2(x), · · · , cn(x))T , a determinar
derivando en la ecuación (3.8) y substituyendo en (3.4). Se tiene que
c̄′(x) verifica la ecuación:

Φ(x).c̄′(x) = b̄(x).

Puesto que Φ(x) es una matriz invertible. Despejando c̄′(x), e integran-
do, tenemos que la solución particular es

ȳp(x) = Φ(x).
∫

Φ(x)−1.b̄(x)dx , (3.9)

y la solución general del sistema (3.4) es

ȳ(x) = Φ(x).(k̄ +
∫

Φ(x)−1.b̄(x)dx) , (3.10)
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siendo k̄ un vector constante.

Ejemplo 34 Un sistema de tipo Euler es uno de la forma:{
xy′1 = y1 + 3y2 + x4

xy′2 = −y1 + 5y2 + x5ex.

(Ver ejercicios 5−6 para casos más generales). Sea Ã la matriz constante

Ã =

(
1 , 3
−1 , 5

)
.

Para reducir el sistema a uno de la forma (3.4), hay que dividir por
el coeficiente, x, de la derivada. Aśı, la matriz del nuevo sistema es de
coeficientes variables:

A(x) =

(
1
x

, 3
x

−1
x

, 5
x

)
,

mientras que el término independiente es b̄(x) = (x3, x4ex)T . Los coe-
ficientes de nuevo sistema son ahora funciones continuas en (0,∞). Se
sabe que una solución del sistema homogéneo es de la forma ȳ = xrc̄.
Derivando y substituyendo en el sistema{

xy′1 = y1 + 3y2
xy′2 = −y1 + 5y2,

se demuestra que r debe ser un valor propio asociado a la matriz cons-
tante Ã de este sistema, y c̄ el vector propio correspondiente. Aśı, dos so-
luciones linealmente independientes en (0,∞) son: x4(1, 1)T , x2(3, 1)T .
Una matriz fundamental es

Φ(x) =

(
3x2 , x4

x2 , x4

)
.

Aplicando ahora la fórmula (3.10), se tiene que la solución general del
sistema dado es:

ȳ(x) =

(
3x2c1 + x4c2
x2c1 + x4c2

)
+

(
3x2 , x4

x2 , x4

)
.

(
x2

4
+ ex(−x2

2
+ x− 1)

− log x
2

+ 3
2
ex

)
.
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Si se imponen más condiciones iniciales al sistema no homogéneo, por
ejemplo ȳ(1) = (0, 0)T , se determinan las constantes en la solución
general: c2 = −3e

2
, c1 = −1+2e

4
. La solución del sistema que verifica

ȳ(1) = (0, 0)T es única en (0,∞). 2

Observación 5 A lo largo del caṕıtulo se han resuelto sistemas ho-
mogénos de coeficientes constantes y otros que se reducen a ellos. Cuan-
do los coefientes del sistema son ”anaĺıticos”, se puede intentar resolver
buscando soluciones en forma de series de potencias (ver ejercicios 9 y
11 de la sección 2.6, caṕıtulo 2). Cuando los coeficientes del sistema son
periódicos, la Teoŕıa de Floquet nos garantiza que estos sistemas pueden
reducirse a uno de coeficientes constantes (ver ejercicio 10), pero en la
práctica, en general, es dif́ıcil hacer esta reducción. Un estudio detalla-
do de esta teoŕıa puede verse por ejemplo en [26] y, principalmente, en
[36]. 2

EJERCICIOS.

1. Demostrar que existen exactamente 2 soluciones linealmente in-
dependientes en (a, b) del sistema:{

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2
y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2

siendo los coeficientes aij funciones continuas en (a, b).

2. Resolver los siguientes sistemas lineales de coeficientes constantes:

a). ȳ′ =

(
1 9
−1 −5

)
ȳ , b). ȳ′ =

 5 −3 −2
8 −5 −4
−4 3 3

 ȳ ,

c). ȳ′ =

(
2 0
0 2

)
ȳ , d). ȳ′ =

(
0 3
3 0

)
ȳ ,

e). ȳ′ =

(
1 −4
1 1

)
ȳ , f). ȳ′ =

(
3 −2
4 −1

)
ȳ ,

g).y′1 = y1, y
′
2 = y2 , h).y′1 = 2y1, y

′
2 = 2y1 + y2
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i). ȳ′ =

 1 1 1
2 1 −1
−3 2 4

 ȳ , j). ȳ′ =
 1 0 0
−4 1 0
3 6 2

 ȳ ,
k). y′′1 = y2, y

′′
2 = y1

l).


y′1 = y3
y′2 = y1 − 3y3
y′3 = y2 + 3y3 ,

, m).



y′1 = 4y1 + y2
y′2 = 4y2 + y3
y′3 = 4y3
y′4 = 4y4
y′5 = 4y5 ,

n).


y′1 = 3y1 − y2 + y3
y′2 = 2y1 − y3
y′3 = y1 − y2 + 2y3

, o).


y′1 = 2y1 + y3
y′2 = y1 + y3
y′3 = y1 − 2y2

p).

{
z′′ + z′ + y′ − 2y = 0
z′ − y′ + z + x = 0

, q).

{
z′′ = 3z + 4y
y′′ = −z − y

3. Reducir el ejercicio 2 − k). a una ecuación diferencial y resolver.
Demostrar que se obtiene el mismo resultado que resolviendo el
sistema.

4. Resolver los siguientes sistemas de coeficientes constantes no ho-
mogéneos:

a).


y′1 = −y1 + y2 + y3 + ex

y′2 = y1 − y2 + y3 + e3x

y′3 = y1 + y2 + y3 + 4
, b).

{
y′1 + y′2 = e−x − y2

2y′1 + y′2 = sin x− 2y2

c).

{
mz′′ = −mg −mkz′
my′′ = 0

, k).


y′ = −2y − z + x
z′ = −4y + z + ex

y(0) = 3 , z(0) = 1

5. Buscar una solución del sistema xȳ′ = Aȳ en (0,∞) de la forma
ȳ = xrc̄ con c̄ un vector constante. Supuesto que se ha encontrado
una matriz fundamental de dicho sistema, resolver el sistema no
homogéneo xȳ′ = Aȳ+ b̄(x), utilizando el método de variación de
parámetros.
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6. Resolver los sistemas de tipo Euler, buscando soluciones del sis-
tema homogéneo de la forma y = xrc̄:

a). El sistema no homogéneo:{
xy′1 = y1 − y2 + x3

xy′2 = −y1 + y2

b). El problema de valor inicial:
xy′1 = −3y1 + 4y2 − 2y3
xy′2 = y1 + y3
xy′3 = 6y1 − 6y2 + 5y3

y1(1) = 1 , y2(1) = 0, y3(1) = 0.

c). Encontrar una solución, ȳ = xrc̄, de{
xy′1 = y1
xy′2 = y1 + y2 .

Considerar el cambio de variable: ȳ = (ē1, x
rc̄)z̄, donde ē1 =

(1, 0)T , para reducir el orden del sistema, y resolver.

7. Dada una matriz fundamental Φ(x) del sistema homogéneo (3.7),
demostrar:

a). Cualquier solución del sistema es de la forma ȳ(x) = Φ(x)c̄,
donde c̄ es un vector constante.

b). Cualquier otra matriz fundamental χ(x) se puede escribir co-
mo χ(x) = Φ(x).M para alguna matriz M constante con
det(M) 6= 0.

8. Sea Φ(x) la matriz fundamental de un sistema (3.7) con coeficien-
tes constantes verificando Φ(0) = I. Demostrar las propiedades:

Φ(x+ t) = Φ(x).Φ(t),

Φ(−t) = Φ(t)−1,

Φ(t− x) = Φ(t)Φ(x)−1

(i.e. Φ(x) verifica las propiedades de la matriz exponencial eAx).
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9. Demostrar que si A = A(x) es una matriz constante en el sistema
(3.7), entonces Φ(x) = eAx es una matriz fundamental tal que
Φ(0) = I.

10. (Teorema de Floquet) Se considera el sistema (3.7) con A(x) una
matriz periódica de periodo T : A(x + T ) = A(x),∀x. Sea Φ(x)
una matriz fundamental del sistema.

a). Demostrar que Φ(x+T ) es también una matriz fundamental,
y por tanto existe una matriz M constante con det(M) 6= 0
tal que Φ(x+ T ) = Φ(x).M .

b). Sea R una matriz tal que M = eTR, y sea la matriz P (x) =
Φ(x).e−xR. Demostrar que P (x) es una matriz periódica de
periodo T .

c). Se considera el cambio ȳ = P (x)z̄ en el sistema (3.7). Demos-
trar que éste se reduce al sistema z̄′ = Rz̄ .

Figura 40 Movimiento esquemático de dos bloques unidos por
un resorte.

11. Estudiar las vibraciones de un sistema mecánico formado por dos
masas unidas por un resorte (ver figura 40), en el que las ecua-
ciones del movimiento están dadas por{

m1y
′′
1 = d(y2 − y1)− k1y′1 + k2(y

′
2 − y′1)

m2y
′′
2 = d(y1 − y2) + k2(y

′
1 − y′2),

donde d es proporcional a la constante de recuperación del resorte
y las fuerzas de amortiguación se suponen proporcionales a la
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velocidad. Supuesto que todas las constantes que aparecen avalen
1, mi = ki = d = 1, encontrar el valor de los desplazamientos
y1(x) e y2(x).

12. El modelo matemático que describe paso de corriente eléctrica a
través de un circuito LRC, como indica la figura 41, está dado
por las siguientes ecuaciones:

I ′(t) =
1

L
V (t)

V ′(t) = − 1

C
I(t)− 1

RC
V (t),

donde V (t) es la cáıda de voltaje a través del condensador. Su-
poniendo R = 1, C = 1

2
, L = 1, encontrar la solución general del

sistema. Encontrar la solución que en el instante t = 0 verifica,
I(0) = 2, V (0) = 1. ¿A qué tienden I(t) y V (t) cuando t→∞?.

Figura 41 Representación esquemática de un circuito RLC en
paralelo.
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