AMPLIACION DE MATEMATICAS. 2°curso. GRADO DE INGENIERIA CIVIL. Curso 2013/2014.

Hoja de Problemas de Calculo Integral

1.- Hallar el 4rea de la superficie comprendida entre las curvas y = 22, y = /3,

2.- Calcular // (:U2 +y) dady, donde D = {(z, y) € R?: |z + |y| < 1}. Indicacién: trans-
D

formar la integral en una en la parte de D que esta en el primer cuadrante.

1,1

3.- Calcular / / f (z, y) dxdy, donde f (z, y) = méx (|z|, |y|).
0 Jo

4.- Calcular

//D ¥ dx dy, b(b

siendo D = {(z,y) € R2/0<z<1,0<y < 1}. <{D
5.- Sea el cambio de variable definido por: z = u + v, y = v — u? §é lar

1. El jacobiano J (u, v). @

2. La imagen S en el plano XY del tridngulo 7" en el ’Qéo V' de vértices (0, 0), (2,0) y
(0, 2) >

3. El area de S. ®®

4. La integral // r—y+1)" dxdy %

6.- Utilizar una transformacién lineal& calcular / / (x — y)2 sen? (z 4 y) dzdy, siendo S
S
el paralelogramo de vértices (, Q@ﬂ, ), (m, 2m) y (0, m).

7.- Determinar la integral de cién

_ y! 2
Y ) = 2 2 2 N T
S+ L)1+ 5+ L
&' a? = b2 a? = b2
( Z y?
sobre el re Q@ (z,y) € R : a: }, donde a y b son constantes positivas.
mi

b

8.- Deter r la integral de la funmon

X 2 2
[ (@ y) = — Ve
@)=

sobre los recintos:
1. E= {(x, y)eR?:a2+(y—1)72 < 1}.

2. H:{(x,y)G]RZ:a:2+(y—1)2§1, ng}.

dxd
9.- Calcular / / < y, donde D es el dominio plano limitado por las curvas
D Ty

Pty —ar, 2+ =dr, 2+ =by, 2+y° =0y,



siendo: 0 <a<ad,0<b<¥.

Indicacion: Efectiia un cambio de variable, de forma que el nuevo dominio sea el rectangulo
[a, '] x [b, b'].

10.- Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies: y = 22, 2y = 22, z = 2
2z =22, x = y?, 2z = 9>

Indicacién: efectuar un cambio de variables de forma que el nuevo recinto de integracién sea
el cubo [1, 2]*. Hallar el jacobiano del cambio inverso.

)

11.- Calcular el volumen limitado por la superficie (x2 + 2+ z2)3 = 3a3xyz, que pertenece
al primer octante.

12.- Calcular el volumen limitado por las superficies z = 22 + y?, z = 2(2? + ¢?), y = =,
2
y© = zx.

13.- Calcular I = /// [x2y2 + %22 + 22x2] dxdydz , siendo V el volumen determinado por
\%4

el cilindro, y? + 22 = 2pz, y las dos hojas del cono, z2? — ¢? (y2 + 22) =0, siergb, q > 0.

14.- Hallar I = / / / 2?y?z dedydz extendida a la porcién de cono z2 + ‘1/26(02', comprendida
entre los planos z =0y z = ¢. (En esféricas). Q\\

15.- Calcular /// f(z, y, y) dedydz, en los siguientes casos: Q
" >
O

1. f(z,y,y) = e (@ +y7+2%) , donde W es la regién %% bajo la esfera z2 +y?> + 22 =9

y sobre el cono z = \/x2 + 2.
2. f(z,y,y)= zex2+y2+z2, donde W = {(x,%& R3:22+12 <22 0<2< 1}.

16.- Integrar:

.

)

(a) f(x,y) = 2xy? sobre el primer m@rante de la circunferencia de radio R.

(b) f(z,y,2) = (2?2 + 9y + 22)2’@ largo de la hélice circular r(t) = (cost,sent, 3t), desde

el punto (1,0,0) hasta e@lto (1,0,6m).

17.- Determinar la long y la masa de un hilo cuya forma es el arco de pardbola y = x
desde (0,0) hasta (2 cuya densidad es p(z,y) = =.

18.- Hallar la in@ de linea /:Eyd:c + (2% — y*)dy, siendo p:
p

a) La circu;erencia de centro el origen y radio unidad (recorrida en sentido antihorario).

2

b) El arco de pardbola y* = z, entre A = (1,—1) y B = (1,1).

c) La curva y? = 23 entre A = (1,—-1) y B = (1,1).

19.- Calcular las siguientes integrales, si las curvas cerradas se recorren en sentido positivo,
es decir, en sentido contrario a las agujas del reloj:

(a) /(x —y)dx + (z + y)dy, siendo g el segmento que une (1,0) con (0, 2).
g

(b) / z3dy — y3dz, siendo C la circunferencia {22 + 3> = 1}.
C



(c) /(m +2y)dx + (3z — y)dy, siendo p la elipse de ecuacién x? + 4y* = 4.
o

20.- Calcular:

(a) / ydx — xdy + zdz, siendo v la curva de interseccién del cilindro 2% + y> = a? y el
y

plano z — y = a en sentido antihorario.

(b) /F - dr, siendo F(z,y, z) = (22y + 2%,22,222) y 7 la interseccién del plano x = y con
v

2

la esfera 22 + y? 4+ 22 = a?, recorrida en sentido positivo.

(c) /F -dr, siendo F(z,y, z) = (y,2,2) y v la curva interseccién de 2% +y? = 2z con = = z.
v

21.- Sea F (z,y,2) = (seny + z, xcosy + e*, = + ye?). &b

(a) Probar que la integral sobre cualquier curva cerrada simple, C! A‘QS}OS, vale 0.

(b) Obtener un potencial de F, es decir, encontrar ¢ tal que F
22.- Sea el campo vectorial .\c)@
1

Fz,y) = <y2+2ajy+a:p2 K acy+by2>
’ (a? +y%)? ’Q) 2y )

1. Obtener a y b para que la integral de es %po vectorial sobre cualquier curva cerrada
simple (excluyendo aquéllas que encie o contengan al origen) valga siempre 0.

2. Con lo valores obtenidos en el &tado anterior, obtener una funcién potencial de
F(z,y).
Ayuda: Una posible forma &molver una racional del tipo

% P
/ _P@ .
(22 + k)
siendo el grado @ (z) un polinomio en z de grado, como méximo, 2n — 1, es el cambio de

variable sig
Q r=Vktgz

23.- Calcula; /F -dr, siendo F(z,y,2) = <2mzem2+y2, 2yze® V7 €$2+y2) y 7 la curva en R3

.
dada por r(t) = (¢,t%,¢%), 0 <t < 1.

Indicacion: probar que F es conservativo.

24.- Sean la curva en R3, I' = {ZL‘Q +y2=1,z=19%— 1‘2}, recorrida en sentido positivo, y el
campo vectorial F (z,y, z) = (y3, ey, z).

(a) Hallar/F-dr.
r

(b) (Existe f tal que Vf =F?

25.- Calcular / F -n dS (n la normal exterior) en los siguientes casos:
S



(a) F(z,y,2) = (2%,y?,2%) y S la frontera del cubo 0 < z, y, z < 1.
(b) F(z,y,2) = (wy,—2*,x+2) y S la porcién del plano 2z + 2y + z = 6 situada en el

primer octante, si n es la normal con tercera componente positiva.

26.- Calcular / (5 —xy — yQ) dzr — (2wy — x2) dy, siendo 7 el cuadrado de vértices (0,0),
r
(1,0), (1,1) y (0,1), directamente y aplicando el teorema de Green.

27.- Se consideran la superficie
S ={(z,y,2) eR3: 224+ 4+22=1,y> 0}
(orientada con la normal exterior a la esfera unidad) y la funcién

F(z,y,2) = (x+ 2,y +2,22). (b'
Calcular/rotF -n ds. 6
. O

28.- Utilizando el teorema de Stokes calcular la integral / rotF en lg \ientes casos, donde
S
S estd orientada segin la normal exterior: ?“

(a) F(z,y,2) = (2®y?, yz, zy) y S el paraboloide z = aa‘\' —y?, 2> 0.
!
(b) F(x,y,2) = ((1—2)y, ze*, xsenz) y S es la se@@ra superior de radio a.

(c) F(z,y,2) = (2% + 2%, "= 23 +43) y S

29.- Verificar el teorema de Stokes para F@z) = (y%,zy,z2) en el paraboloide z = a® —
z2 —y% 2> 0.

30.- Sea el sélido K 66
K:{(Q’}zo)eR‘"’: 0<z<4-—22%—2y°}.

a) 1.5 ptos. Calcular s@lumen.

b) 2 ptos. Calcul ujo del campo vectorial F = (x,y,2z) a través de la superficie que
limita a K.

{/
31.- Supo que la temperatura en cada punto del espacio sea proporcional al cuadrado
de la distan™ al eje vertical y consideremos el dominio

V:{(x,y,z)G]RS s a4 y? < 2z, z§2}.

(a) Calcular el volumen de V.
(b) Calcular la temperatura promedio en V.

(c) Calcular el flujo del gradiente de temperatura a través (y hacia afuera), de OV

32.- Verificar el teorema de Gauss (es decir, comprobar que se obtiene el mismo resultado
calculando las dos expresiones integrales involucradas) para el siguiente campo vectorial:

F = (x27 y27 ’22) )



siendo S la superficie cilindrica 22 + y? = 4, 0 < z < 5 junto con sus bases {(z,y)]2? + y? <
4,2=>5}y {(z,y)la® +1* <4,z =0},
33.- (Ejercicio del examen de Septiembre 2013)

Sea la semiesfera 22 + 32 + 22 = 4a%, z > 0, y el cilindro (z — a,)2 +y? = a®. Al hallar la
interseccion del cilindro con la esfera, se produce un cuerpo cilindrico, cuya base estd en el
plano z = 0 y cuya “tapa” esta sobre la esfera. Se pide:

1. El volumen del sdlido asi definido.
2. El area de la “tapa” del sélido.

3. El area lateral del solido.



AMPLIACION DE MATEMATICAS. 2°curso. GRUPO DE MANANA. GRADO DE INGENIERIA
C1vIL. Curso 2012/2013.

Hoja 2 de Problemas

1.- Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) (12z+ 5y —9)dz + (5x + 2y — 3) dy = 0.

y
b /:—7'
(b) y -

(c) (e“seny + tany) dz + (e* cosy + zsec? y) dy = 0. (b
(d) 2%y =2y + 3 (2* + y?) arctan % (bb
2.- Resolver los siguientes problemas de valores iniciales: Q\C)
(a) v =e"7Y, y(0) = log2. (b';
®) ) =9 y(+) =2 yec(|too \0
) 3 2 b 3 ) * @\
(©) o =Y o) =2 ((\
x—1"7 \@
3.- Sea la ecuacion: %

dw— +y

(a) Determinar para qué funmones es exacta y resolverla para esas funciones.

(b) Calcular un factor integra ¢ la forma pu = p (y) para cada f.

(¢) Resolver la ecuacién &) =y.

4.- Resolver las sigui @ecuamones encontrando un factor integrante que dependa de una
sola variable. 3’

( r:;5 + 3:cy2dy = 0.
(4xy dx+ 6y —x)dy—O
2

xdx — 2 cot ydy = 0.

(a)
(0)
(c)
(d) 2z +y)de+ (2* + 2y +a)dy=0.

5.- Hallar un factor integrante para la ecuacién

(3y2 — x) dx + 2y (y2 — 3:1;) dy =0,
de la forma: = p (:1: + y2).
6.- Dada la ecuacién diferencial P(z,t)dz + Q(z,t)dt = 0, se pide:

a) Hallar la condicién que han de cumplir P(z,t) y Q(x,t) para que la ecuacién diferencial
admita un factor integrante que sea funcién de t + .



b) Aplicar lo obtenido en el apartado anterior para resolver la ecuacién diferencial (2tx —
t2 —t)dx + (2tx — 22 — x)dt = 0.

7.- Integrar mediante un cambio de variables las ecuaciones del tipo:

(@) % = f(at + )

dx art +bix+
b) — = _ ).
( ) f<a2t—|—b2w+cz>

(13 ’7

(¢) ¥ = (z+y)?, aplicar el apartado “a

4
(d) oy = w, aplicar el apartado “b”.
r—y—=6
8.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales: b(b

(¢) (1+2%) dy+ (2zy — cotz) dz = 0. o
(d) v +y=2xe ® + 22 @
(e) (2y —2®) da = zdy. \Q

dz P %
(f) @—2%—6% : @

9.- Resolver las siguientes ecuaciones @ren(:lales de Bernoulli:

O
(a) ¥ + %y —2%y? =0. @Q\'

(b) nyy’ +y? = xcosx®®
(c) ¥ + y Y Q'

3yjéey%)dx+xdyo

10.- Resolver las siguientes ecuaciones de Ricatti, utilizando las soluciones particulares indi-
cadas:

(a) o +2xy=1+22+19%, wyi(z) ==

(b) ¥ =14+ 20z + 822 — (10 + 8z) y + 2y*, yi(x) = ax +b.

ar +b

(0 ¥ +y? =274 nlr) = —

11.- Utilizando el campo de direcciones, hacer un dibujo aproximado de las soluciones de las
siguientes EDOs:

(a) ¥ =y/z.



(b) v =—z/y.
(c) ¥ =y* — a2

12.- Calcular las trayectorias ortogonales a las familias de curvas:

(£) v= 1 +$C';U' b(b
>

13.- Estudiar la existencia y unicidad de soluciones de los siguientes (?s‘éémas de Cauchy

a)

b)

c)

14.- Esta nevando con regulari g las 12h sale una méquina quitanieves que recorre en la
primera hora 2km y en la se , 1km. ;A qué hora empezo6 a nevar?.

15.- Una bola de nieve s@:rite de tal manera que la razén de cambio de su volumen es
proporcional al drea @ uperficie. El didmetro de la bola de nieve es inicialmente de 4cm
y al cabo de 30 mi su didmetro pasa a ser de 3cm.

(a) ;Cuéndo ser§
(b) ;Cuando arecerd la bola de nieve?.

16.- De ao con la ley de Torricelli, el agua escapard de un depédsito abierto por un
pequeno orificio a una velocidad igual a la que adquiriria al caer libremente desde el nivel del
agua hasta el del orificio. Un cuenco hemisférico de radio R estd inicialmente lleno de agua, y
en el instante t = 0 se le perfora un orificio circular de radio r en el fondo. ; Cudnto tarda en
vaciarse?.



AMPLIACION DE MATEMATICAS. 2°curso. GRADO DE INGENIERIA CIVIL. Curso 2013/2014.

Hoja 3 de Problemas

1.- Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

+y=0.

(
(d) y® —y® =y +y=0.
(e) y©® — 1058 + 9y =0. &b
2.- Determinar una base del espacio de soluciones de la ecuacion \C)(b
2"+ (u+ 12"+ (p+ 1)z’ +2=0 ?9
en funcién del pardmetro u. 0@

3.- Hallar la solucién general de las siguientes ecuacioneg: Q

(a) y? + 3y — 10y = 6e®. @@

() y? — 2y 4 5y = 2522 +12. (5\.

(¢)
)

¢) y@ —y(l — 6y = 20e2*.

(d) y@ — 3y + 2y = 3sen2z. 66

4.- Hallar las soluciones de los @mas de valores iniciales siguientes:
+ 2y
(a) _ §‘
o é}

(b) — 1 y(2 ) _8

y( 72 +5y(1 = bz
“ {ym):y(l 0)=0; y2(0) =1 °

5.- Resolver las siguientes ecuaciones mediante reduccién de orden (determinar previamente
una solucién particular):

(a) zy® — (14 22)y" +2y =0.
(b) zy® — (1 +2)y" +y =0.

6.- Resolver las siguientes ecuaciones y problemas de valores iniciales, reduciendo su orden
mediante un cambio de la forma p (z) = y* (z):

1
—_ — (4 =
(a) y Y 0.



() ¥ = ()",
(0) wy® =y + (y1) %y (0) =2y (0) =2
(d) y® =ylev; y(0) =2y (2) =2.
7.- Se considera el problema masa-resorte al que se le aplica una fuerza externa peridédica

2u2 = —8u + coswt
u(0) =ul (0)=0

i) Resolver el problema si |w| # 2.
ii) Calcular el limite de la solucién obtenida cuando w — 2.

iii) Resolver el problema si w = 2. (bb

*
8.- La ecuacién diferencial que regula un circuito LRC viene dada poQ\\C)

*r - _dl -, . dE
L? + RE +C I = d—é, (b
donde F designa la fuerza electromotriz del circuito y L\' h, R=20Q y C =0,01f.Si
la corriente inicial y la carga inicial del condensador g las, determinar la intensidad de
corriente del circuito para i) corriente continua E(t) =W 1i) corriente alterna E(t) = 10 sen 2¢.

9.- Resolver la ecuacién y2 + 4zy™ + (42? + e~ sabiendo que una solucién de la
ecuacion homogénea asociada es de la forma § z? para algin a.

10.- Hallar la solucion general de las siguie ecuaciones:

(a) y2 4y = cotg(t). 6

3t
(¢) y* =6yt +9y =&

(b) 2 + 4y = sec(2t). Q’\O
)

11.- Hallar los desa}a en serie de las soluciones alrededor del punto z = 0 de las ecuaciones:

1. y(l + xy@Q

2. xy(l = 22 cos .
12.- Hallar los 5 primeros términos del desarrollo en serie en torno al origen de la solucién
de la ecuacién diferencial y? + y(! — zy = 0 que satisface las condiciones iniciales y (0) = 0;
yt (0) =1.
13.- Qué se puede decir de la existencia y unicidad de solucién y del intervalo de definicién
de ésta para los problemas de valores iniciales:

(a) { (1 —22)y? — 22y 4+ n(n+ 1)y =e®
YLy =0,y (0)=1. '



y(1) =3, y! (1) = -3.

donde n € IN es una constante dada.

14.- Se considera el problema de valores iniciales

z" — 22 —2tx =0,
z(0) =1,
2/ (0) = 0.

Decidir razonadamente si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) El problema de valores iniciales posee una tnica solucién analitica en ¢t = 0.

b) El problema de valores iniciales no tiene soluciones analiticas. &b

c¢) La tnica solucién analitica del problema de valores iniciales viene dad

o \\
)= 2 g ?9

15.- Hallar la soluciéon general de la ecuacion dlferenqah@ y(2 + 2ty — 2y = 0 en
términos de series de potencias de t.

16.- Indicar si las siguientes ecuaciones tienen pun§ ngulares o no. Clasificarlos y escribir
la ecuacioén indicial cuando corresponda. \

C 22y — 2y =0; @
2. 22y — 22y 4+ 2y = 0; 6@
3. zy@ 4+ eyl 4+ 3ycosz = O@

4. zy? + 2y 44y = 0; Q

D. rsenx y y(1 0
. senx y 2 4+ :ny ‘@
17.- Hallar do@mones en serie de Frobenius independientes para cada una de las siguientes

ecuacioneso

1. zy@? + 2y 4 zy = 0;

—_

(=)

2. 20y + (z+ 1)y +y =0;

3. zy@ —y(l 4423y = 0.



AMPLIACION DE MATEMATICAS. 2°curso. GRADO DE INGENIERIA CIVIL. Curso 2013/2014.

Hoja 4 de Problemas

1.- Resolver, si es posible, los siguientes problemas de contorno, determinando si tienen solu-
cién dnica

{ y'(0) = ¢/(m) = 0.
{

IV){ y”—9y:2,x6(0, 1)7 Q\
y(0) = y(1) = 0. ?~
2.- Considerar las funciones definidas a continuacién en el in@)@ﬂo [—m, 7]
' \,

fw) =22 =, ((\(b

glx)=xzsize[-m 0], g(z)=0sizel0,n]. \

Encontrar sus desarrollos de Fourier.

Demostrar que las funciones que aparec el desarrollo de Fourier ({1, cos(nx), sin(nz)}>2 )

son las funciones propias del problem valores propios
{ v+ y =0,z € (-7, 7), \O

y(—m) =y(m), y'(-m) =y (R
3.- Determinar los coeficie e Fourier de la funcién

@ —m, para —m <t <0,
®6' f(t)y=4 m, para0<t<m,
0, parat=0,m,

para un pept — 2.
4.- La funcMh f(t) = cos®t es periddica, de periodo 27. Determinar su serie de Fourier.
Indicacion: este ejercicio es casi trivial utilizando identidades trigonométricas.
5.- La funcién f(t) = sin®t es periédica, de periodo 27. Determinar su serie de Fourier.
6.- Determinar la serie de Fourier de f(z) = 2% — z en [-2, 2].
7.- Determinar la serie de Fourier de f(z) = x en [—m, 7].
8.- Determinar la serie de Fourier de f(z) = |z| en [—m, 7.

9.-

a) Encontrar la solucién general de



b) Resolver el problema de Cauchy

10.- Encontrar la solucién general de

11.- Encontrar la solucién general de

12.-

a) Encontrar la solucién general de

14.- Encontrar l@cién general de

QQ)

15.- Encontrar la solucién general de

16.- Resolver el sistema: { Y

17.- Resolver el sistema: { y

(1
1
(1
2
(1
4
Ya
(2
Y1

18.- Resolver el sistema: {

ty

y

r |2 4 _
. 11 —25
y = 4 9 y
, 4 -5
y—[5 2]y
3 -1 -1
y=1|-2 3 2
4 -1 =2
>
3 -1 \
-2 3 y, y(0)
46@ —2
xO
0O 0 1
! 1 1|y
0 2

“[4 oo L]

Y1+

3y2

2y1 + 2y

Y2

—dy .

(

1
vl

1
1 1T Y

1

~ 4}

— 290
1
+ Y1



1
3/% = 21

19.- Resolver el sistema: yél = 3y1 + 2y -
1
s = by — 2 +us
yoo= i+ g
20.- Resolver el sistema: { %1 , con las condiciones iniciales y; (0) =
_ x
Y = —2pn+3y2 + e

U1 (0) = 0.
21.- Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:
=z —y
(@) ¢ Y =22—y :
z(0)=1; y(0)=2

el =2 —2y+42
) ¢ yd =bz—y+1

2(0)=y(0)=0 3o
x(lzx—2y—t \\

() ¢ yd =22 —3y—t .

2(0) =y(0) =1 ?9

o2t _

22.- Encontrar una matriz A tal que y (t) = < o2 g"&(’ sea solucién de la ecuacién

e o
23.- Sobre una superficie lisa se sujeta una masa @1 a una superficie vertical por medio de
un resorte de constante eldstica 4 Nw/m. Otr de 1 kg se conecta a la primera mediante
un resorte con constante elastica de 2 Nw/ asas se alinean horizontalmente de manera
que los resortes quedan con sus longitudeg n®urales. Se efectiia un desplazamiento de 0.5 m
a la derecha de sus posiciones de equli é se suelta. Determinar las ecuaciones diferenciales
del movimiento del sistema y res 8@ orrespondiente problema de valor inicial.

24.- Encontrar la funcién u x, b

valores iniciales:
0. U
(@!‘%2’ u(0,t) = u(m,t) = 0, w(z,0) = h(x)

donde h(z) viene por:

a) h(z) :@f%

b) h(x) = 4sinx + 2sin(2z) 4 7sin(3z).
c)

ida para 0 <z < 7 y t > 0 que satisface el problema de

| =, para 0 < z < /2,
h(x)_{w—x, para 7/2 < x < .



20 Curso - Grado I. CIVIL - Curso 2013/14

Ampliacién de Mateméticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 1 - Tema 1: EDO de primer orden

Sobre interpretacién geométrica

1. Hacer un dibujo aproximado de las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales
(resolviendo si se puede o mediante el campo de direcciones asociado)

! ) ! - ! —z2 ’ )
a) Y=, )y . o). y=e%, ).y @)’
e). ¥ =vy-+sin(z) Fl. o= 2y gl. ¥= = R). Y =cos(y— )
’ |lzy|’ i

Z) y/: /|1_$2_y2l’ ]) y/:l,2+y27 k) y'=y2—x2,

2. Hallar la ecuacién diferencial de las circunferencias:
- Tangentes al eje de las z y a larecta y =4
- Centradas en el gje y =0 y de radio 1.

Deducir si hay més curvas solucién de la ecuacién diferencial encontrada.

3. Hallar las ecuaciones diferenciales de las que son solucién las familias de curvas:

a). y=e, b). y=sin(z+C) ¢). Cy=sin(Cz), d). 2*+Cy*=2y.

4. Hallar la ecuacién diferencial de la familia de curvas ortogonales a las siguiente familias

a). y=Cz? b). zy=C o. y¥*=z+C, d). y=¢e".

5. Hallar la familia de curvas ortogonales a la familia de circunferencias z* + g ==

Hallar la familia de curvas que cortan a la familia 22 + y? = C? con un éngulo 7/4.

6. Una curva, en el plano zy, pasa del origeli de cordenadas al primer cuadrante.
Encontrar la ecuacién de la curva sabiendo que: el drea de la regién bajo la curva
entre (0,0) y (z,y) es un tercio del 4rea del rectdngulo que tiene a esos puntos como
vértices opuestos.

7. BEncontrar las curvas verificando que, en cada punto (z,y), la abscisa del punto de
interseccién de la tangente a la curva (en (z,y)) con el eje de las abscisas es la mitad
de la del punto.

8. Una pelota de futbol americano, que tiene forma de elipsoide de revolucién con 12
pulgadas de longitud y 6 de ancho, permanece bajo la lluvia. Encontrar las trayectorias
que seguiran las gotas de agua al escurrir por sus lados.
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Ampliacién de Matematicas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 2 - Tema 1: EDO de primer orden

Resolucién de ecuaciones elementales

1. Resolver las ecuaciones:

CcoS T tany

Y= b). o = =3 S gl e
a). y v ). v =zy, y(l)=3, c). y T

d). y’=%+\/§, e). zy =y+4/y?— 12 f). fcy'=y—a¢exp(%),

L1 2 5)

9) g = BTETS gy Pkl V-t

&+y—1 rz+2y—4 =Y
s ¢ E+y ,_yz+y) , y(a®+x)
; =— k). =IX _Ed D). A ot ==
7) p—t )y SO Jay o , y(1)

2. Resolver las ecuaciones:

2 2 2 3 / Y
a). ylz*+z)+z% =0, ). zcosz=zy*y +y°, o). y CP—
d. y+yi=1+2% e z+y=2z%", f) y’+%=sinx, y(=2) =1,
g). v+ éyz = %, h)- y' = % + z3y? — z°, | i). Y +2zy = 2z,

1 i 1
N,y ==(1-2z5)y* — k). v ==24+y2—-= N =1
7).y =502~y ).y = — ¥

1). y'(l‘cdsx —1) =9* —y(zsinz + cosz) +sinz,

3. Encontrar a para que la ecuacién (zy? + az?y)dz + z2(z + y)dy = 0 sea diferencial
exacta y resolverla.

4. Resolver como ecuaciones diferenciales exactas, o reducibles a diferenciales exactas con
factor integrante dependiente de z, y, zy, z° + v* o zy*:

a). 3z(zy—2)dz + (z° + 2y)dy = 0, b). (zy—1)dz + (2* — zy)dy =0,
¢). ydz + (3z%y* + z)dy = 0, d). ydz + (z*y — z)dy =0,

e). (z—y)dz+(z+y)dy=0, f). zdz+ (y+4y*(z® +¢2))dy = 0,
g). ycos(z)dz + (1 +sin(z))dy =0, R). y(z 4+ y)dz — z’dy = 0,

i). ydr+ (2zy — e ¥)dy =0, 7). (2zy—2z)dz+dy =0,

Indicar qué cuaciones se pueden resolver por otros métodos
5. Encontrar el domino del plano donde las ecuaciones, e.g., 1 —cy 1 — e estan definidas

6. Encontrar el dominio del plano donde se tiene garantizado que existe una Unica solucién
explicita pasando por cada punto para las ecuaciones 1 —¢, 1 —e, 2— fy2—ky qué
se puede decir del intervalo de definicién de las soluciones.
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Ampliacién de Matematicas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 3 - Tema 1: EDO de primer orden

Sobre modelos matematicos

1. Un columna cénica de seccién circular cuyo material tiéne una densidad constante a
soporta una carga L. Sea 7 el radio de la parte superior de la columna. Teniendo en
cuenta que las 4reas de las secciones transversales son proporcionales a la carga que
soportan, encontrar el radio r(z) a una distancia = por debajo de la parte superior.

8o

Comenzé a nevar una mafiana y la nieve siguié cayendo con la misma intensidad
durante todo el dfa. Al mediodia una méquina quitanieves empezé a limpiar una
carretera a ritmo constante en términos de volumen quitado cada hora. La méquina
limpié 2 Kms. para las dos de la tarde y 1 Km. maés para las 4 de la tarde. jA qué
hora empez6 a nevar?. '

3. Una bola de naftalina que tenfa originalmente un radio de % cm., al cabo de un mes,
tiene un radio de % cm.. Suponiendo que la evaporacién es preporcional a la superficie,
jcudntos meses tardard en desaparecer por completo?.

4. La desintegracién de la materia radioactiva es proporcional a la cantidad de materia
que se tiene. Si la desintegracién del 50% de la materia radioactiva se produce en 30
dias, jen cuédnto tiempo quedard un 1% de la cantidad inicial?

5. El ritmo al que se enfria un cuerpo caliente es proporcional a la diferencia de
temperatura existente entre él y el medio que le rodea. Se calienta el cuerpo a 110°C,
y se expone al aire libre a una temperatura de 10°C, que se mantiene constante. Al
cabo de una hora su temperatura es.de 60°C. ; Cudnto tiempo deberd pasar para que
se enfrie a 30°C7.

6. Se supone que la resitencia del aire, que actua sobre un cuerpo en caida de masa m,
ejerce una fuerza retardadora proporcional a la velocidad. Si se lanza un cuerpo, desde
una altura H, con velocidad inicial vg, calcular la velocidad en funcién del tiempo. Si
vg = 0, calcular la velocidad con la que llegard al suelo.

Calcular la velocidad si la fuerza retardadora es proporcional al cuadrado de la
velocidad y vg = 0.
Comparar con el caso en el que se supone que no hay rozamiento.

En los casos anteriores, calcular la altura en funcién del tiempo. Plantear la ecuacién
diferencial de segundo orden que verifica.

7. Se considera la ecuacién de un modelo de resorte lineal no amortiguado my” +cy = 0,
con m y c constantes positivas caracteristicas del resorte (constantes de masa y
recuperacion, repectivamente). Reducir a una ecuacién de primer orden y resolver.



Modelos con ED de primer orden: crecimientos de poblaciones,
descompasicion de materia radioactiva, reacciones quimicas....
“problemas de Cauchy o valor inicial”

* Modelo de Malthus (hacia 1790):

Los nacimientos y las muertes, en un intervalo de tiempo pequerio, son
proporcionales al tamano de la poblacidén y al intervalo de tiempo. Es decir,
nacimientos = aAtN(t), muertes = BAtN(t), siendo N(t) el tamafio de
la poblacién en el tiempo ¢. La variacién de la poblacién en un intervalo de
tiempo At es AN(t) = yN(t)At con v = a — . Tomando limites cuando

At — 0 se tiene el modelo rhatemAatico: , .
la constante y se obtiene del recuento de la poblacion

AN
80 -+
L 25 T>0
d‘i?‘v i T 20 -+
fl?f | No 10 Y=0
; - 51 N <0

:\r(()) — ‘:\ 0 T t i f T T f - t

o 05 1 15 2 25 3

«Modelo de Verhulst (hacia 1837)
modificaciones al modelo de Malthus: lo poblacidn no puede crecer
ilimitadamente, sino que tiende a estobilizarse en un limite N y la variacidn
de lo problacion es proporcional a la poblacion N y al factor (1 - ij‘f' ). Es

dN , N . L
b "}'{j\f (1 — :

\
oo

| N ) ; T I
ar—t 11'-1 arfey 20T ek
o0 N{E ,
16 ‘1
'(\-\
las constantes 1
se obtienen del e
recuento de Ia Neo W[ =
poblacion!! s:// __
6 : :
) L
No » [
" NoN, L . :
N(t) = = o 2 4 6 8 10 12 14 15 18 20

No + (Neo — Ng) exp(—t)
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1.6.1 Crecimiento de poblaciones.

e,

Por cjemplo. en el Siglo XV, en Estados Uildoes se queria cono-
cor ol modo en que la poblacidn variaba para predecir posibles camibioy.
Tl ceonomista ingles T, Malthus propooe ol signiente modelo matemati-
cot Los nacimicntos y las mucrtes, an un aleeealn de Licmpo peguerio,
son praporeioneles al lninano de la poblarion y al intoreale de lempo.
s decir, nacimientos = o AIN{Y, mueries = AACN{Y stendo N
ol tamano de la poblacidn en LUempo £ La variacion de la pobiacon
e uninbervalo de tlempo AL es AN = s N{DAT con vy o= o -~ 3,

Turmando limites cuando AL — 0 se tlene of modelo matematico:

_— (1.18)

Resolviendo esta eouacion de varlables separadas, junlo con ol hecho
de e en el instante de Hempo en el gue partinos (8= 0} el tamado

N, oble

de tx poblacion es

3 R

wemos que la poblacion en el instante ¢

P

esta dada par N Nyesp (=), Observamos en la srafica de la

firura 11 que s+ es pegativo la poblacion va exlinguiéndose, si vy = 0,

la poblacidn se mantiene constante, v st es positivo, la poblacidn crece

exponencialmente. Los valores Ny v v se caleulan para cada poblacién
somando dos medidas en dos instantes de tiempo distintes. Conviene
observar, también, que un pequeno error en el recuento de los datos
nos ileva a distintos valares de las constantes Ny 6 v que pueden ser
significativos v cambiar considerablemente los resultados del modelo
para tiempos grandes, es decir legjanos al instante en el que se cuenta
la. poblacion (ver ejercicio 1).
N ,

sl /
29 / %)

i

M, W =0

BN
g

‘ t
a a.5 L Ly ¢ 2.5

Tigura 11 Crecimiento de le poblacion Ny exp (().

Asf, para la poblacidn en USA utilizamos la tabla 1 v obienemos
N{E) = 3.9 % 10%exp (0.3071). En la tabla 2 se comparan los valores
reales de la poblacién de USA entre 1820 v 1930 con los oblenidos
a travds del modelo (1.18). Vemos ¢dmo el modelo aproxima bien el
crecimiento de la poblacidn durante unas décadas y después el modelo
predice que la poblacion va a crecer mucho mas deprisa de lo que pasa
en realidad. Asi pues, el modelo propuesto por Malthus no aproxima
bien al modelo real de crecimiento de esta poblacidn. Tl necesario
modificar las hipotesis si queremos obtener una mejor aproxirmacion.

1790 3.9
1800 5.3

1810 7.2

Figura 12 TABLA 1. Poblucidn real 1790 ~ 1810,

En 1837 P.I. Verhulst propone unas maodiflicaciones al modelo de
Malthus: la poblaciin no pucde crecer ihimiltudamente, sine que Hende
a estabilizarse en wn limite Ny y la variecion de lu problacidn es pro-
porcional a la poblacidn N y al factor {1 — ¥
matematico es ahora:

" v . 3
b, Es decir, el modelo

154 AN ey

1

¥ una simple integracidu wos da que el ramano de la poblacion es:

NoN

Ny + (Ngo = Nglexp{—-t)

Para Ja poblacidn de USA, se calculan aproximadamente los valores
tornados por Verhulst: Np = 3.0 x 108, A, = 197 x 10 y » = 0.3134.



ECUACIONES DIFERENCIALES DE 1¢° ORDEN*

Una ecuacién diferencial de primer orden es una
expresion matematica en la que se relaciona una funcién
con su derivada

F(z,y,4) =0 (1
F:DCR®—R, y=uy(z) es la funcién incégnita,
y'(z) su derivada, y z es la variable independiente.

Definicion: Dada una funcién ¢ : (o, 8) = R, y = o(z)
es solucion de la ecuacion (1) en (a, ) si:

1). ¢ es continua y derivable en (o, ), v

2).(z,¢(2),¢'(2)) €D y F(z,¢(2),¢'(x)) =0 Va e (,h).

Ecuacion diferencial en forma normal: ' = f(z,v).

©'(z) = f(z,0(x)) Vz € (a,B)

Integracion «+— Familia uniparamétrica de soluciones
- Solucidén general:

e en forma explicita, y = y(z,c),

e en forma implicita, ¢(z,y,c) = 0,

e en forma paramétrica (z(t,c),y(t,c)).t € R,
e en forma inversa, z = z(y,c).

Todas estas curvas se llaman curvas integrales
para ¢ = cg, ¥y = y(x,co) €s una soluciéon particular

* Resimenes / Capitulo 1 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccion. UC, M2 Eugenia Pérez Martinez

El proceso inverso a la integracion: dada ¢(z,y,c) =0

F(z,y,y') = 0 se obtiene eliminando c, si se puede, en
¢(@,y,¢) =0 v ¢ulz,y,¢) + ¢y(z,y,0)y’ =0

Problema de valor inicial o problema de Cauchy

{ y = f(z,y)
y(zo) = yo.

(zo0,y0) € dominio de definicién de f.
— Una solucién y = ¢(z) / ¢(z0) = yo, o € (a, B)

Ecuaciones de variables separadas: f(y)vy = g(zx)

Solucién: /f(y)dy:/g(a:)d:c—{—c Vc constante.

Ecuaciones homogéneas: y' = g(%).
El cambio de variable y = u.xz — variables separadas
u 1
Y =u's+u=g(u) > - ==
gu) —uv =

Se reducen a ecuaciones homogéneas:

o y = f(z,y), con f(Az,\y) = f(z,y),YA € R:

y’ = ggm’yg, con Py @ funciones homogéneas de grado n
! T,y
( Pz, Ay) = P(z,»)A" vy Q(Oz,\y) = Q(z,y)A", VAER)
,__ ax—+by—+c,
az+ By + '

hacer z =az+by (0 X = —zo+z, Y = —yo+v si (zo,50) €5 un
punto de corte de las rectas az+by+c=0y az+By+v=0



Ecuaciones lineales .

Ecuacion lineal homogénea (LH):

Yy +p(z)y=0, p:(a,B)— R continua
(ao(@)y’' +ai(2)y =0, a0 # 0 en (a,8) (p(x) =25 )
PROPIEDAD de las soluciones de (LH):
y1(zx), y2(x) soluciones en (o, B) v Vk1, k> € R

= y(z) = k1y1(x) + kay2(z) solucién en (o, B)

SOLUCION GENERAL de (LH): y(z) = ce”J P@
Ecuacion lineal no homogénea (LNH):

v +po(z)y =q(z), p,q:(a,B) — R continuas.

SOLUCION GENERAL de (LNH):

y(z) = o= JP@i, o o~ [p@)e / o(z) eJ @z g

Teorema 2 Sean p,q: (o, 8) — R funciones continuas
Y zo € (a,8), yo € R. Entonces, existe una dnica
solucion del problema de Cauchy,

{ ¥ + p(z)y
y(wo)

definida en el intervalo («a,3). Esta solucion es:

y(a) = & L <yo + [ syl ds) ‘

q(x)

Yo,

Ecuaciones lineales de 1¢" orden.
v + p(z)y =0, (LH)
y' + p(z)y = q(z), (LNH)
PROPIEDADES de las soluciones de (LNH):

e Y1,y soluciones de (LNH) en (o, 8) =
y1 — y2 solucion de (LH) en (e, B).

e La solucién general de (LNH) es

y(@) = ce™ JP@E Ly ()
donde y,(z) es una solucién particular de (LNH).

e Método de variacion de parametros: Buscar
o), gply) = k(x)e_fp(m)dz, con k(z) a determinar

= klz)= /efp(z)qu(sc) dx

Ecuaciones reducibles a lineales
Ecuacion de Bernouilli: ¢ + p(z)y = q(z)y™ (n % 0, 1)

Multiplicar por y™" y hacer z = y~**t1 — lineal

Ecuacion de Riccati: y' + p(z)y? + q(z)y = h(z)

Hacer u =y — y,(z) — Bernouilli para n =2
(supuesto conocida una solucién particular yy(x)).



Ecuaciones diferenciales exactas.

P(z,y) dz 4+ Q(z,y)dy = 0. (2)
R C)
¥ Y= e

P,Q: R — R, R un rectangulo de R?2
Py @ continuas y no nulas a la vez en R.

Definicién: (2) es diferencial exacta si 3F : R - R /

Tl =P@y) v 2(ey) = Q@) V) € R,
i Y

Si (2) diferencial exacta, entonces F(z,y) = ¢ es una
familia de curvas integrales: F, 4 Fyy’' =0

— Notacion: F, =92, f, = 9F
CARACTERIZACION:

Teorema 1 Sean Py @Q dos funciones continuas y
con derivadas parciales primeras continuas en R. La
ecuacion (2) es diferencial exacta en R si y sélo si

Py(z,y) = Qu(z,y) ,Y(z,y) € R.

RESOLUCION:

F(z,y) = /P(w,y) dz + C(y)

C'(y) = Oz, y) — a% / P(z,y) da

Fo.y)= [ Pay)dot [ (Q(x,y) -2 [ Paw das) i

Definicion: un factor integrante de la ecuaciéon (2) es
una funcion v = v(z,y) 7 0 en R, tal que

v(z,y)P(z,y) dz + v(z,y)Q(z,y) dy = 0
es diferencial exacta (= a%(uP) =2Q))

v(z,y) factor integrante de (2) =
P(z,y)dz+Q(z, y)dy = 0 <= vP(z,y)dz+vQ(z,y)dy = O
= v(z,y) es solucién de:

vy(z, y) P+ v(z,y) By = va(z,9)Q + (2, 9) Qo

EDP / dificil resolucién!. Se ‘buscan factores

integrantes: v(z), v(y), v(zy), v(z? + y), v(z? + y?),
etc. _

EJEMPLOS:

Qz—Py
Ju(y) < <=5 es funcion de y — v(y) = eJ Sy
y 5 y

v (z,y) = v(zy?) <= 25}% funcién de z = zy?

i P

_)y(z):efm

Py—Qx ; Qz—Py d
( v(z) = ef 7 / v(z)= ef wr=d ™ con z = m2+y2)

EJERCICIOS: ED reducibles a diferenciales exactas

- 1). La ecuacion lineal y = p(z)y + q(z) admite un
factor integrante dependiente de z.

-2). Si la ecuacién ¢/ = ~g§:;’§ es homogénea, admite

un factor integrante: v(z,y) = m

(supuesto que zP(z,y) + yQ(z,y) # 0)



Solucion numeérica: Método de Euler
Sean fy g—i continuas en D, y (zo,v0) € D: Sea y = ¢(x)
la Gnica solucion de (PC) en [zg — 6, zo + J]:

Y f(z,v)
(PC) { y(zo) Yo

Il

Se conoce es la recta tangente a ¢(z) en (zo,yo0)

Para h muy pequefio, en [zg,zo + A,
w(z) = yo + f(zo,v0)(z — z0)

Sea T1 = T + h,, en [1:1,1:1 + h],
©(z) = ¢(z1) + f(z1,(z1))(z —z1).

pero p(z1) = y1 = yo + f(zo, yo)(z1 — z0) =
en [z1,z1 + h], (z) =~ y1+ f(z1,y1) (= — z1).

Construimos asi una aproximacion de la solucién de
(PC) en el intervalo [zo,zo + 0]
Dados (zo,y0), N = §h~1, se calcula recursivamente
T = To +th, yi=vyi-1+hf(zic1,vi-1), 1 =1,2,...,N.
Solucion numeérica de (PC) en [zo,z0 + 6]: {v}Y,
Aproximacion de la solucién en [zg, zg + d]:

op(z) = Yi-1+ (93 - wi—l)f(mi—l,yi—l) T € [$i—1,93i]-
h=tamafio del paso= 4, h—0+— N — co
Para la aproximacion en [zg — §,zo]: cambiar h por —h

Meétodo de orden 1: error acotado por Cte.h

SOBRE MEJORAS DEL METODO DE EULER:
Tit1

Considerar:  p(zir1) = p(z)+ | f(s,0(s))ds, o©

/ h2 /4 }1'3 Vs
o(zi + h) = @(x;) + he'(z:) + =5 () 3 (m) + 2

e El método de Euler mejorado para aproximar
numéricamente la solucion de (PC): Se calcula y;41
por el método de Euler y se mejora aproximando la
integral [* f(s,¢(s))ds por el valor medio:

F(zi,ui) + (i1, yig1)
2
Método de orden 2.

(587;_{_1 = CBJ

e EI método Taylor de orden n para la
aproximacion numeérica de la solucion de (PC): se
utilizan en cada iteracidn los n primeros términos
del desarrollo en serie de Taylor de la soluciéon en
ZTj;.

Para n = 3 (método de orden 2):
h2
Yi+1 = Y+ (@i, yi) ht- (fo (@, vi) + Fu (@i, vi) f (i, yi))—,.z

e El método de Runge-Kutta, para aproximar la
solucion de (PC):

h
Yit+l1 = Yi + E(Lz’,l +2Lio + 2L;3 + Lia)
1 1
Lii = f(®i,%), Li2= f(z:+ Shovit 'Q—hLi,l) ;

1 1
Liz = f($i+§h 4 yi+§hLi,2> y  Lia= f(zi+h,yi+hLi3).
Método de orden 4.



L . L El problema de Cauchy: Ecuaciones no lineales
Extension del dominio de definicion: P y

dy da 1 Teorema 3 Sea D el rectangulo abierto
%—:f(x,y) — d_y:f(:c,y) D={(z,y)/a<z<bec<y<d}

. 0 :
D={(z,y) € R?/ f(z,y) definida 6 definida} v f:DCR*—R, fyg continuas en D. Entonces,

V(zo,y0) € D, 3 un intervalo, [zo— 8,20 +6] C (a,b), en el
cual existe una Unica solucion vy = ¢(x) del problema
de Cauchy ‘

1
f(zy)
INTERPRETACION geométrica de y = f(z,v)

La ecuacion diferencial v = f(z,y) define un campo

(PC) ' Iz, y)
de direcciones en el dominio D C R? donde f(z,y) o y(zo)

Yo

Il

L estén definidas: ;
f(z,y) y

d-
(z,y) € D — direccién de la recta de pendiente f(z,y)
1 - e
direccion del vector (1, f(z,y)) 6 (———,1) % iy
f(z,v) ;
1 . | |
En los puntos / fy — estan definidas ambas direcciones ¢ I
i “x, 8 xo Xgt8 P X

coinciden.
OBSERVACIONES

Bosquejo de curvas solucién: en .cada _punto son

: ! . = e D puede ser cualquier dominio abierto de R2.
tangentes a la direccion del campo

e El § maximo en general no es facil de determinar

| - - - . . - g . _ @ ﬂ
Curva isoclina para la pendiente k& Una primera estimacién de 6: 6 = min (o, 7). o, 8/
; Dl e {(m7y)/|$—mol S aa[y_yol S ﬁ} C D: v, M =
{(z,y)/f(z,y) =k} MaX(zyyep, |f (2, v)l-
puntos del plano en los que las soluciones tienen e Problema bien planteado: “pequefas variaciones de los
péndiente k datos' = "pequefas variaciones de la solucién"

e Supuesto que f es “muy regular', " cerca de zg'":
11
xZ
P(2) = p(a0) + ¢/ (z0)(z ~ 30) + L (2 _ag)2 1 ...

Isoclinas para las pendientes k =0y k = co — posibles e | <ma Igo’”(()|53
" . . % TTor max e
cambios en el crecimiento de las soluciones = (Elzo=b,z0+d] 3

Direccion del campo = Direccién del vector (1,k)



Isoclina para la pendiente 0 Isoclina para la pendiente 1/2
direccién del campo (1,0) ; direccion del campo (1,1/2)

" t=1/2
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Ampliacién de Matemaéticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
Primera interrogaciéon. Grupos de tarde

1). Econtrar la condicién que deben verificar P(z,y) y Q(z,y) para que la ecuacién
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

admita un factor integrante dependiente de zy

CONDICION o FACTOR INTEGRANTE

Utilizar 1) para reducir a ecuacién diferencial exacta la ecuacién

(1 —v*)dz + (zy® — 2> + 2y)dy = 0

FACTOR INTEGRANTE

ECUACION DIFERENCIAL EXACTA



ECUACIONES DIFERENCIALES DE 22 ORDEN*

F(z,y,9,y") =0
y = y(z) funcién incégnita; z variable independiente.

F definida © c R* y aparece la derivada segunda de y

Integraciéon —» familia biparamétrica de curvas
integrales ¢(z,v,c1,c2) = 0: solucion general.

Reduccién a 1¢ orden: si F(z,y’,y") =0, con v =1/
Ecuacioén lineal: "+ p(z)y + q(z)y = r(z)
ED en forma normal: v’ = f(z,y,v), f: DCR® —R

Dado (zo,33,v2) € D, problema de valores iniciales o
Problema de Cauchy:

v = flz,9,9)
S O){y(mo)=yé . ¥(z0) =12

Definicién: Dada una funcién ¢ : (a,b) — R, y = ¢(z)
es una solucién de (PC) en (a,b) si: ¢ es continua y
dos veces derivable en (a,b), v Vz € (a,b) se verifica

(z,0(z),p'(@) €D v ¢"(z)= f(z,0(2),¢'(2));
y-ademas, o(zo) =y§ VvV ¢ (z0)=y3.

Teorema 1 Sea D el dominio D = {(z,y,2)/a < z <
be<y<de<z<f}ylafuncion f, f: D CR®>— R,
continua en D y con derivadas % y 2—5 continuas en D.

Y(z0,v3,93) € D, 3 [zo — 6,20 + 6] C (a,b), en el cual la
solucion del problema de Cauchy (PC) existe y es tnica.

* Resimenes / Capitulo 2 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccién. UC, M2 Eugenia Pérez Martinez

Relacion con sistemas y aproximaciones numeéricas

Haciendo ¢y’ = z en la ecuacion o' = f(z,vy,y) —
sistema diferencial de 1" orden con dos ecuaciones:

Yy’ z

Z, f(m7 y! Z)'
z variable independiente y = y(z), 2 = 2(z) incégnitas
Problema de Cauchy para un sistema:

y = r(z,y:2)
(PC) Z = s{z,9y,%),
y(zo) =v0 , z(zo0) = 20,

Resultado de existencia y unicidad de solucion:

Sea D = {(z,y,2)/a <z <bec<y<de<z<k}ylas

2 . 3 ) 1, Or Or Os Os
funCI'ones r,s : D C R° — R, tales que r, s, 557 957 By B2
continuas en D. Entonces:

V(zo,v0,20) € D, 3 [zo — 6,z0 + 8] C (a,b), en el cual la
solucion del problema dée Cauchy (PC) existe y es dnica.

La aproximacién numeérica de la solucion (y(z),z(z))
en z; = xo + ¢h, para el tamano del paso h, es:

Yi = Yi-1 + hr(@i—1,Yi-1, 2i-1)
2 = zi-1 + hs(@i—1,¥i-1, 2-1),
parai=1,2,---N, donde N = §h~!
Método de Euler: (y;,z) ~ (y(x;),z(xz;)) para h — 0
Notaciones vectoriales:
7 = F(zo.7
(PC) { o = 50

Dada la funcién F y el punto (zo,%p), calcular
ml:mo—l—'[’h’: Y; z—gz—l_l—hF(x’l—ngz—l)! 7'= 1721N
— Extension a otros métodos numeéricos.



Ecuaciones lineales de segundo orden.
Lineal homogénea (LH):
Y+ p(z)y +g(@)y =0
ao(z)y” + a1(z)y’ + a2(z)y =0 con ap(z) # O
Lineal no homogénea (LNH):
¥ +p@)y + q¢(@)y = r(x)
p,q,7 : (a,b) — R funciones continuas
p Y q coeficientes; r término independiente,
Sipy q constantes: ED lineal de coeficientes constantes
Teorema 2 Sean p,q,r funciones reales continuas en

(a,b). Sea zo € (a,b) e y,y2 € R. Entonces existe una
tinica solucion del problema de Cauchy:

1 / s
poy | VT Pp@Y +a@y = r(z)
(PO) { @) =4 . v(e0) =,
definida en todo el intervalo (a,b).

PROPIEDADES de las soluciones de (LH)

1. Si yi(z),y2(z) son soluciones de (LH) en (a,b)
entonces ajyi(z) + azya(x) es también soluciéon de
(LH) en (a,b) (a1,az son constantes cualesquiera).

2. Theorema: Siyi, y2 son dos soluciones de (LH)
en (a,b) tales que en un punto cualquiera zo € (a,b):

y1(z0)ya(wo) — v} (zo)y2(zo) 7 O
entonces, cualquier otra solucién puede escribirse:

y(z) = c1y1(z)+coy2(z) para algunas constantes ci, co

Definicion: {yi,y»>} en el teorema se llama conjunto
fundamental de soluciones.

Definiciones:
e Dos funciones ¢i1(z), @2(z) son linealmente
independientes en I cuarndo:
si a1pi1(z) + aopa(z) =0,V €I = a1 = ax = 0.

e pi1(z), pa2(z) son linealmente dependientes en I si
no son lineal. independientes (3C # 0 constante/

p1(z) = Cpa(z) 0 @a(x) = Copi(z),Vz € I).

e Wronskiano de ¢1(z), pa2(z) en el punto z como:

Wlp1, p2](z) = { gig; i;gg

Para I = (a,b) intervalo de resolucion de (LH) y (LNH)
PROPIEDADES de las soluciones de (LH) (continua):

3. Identidad de Abel: dadas wyi(z),y2(xz) dos
soluciones de (LH) en I, 3IC una constante/
T

Wly1,y2l(z) = CGXD(—/ p(s)ds), Vz € I.

To

4. Teorema: Sean yi(z),y2(z) dos soluciones de
(LH) en I, son linealmente independientes
— W[ylayQ](m) # 0) Ve €I
= Wly1,y21(z0) # 0 para algin zq € I.

5. Siempre existen dos soluciones {yi,y2} lineal-
mente independientes de (LH). Se dice que
{y1,y2} forman un conjunto fundamental de solu-
ciones.

Dadas {y1, y2} dos soluciones linealmente independientes
de (LH), la solucién general de (LH) es:

y(z) = ciy1(z) + coya(z) con c1 v co constantes.



El método de variaciéon de parametros

y" +p(x)y + q(z)y =0, (LH)
Y + p(2)y + q(z)y = r(z), (LNH)
REDUCCION DEL ORDEN DE (LH):
Dada una solucién yi(xz) de la ecuacion (LH) en el

intervalo I. Calculamos otra solucién y»(z) linealmente
independiente: Buscamos y2(z) = y1(z)c(z) donde c(z)

"(@)yi(z) + (21 (z) + p(@)y1(z))c' () =0
¢ = u — ecuacian lineal de primer orden, e integrando

[ exp(— [ p(x)dz) .
el@) = / y1($)2 -

SOLUCION DE LA ECUACION (LNH):

Sea {y1,y2} un conjunto fundamental de soluciones de
(LH), la solucién general de (LNH) es:

y(z) = cryi(z) + coya(z) + yp(z),

donde c1, ¢y constantes e y, una solucion particular de
(LNH). Se busca y, por el método de variacion de
parametros:

yp(z) = K1(x)y1(z) + K2(z)y2(z)
con Ki(z) y Ka(z) / yy + p(2)y, + q(z)yp = r(z): =

iyl + KIQyQ = O:
K1yt + Koy = r(2),

oo [ r(@)ye(x) o = [_r@yi(e)
@)= | @ 0 2@

Dadas {y1,y2} — las soluciones generales (LH) vy (LNH)

Wiy, w2l (@)

ECUACIONES QUE SE SABEN RESOLVER
» La ecuacion lineal de coeficientes constarites:

ay” + By’ + vy = 0.

Se busca y1 = e’ == \ debe ser raiz del
polinomio caracteristico: ad? 4+ B+

Este polinomio tiene por raices A1, 2 en C .

Posibilidades:

a). A1 7 Ag reales. Conjunto fundamental de soluciones

{e)\lz, e)\zil)}.

b). A1 = A2. Conjunto fundamental de soluciones:
{e)\lm,me)\lm},
C). A1, A2 raices son complejas conjugadas: A = p &+ qi.
Conjunto fundamental de soluciones:

{eP® cos gz, eP? sin gz }.
La solucién general en (—oo,00) es y = c1y1(z) +coya(x).

» La ecuacion de Euler de segundo orden:

az?y” + Bzxy + vy =0, «,fB,v constantes.

Se reduce a una lineal de coeficientes constantes
haciendo: z =et paraz>0 o t=In|z|

0 se busca yi1(xz) = " == r debe ser raiz del
polinomio indicial: ar(r — 1) 4+ 8r 4+ ~.

— Se resuelve en (—o0,0) U (0, c0)



Ecuaciones lineales de tercer orden
Ecuacion lineal homogénea de orden 3:

y" +a1(2)y" + az(z)y + as(z)y =0, (LH)
Ecuacion lineal no homogénea de orden 3:

y" +ai1(2)y” + a2(2)y’' + as(x)y = r(z), (LNH)

donde los coeficientes q;, t=1,2,3, y r son funciones
reales definidas en I = (a,b) y continuas

Solucion general de (LNH):

venu(z) = you(z) + yp(z)

yeu(z) denota la solucién general de (LH)
yp(z) denota una solucién particular de (LNH).

Si {y1,vy2,y3} son 3 soluciones de (LH) linealmente
independientes en I:

yor(z) = c1y1(z) + caya(z) + cayz(z)
yonnu(z) = cry1(z) + cayz(z) + cayz(z) + yp(z)

Definicion:  ¢i1(z), wa(z), ¢3(z) son linealmente
independientes en I cuando

a1p1(x)+oopa(z)tasps(z) =0,Ve e I = a1 =as = a3 =0

Supuesto que las funciones 1(z),wa(z),p3(z) son
continuas y dos veces derivables en I se define la funcién
Wraonskiano de ¢i(z), wa(x), p3(x):

p1(x) @a(z) @3(z)
Wi, 02, p3](z) = | o1 (z) ©h(z) ¢h(z)
wi(z) oh(z) @i(z)

PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE (LH)
v +a1(2)y" + a2(2)y' +as(z)y =0 (LH)

e Combinacién lineal de soluciones es solucién:

Si y1(z),y2(z),y3(z) son soluciones de (LH) en
I entonces cualquier combinacién lineal de ellas
a1y1(z) + asy2(z) + asys(x) es también solucion de
(LH) en I (o; son constantes cualesquiera).

e TEOREMA: Sean yi1(z),y2(z),y3(z) tres soluciones
de (LH) en I; son linealmente independientes
— W[y17y27y3](>r) .7_{: 07 Ve el
<= Wly1,y2,y3](x0) # 0 para algiin zq € I.

Bajo estas condiciones, cua/quier otra solucion de
(LH) es combinacion lineal de {v1,v2, 93}

® Siempre existen tres soluciones {yi,y2,y3} lineal-
mente independientes de (LH) en I. Se dice que
{y1,y2,y3} forman un conjunto fundamental de solu-
ciones.

e Dadas tres soluciones {yi,y2,y3} de (LH),
linealmente independientes en I la solucién
general es:

y(z) = cryi(z)+coya(x)+csys(x), c1,co,c3 constantes.



» Ecuaciones lineales homogéneas de orden n
con coeéficientes constantes.

y™ + a1y 4 a1y Fany =0
a; constantes 1 = 1,2,---,n. Se resuelven en (—oo0,00).
Se busca: y = e* == ) debe ser raiz del polinomio
caracteristico:
A+ a At an 1A+ an

Sean A1, Ao, , A, las raices de este polinomio en el
cuerpo de los complejos.

Posibilidades

a). Todas las raices son reales distintas. El conjunto
fundamental de soluciones es:

{e)\la:’ e)\zz’ . ,6)\,,:1:}‘

b). Todas las raices son reales y algunas de ellas
coincidentes. Entonces, por cada raiz g, de
multiplicidad n, hay n, soluciones de la ecuacioén
linealmente independientes asociadas a esta raiz:

{ez\krc, wez\km’ $2ex\km . mnk—-le)\ka:}
c). Hay al menos una rafz compleja A\, = p + qi de
multiplicidad n; (el conjugado de \;, p — qi, €s
también una raiz de multiplicidad ng). Entonces,

hay 2nj soluciones linealmente independientes de la
ecuacién asociadas a ambas raices:

{eP® cos (qz), e’ sin (qz), zeP® cos (qx), ze® sin (gz), z%eP® cos (qz),
z2eP*sin (qz), -+« - - - , ™" 1eP® cos (qx), ™ e sin (qz)}.
» La ecuacién de Euler de orden n:
2"y ™ + 12"y 4 g g@y 4 ay =0

Hacer z = e! para z > 0 — coeficientes constantes

Resolucion de ecuaciones lineales de n, Vn > 2

y™ +a1()y" V4 dan1(2)y +an(z)y =0 (LH)
Yy tar (@)y™ V4 tano1(@)y'+an(x)y = r(z) (LNH)
REDUCCION DEL ORDEN para (LH):

Método de variacion de parametros: Si se conoce
una solucién yi(xz) de (LH), se reduce a una ecuacién
lineal de orden (n — 1) haciendo: () = e(d)y1(x)
(c(z) es la funcion incdgnita en la nueva ecuacion).

BUSQUEDA DE SOLUCION PARTICULAR de (LNH):

- Método de variacion de parametros para cualquier
ecuacion lineal con a; constantes o no y Vr(z) # 0.
Se busca

yp(z) = c1(2)y1(z) + ca(2)y2(2) + - + en(@)yn (),
con ¢;(z) a determinar substituyendo en (LNH).

- Método de coeficientes indeterminados para «;
constantes y con determinados términos r(xz) 7 O:

e Si r(z) = pp(z)e*™®, se busca yu(z) = z*Pi(z)e™®
s =0 Si o no es raiz del polinomio caracteristico
s=mn; Si o es raiz de multiplicidad n;

Attt ai At an =0

e Sir(z) = pr(z)e*® cos (Bz) o r(z) = pr(z)e*® sin (Bz),
se busca

yp(z) = 2° P (z)e™* cos (Bz) + z°Qx(z)e™” sin (Bz)
s = 0 si a+18 no es raiz del polinomio caracteristico
s=mn; Sl o+ i es raiz de multiplicidad n;.
pr(z), P.(z) v Qr(z) denotan polinomios de grado k:
Py(z) =bo+biz+ - + bz, Qu(z) = co+ 1z + - + cpa®
con los coeficientes b; y ¢; a determinar substituyendo en (LNH).



2% Curso - Grado I. -CIVIL - Curso 2013/14

Ampliaciéon de Mateméticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 4 - Tema 2: EDO de orden n > 1

Resolucién y aproximacién de soluciones

1. Que se puede decir de la existencia u unicidad de solucién, y del intervalo de definicién
de ésta para los problemas de valores iniciales:

(1—22)y" —2zy + n(n+ 1)y = €* (1-2z?)y" — 2zy +n(n+ 1)y = 5z
%) { y(0)=0, y(0)=1 °) {

5 { 2y’ + 2y’ + (22 — 1)y = S 0) { '+ Ly +ry=Ihz
L) =0, y(6)=1 '

n € N, v € R son constantes dadas.

2. Demostrar que y;(z) = cosz, yo(z) = sinz forman un sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién y” +y =0 en (—oo,00).

3. Resolver la ecuacién (z —1)y” — zy’ +y = 0 sabiendo que una solucién es un polinomio
de primer grado. Escribir la ecuacién de primer orden a la que se llega utilizando el
método de variacién de pardametros. Indicar en que intervalos se resuelve la ecuacion.

-, 2 . -z
4. Resolver la ecuacién y” + 4zy’ + (422 + 2)y = e~ sabiendo que una solucién de la
sz 7 . 2
ecuacion homogénea asociada es de la forma y = e** para alguna constante o

5. Se sabe que una solucién de la ecuacién de Legendre (1 — z?)y” — 22y’ +n(n+1)y =0
(con n un nimero natural) es un polinomio de grado n, encontrar la solucién de:

(1—2)y" — 22y +nn+1)y=e*
para los valores de n = 1 y n = 2. ;Cuéntas soluciones verifican y(0) = 0, 3/(0) = 0?
6. Aplicar el método de variacién de pardmetros para resolver z3y"” +zy/ —y = 1.

7. Resolver las siguientes ecuaciones

a). z2y" —2y=2x> N ¥vV+y+y=1+z+z?
b). ¥v'+2y +y==zsinhz g9). ¥ +y=lz|

c). y'+y=secz h). y"+y" -2y =-2

d). v -3y +2y=ze+1 k). y"+y" -2 =-2—¢"
e). y"+4y = zsin(27) ). y™ +2y" +y=e"sin(z)
m). y"+2y +2y=ze " n). ¥ —y" =0

0). ¥y —16y=0 p). Y +y" =¢°



10.

11.

12.

13.

Resolver los siguientes problemas de valores iniciales
a). y'—6y'+9y =0 b). Yty -2 =-2—¢"
y(0)=1, ¢(0)=0 y(0)=0, ¥ (0)=0, y"(0)=0

Resolver las siguientes ecuaciones

—2z

a). y'+4y' +5y= ° b). y"+4y + 13y = € cos(3z)

COosS T

Resolver el problema de Cauchy, razonando en qué intervalo existe solucién tnica

T
$2y//_$,y/+y: m

yle)=1, y(e)=1
Sabiendo que una solucién de la ecuacién 3" — 3y’ +e**y = 0 es y1(z) = sin(e®),
resolver los problemas de Cauchy:

yl/ _ yl o esz = 62:1: y// _ y/ o eZ:z:y — 62:5
a). b).
y(ln7) =0, ¢'(lum)=0 y(0)=0, ¢'(0)=0

Intentar encontrar la solucién (o una aproximacién de ésta) en caso de no conocer
y1(z). Razonar/ comprobar si ésta solucién coincide la obtenida concociendo y;(z).

Utilizar los 6 primeros términos del desarrollo en serie de la solucién y(z) = Z tmx”,
n=0
para aproximar la solucién del problema de Cauchy:

{ y// 4 e:z:yl 4 (1 +a:2)y - 0,
y(0)=1, ¢(0)=0

Resolver o aproximar las soluciones de las siguientes ecuaciones:

y//_y:$2

y' 1%y =0
y' +y + 2%y =0
y" —sin(z)y =0
En caso de apro:ii)mar, utilizar los 10 primeros términos del desarrollo en serie de la

solucién y(z) = anT encontrar el término general a,, en funcién de los anteriores.
’ mn
n=0
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Ampliacién de Matemadticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 5 - Tema 2: EDO de orden n > 1

Sobre modelos matematicos

1. La ecuacién que rige el movimiento que oscila excitado por una fuerza p(t), suponiendo
que la fuerza de amortiguacién es proporcional a la velocidad estd dado por

my" + ky' + cy = p(t).

Estudiar las vibraciones dependiendo de la relacién entre la masa m del cuerpo que
pende del resorte, la constante de recuperacién c y la constante amortiguacién k (ver
seccién 2.5 del libro de apuntes).

a). Tomando p(t) = 0 identificar las distintas situaciones con las graficas que se dan
a continuacién. Dichas gréficas representan vibraciones fuertemente amortiguadas,
débilmente amortiguadas y sin amortiguacién entre otras.

En particular, considerar p(¢) = 0, y las ecuaciones
V' +3 +2=0, ¥ +2'+2y=0, y'+4/+4y=0, ¢ +4y=0

y hacer una gréfica de las soluciones para distintas condiciones iniciales indicando
cudndo el movimiento es débilmente amortiguado, fuertemente amortiguado o
periddico.

b). Demostrar que en ausencia de amortiguacién (k = 0), puede producirse el conocido
fenémeno de la resonancia; témese para ello p(t) = cos(y/c/mt). Identificar la gréfica
de la solucién

c). Comparar el resultado del apartado anterior para k = 0, tomando p(t) otra funcién
periddica que no sea solucién de la ecuacién homogénea (ver ejercicio 2.)

2. Estudiar las vibraciones que se producen en un resorte cuyo movimiento est4 descrito
por los problemas de valores iniciales

y" + 4y = cos(t) y" + 4y = cos(2t)
I w0 Lo o md 91 o mor” ity ot

3. Comparar la ecuacién del resorte lineal de los ejercicios anteriores con la que modela
el paso de corriente por un circuito eléctrico:

LQ"(t) + RQ'(t) + CTQ(t) = B(?)

donde Q(t) representa la carga en el tiempo ¢; E(t) es la fuerza electromotriz, y las
constantes L, Ry C son las constantes de de induccidn, de resitencia, y capacidad,
respectivamente (ver secciones 1.6 y 2.5 del libro de apuntes).



4. Escribir la solucién general que modela los desplazamientos de una viga sometida a

una carga externa p(z) .
EIy"™ +Ty" = p(x)

dependiendo de las constantes rigidez a flexién EI >0y esfuerzo axil T'. Tomar para
ello p(z) = cosz y p(z) = €.

. Se considera un problema que sirve de modelo para describir las deformaciones de una
viga (se supone situada en el eje de las z con los extremos fijos):

gt = M) e (0,3)

y(0)=0 , y@3)=0.

Encontrar la solucién en caso de que exista y sea Unica para el valor de la constante
EI = 1, y para el momento M(z): M(z) = 2z para ¢ € [0,1], M(z) = 3 — = para
T € [1,3].



2). Se considera la ecuacién diferencial de Hermite:  y"—2zy’+vy =0, conv =g
Buscar la solucién mediante un desarrollo en serie de potencias y(z) = Z anz”

2.a).Escribir el término general de la serie a, en funcién de los anterlores indicando el
valor de n para el que se obtiene dicho término.

2.b). Utilizar los 7 primeros términos del desarrollo en serie para aproximar la solucién
del problema de Cauchy asociado.

y' —2zy' +vy =0, y(0)=0, 3(0)=1

Indicar el intervalo donde estd definida la solucién
2.¢). Reducir la ecuacién diferencial un sistema diferencial con dos ecuaciones. Escribir

la aproximacién de la solucién del problema de Cacuchy asociado a dicho sistema utilizando
2b).

Qnpo = PaTa Tt Zssssossosies

APROXIMACION 2.b):
INTERVALO:

SISTEMA DIFERENCIAL SOLUCION APROXIMADA

RAZONAMIENTOS BREVE para 2.b) y 2.c)

Teorema 5 Sea la ecuacion:

z?y" + z(zp(z))y’ + (z°q(z))y =0,

donde p y q son tales que las funciones zp(zx),z%q(z) son analiticas
en el punto z = 0, con p > 0 el minimo radio de convergencia
de las series de xzp v z°q. Sean pg,qo los primeros términos de
los desarrollos en serie de potencias de las funciones zp Yy z2q
respecivamente. Seanri ¥ ro, 71 > 12, las raices reales del polmom/o
(polinomio indicial):

r(r —1) +por + g0 = 0.

Entonces, la ecuaciéon admite dos soluciones yi(z),ya(x),
linealmente independientes en 0 < |z| < p, dadas de la forma:

1. Siry— 7o NO €s un namero entero o cero, entonces

i =lal"(1+ Y anlra)a™),

n;l

y2=o["( 14+ ) an(r2)a")

n=1

2. Siri =2, entonces y1 = |z (1 + Z:’___l an(r1)z™),

v2 = y1(@) Infa] + o] ) ba(rs)a”

n=1

3. Sir1—ra €N, entonces y1 = |z (1 + ) . an(r1)z"),

v2 = ay1(@) In o] + |27 ) _ ealr2)a”

n=1

donde los coeficientes de las series a;,b;,¢c; ¥ la constante a se
determinan por sustitucién en la ecuacion, y las series de potencias
que aparecen tienen radio de convergencia al menos p. La constante
a en principio podria ser 0O si la segunda solucién no tiene un
comportamiento logaritimico



Ecuaciones lineales de segundo orden:
Solucion por desarrollos en serie de potencias.

Definicidén: una funciéon f(z) es analitica en el punto
T = xg cuando admite un desarrollo en serie de potencias

o0
F@) =) falz — z0)"
n=0
convergente en algin entorno del punto zg, con un radio
de convergencia p > 0.

» Observaciones:
- La serie es convergente en |z — zo| < p
- fn son los coef. del desarrollo en serie de Taylor de f:
£ (z0)
fr='
n:

- El hecho de que una funcién f(x) sea “regular’ en todo
R = que f sea analitica con radio de convergencia oo

- Un test de convergencia de series de potencias
es el criterio del cociente: supuesto que f, #* 0

para n suficientemente grande, si lim,—- % = 7 =

> meg fa(x — o)™ tiene radio de convergencia de p = 1.

» Se buscan soluciones funciones analiticas para
ecuaciones diferenciales del tipo

y" +p(2)y + q(z)y =0,
cuando p y g son funciones analiticas en xzg
Para p y ¢ analiticas en z = 0 (zo = 0). BUSCAR:

y(z) = Zanz” =ao+ a1z +a2:c2 -+ a3:1:3 -+ .-

n=0

donde: ao =y(0), a1 =1'(0)

Solucion por desarrollos en serie (continua).

Teorema 4 Sean p y q funciones analiticas en el punto
xz = xo. Sea p el minimo de los radios de convergencia de
las series de p y q, p > 0. Entonces, la solucion general
de la ecuacion

' +p(x)y +q(z)y=0 es:

oo
y(x) = Z an(z — z0)" = Cry1(z) + Caya(z),

n=0
donde Ci y Cy son constantes arbitrarias, y y1 € o
son soluciones linealmente independientes, analiticas
en zg y con radio de convergencia al menos p.
Los coeficientes de las series solucion se calculan
recursivamente substituyendo la serie y sus derivadas
en la ecuacion diferencial.

» Posibles extensiones:

- Ecuaciones diferenciales lineales de orden n > 2

- Sistemas diferenciales lineales con n ecuaciones

- Ecuaciones no lineales: restricciones importantes!
- Otros tipos de coeficientes p vy gq:

e.d.,puntos singulares regulares

Definicion: un punto z = zg se dice que es un punto
singular regular de a(z)y"” 4 b(z)y’ + c(z)y = 0 cuando
la ecuacidn se puede escribir de la forma:

(z — 20)*y" + (z — z0)p(z)y' + q(z)y = 0,
donde p(z), q(z) son funciones analiticas en x.
SE BUSCAN soluciones:

y=|z— zo|" Z an(r)(z — xz0)™.

n=0



EXAMEN PARCIAL DE AMPLIACION DE MATEMATICAS.
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Instrucciones y comentarios:

1. No se permite el uso de calculadora, libros y/o apuntes de ningtin tipo.

2. Se ha de contestar en las hojas de enunciados (sélo se recogeran esas hojas).

Contestar brevemente donde se pide y escribir resolucién y razonamiento en hojas grapadas

EJERCICIO 3 (10 ptos.)
3.1.- Resolver el problema de Cauchy

indicando el intervalo de definicién de la solucién.

SOLUCION e INTERVALO:

3.2.- Resolver la ecuacién diferencial 3/ + y = ay3

SOLUCION GENERAL:

3.3.- Encontrar la solucién o soluciones explicitas de la ED 3.2 que verifiquen y(0) = 1 e
y(0) = 0. Razonar la respuesta.

SOLUCIONES de y' +y = 2y3, (0) =1
e INTERVALO:

SOLUCIONES de v +y = a2y, y(0)=0
e INTERVALO:

3.4.- Encontrar las curvas donde las soluciones de la ED 3.2, ' +y = 2y®, pueden cambiar
el crecimiento (curvas isoclinas para la pendiente 0), y dibujar la regién del plano donde las
curvas son crecientes.

CURVAS:
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Ampliacién de Mateméticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
HOJA 6- Temas 2/4 : Sobre problemas de contorno

1. Considerando las distintas funciones f(z) = sin(z), f(z) = 2, f(z) = €%, resolver los
problemas de contorno que se pueda de los que se dan a continuacién, determinando
si tienen solucién tnica.

. v+ 9= f(z), z€(0,n)

y(0)=0, y(m)=0
2. ' +4y=f(z), z€(0,7)
y(0)=0, y(m)=0
8 y'—9y = f(z), z€(0,1)
y(0)=0, y(1)=0
4). y' —zr’y=¢€%, z€(0,1)
y(0)=0, y(1)=0

5). ( y ),:1, xe(O,g)

cos(z)

y(0) +y'(0) =3, y(5)=0
6). (z—-1)%"+3z-1%+(@-1y=(-1>% zc(23)
y(2) =5, y(3)+2y(3)=0

2. Se considera el modelo de deformaciones de una viga de longitud I, sujeta en los
extremos z = 0 y z = [, y sometidas a fuerzas externas que generan un momento:

Ely"+Ty=p(z), z€(0,])

y(0)=0, y{)=0

Tomando [ = 7 y p(z) = €® ( p(z) = sin(2z), respectivamente) calcular la deformacién
y(z) supuesto que la relacién entre las constantes rigidez a flexién EI y esfuerzo axil
T es tal que T/EI = 1. Hacer lo mismo para T'/EI = —1. Razonar a qué se deben los
resultados.

2.a.-Repetir el ejercicio tomando EI =1, T =72, | = 1, p(z) = z (p(z) = sin(27x)
respectivamente).
2.b.- Repetir el ejercicio tomando EI =1, T = —7% [ =1, p(z) = z (p(z) = sin(27z)
respectivamente).



3. Encontrar las relaciones entre Ty EI en el ejercicio anterior, de manera que la viga
se deforme para p(z) =0. Tomar =1y [ =.

Para [ = 1, desarrollar las funciones f(z) = z(z — 1), f(z) =z y f definida como:
fz)=xsizel0,1/2], f(z)=0size (1/21],
en serie de Fourier de las funciones propias obtenidas.

4. Encontrar los valores propios y las funciones propias de los siguientes problemas de
Sturm-Liouville

2) y'+Xxy=0, ze€(0,m) y”—l—)\y—O z € (0,7)
' y'(0)=0, y(m)=0 =0, &) =0
) y'+ =0, z¢€(0,2) y”+/\y-0 z € -1,1)
|l v(0)=0, y(2)=0 y(1)=0
Desarrollar las funciones f(z) = 1, f(z) = e® y f(z) = « en serie de Fourier de las

funciones propias de los problemas (a)- (d)

5. Encontrar los valores propios y las funciones propias asociadas del problema con
condiciones de contorno periddicas:

'+ )y =0, ze€(—mmn)
y(—m) =y(r), y(=m)=y(n)

5.1.- Desarrollar en serie de Fourier de las funciones propias del problema dado, las
siguientes funciones:

(a) f(z) ==z, siz €[-m0], f(z)=0,sizel0n]
(b) f(z)=-1,siz€[-m0, f(z)=1,size(0,n]

(c) f(z) =2® -7 siz € [-m,

5.2.- Expresar la funcién f(z) = z + 7 definida en [—n, 7] en serie de Fourier de las
funciones propias de dicho problema.

5.3.- Expresar la funcién g(t) = (t — 2)r definida en [2,4] en serie de las funciones
propias obtenidas (para ello, hacer un cambio de variable z = at + 3, para constantes
a y B a determinar, que transforme el intervalo [2,4] en [—m, 7] ).

6. Escribir en forma autoadjunta las siguientes ecuaciones:
Ecuacién de Legendre: (1 —z%)y” — 22y + n(n+ 1)y =0
Ecuacién de Bessel:  z2y” + zy + (22— 1)y =0
Ecuacién de Hermite: 3"+ (1—2)y +ny =0

n (v) denota un nimero natural (real).



PROBLEMAS DE CONTORNO*

La forma mas general de un problema de contorno para
una ecuaciéon de segundo orden es:

ao(x)y” + a1(z)y + ax(z)y = h(z) , =z € (a,b),
(PC)( awy(a) + a2y/'(a) + azy(b) + cay'(b) = 1,
Bry(a) + B2y’ (a) + B3y(b) + Bay'(b) = 72,

ao(z) # 0 en [a,b] y las constantes «;, B; afectando a a
(b respectivamente) no todas nulas. ~; constantes

Definiciones:

e En el caso h(z) = 0,v1 = 0,2 = 0 se dice que
el problema (PC) es un problema de contorno
homogéneo.

e Si en las condiciones de contorno asz = aq = 1 =
B2 = 0, se dice que las condiciones son de tipo
separado.

e Si y(a) = y(), v'(a) = 2/ (b) se dice que las
condiciones de contorno son periodicas.

e (PC) es un problema de contorno regular si:

(P(2)y") + q(z)y h(z), z€(a,b),
(PCR){ aiy(a) + azy/(a) 1 4

Bry(b) + B2y (b) W2 5
p(z), P (z),q(x),h(z) funciones continuas en [a,b],

p(z) >0, Vz € [a,b], —co <a <b< oo,
Y |ai| + faz] # 0, |B1] + |B2| # 0.

e ES un problema de contorno singular si no es
regular.

Resimenes / Capitulo 5 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccion. UC, M2 Eudenia Pérez Martinez

e Ecuacion en forma autoadjunta:
@(@)y") + q(z)y = h(z)
REDUCCION A FORMA AUTOADJUNTA:

aoy’ + a1y +ay=h — (py)' +qy="h
multimplicando por

o) = exp(f%l(%d:n)
ao(x) ’
e — a,(z) d ( ) —_ ay(x) ay () d
p(w) expfao(m) Z, q\T ao(z)eprao(CC) T

h(z) = %(%expfﬂﬂdx.

ao()

De manera general, el problema de contorno homogéneo
asociado a (PCR) o (PC) tiene especial interés: la
alternativa de Fredholm!

Se consideran p(z), q(z) y r(z) funciones continuas en
[a,b], —0o<a<b< oo, VY |aa|+|az| # 0, |B1] + 62| # O.

Y Ape)y’ + q(z)y r(z), =€ (a,b),

®PC){  ary(a) + ooy (@) = 71,
Bry(b) + B2y’ () = =2,
v +o(x)y +q(x)y = 0, z¢€(a,b),
(PCH) a1y(a) + azy’(a) = 0,
Bry(b) + B2y’ (b) = O.

Teorema 1 E/ problema de contorno (PC) admite
solucién y ésta es Unica para cualesquiera valores de
las constantes vi1,v2 y de la funcion r(x) si y solo si el
problema homogéneo asociado (PCH) admite sélo la
solucion trivial y = 0.



Definicion: problemas de valores propios regulares

Encontrar los valores X\ (valores propios) tales que existe una
solucién no nula y(z) (funcién propia) de:
(p(z)y")' + q(2)y + As(z)y
(PVP) a1y(a) + a2y'(a)
Bry(b) + B2y (b)
p(z),p'(z),q(z), s(z) funciones continuas en [a,b]
s(z),p(z) >0, Vz € [a,b], —co < a < b< oo,
Yy lea| 4 |az| # 0, [B1| + |B2| # 0.

Teorema

z € (a,b),

(Il

0
0
0
b

’

’

’
1

1. Existe una infinidad numerable de valores propios que
convergen a infinito:

M <A< A3 << A<+ >0,k — o0.

2. Para cada valor propio, M., hay una anica funcion propia
asociada, ¢r(z), linealmente independiente.

3. Funciones propias asociadas a distintos valores propios son
ortogonales entre si en el intervalo (a,b), para el peso s; es
decir:

b
/ or(z)dj(z)s(z) de = 8;;Cte. ,\Vk,j = 1,2,3,-- .

4. Para cada funcion f(z) continua a trozos en [a,b] admite
un desarrollo en serie de Fourier de las funciones propias
{#r(z) ),

oo
f@) &Y (@),
k=1
donde las constantes c, son los llamados coeficientes de
Fourier y estan dados por la formula:

fab f(@)¢r(z)s(x) do
Cl = )
fab pi(z)?s(z) dz

La convergencia de la serie en hacia la funcién f tiene lugar
en el sentido de la media cuadratica, es decir:

b N
/ |f(z) — Z crdr(z)[?s(z) dz — 0 cuando N — oo.
L k=1

Extensiones: sobre convergencia serie / sobre c.c. peridédicas

Observacion:

- Si las condiciones de contorno son periddicas ( y(a) =
y(b), y'(a) = 9'(b)), se tienen los resultados del teorema:
ahora para cada valor propio Ay > A1 puede haber dos
funciones propias linealmente independientes asociadas.

- El sumatorio del desarrollo en serie se extiende a todas
las funciones propias.

Desarrollo clasico de Fourier en [—m, 7] en término
de las funciones {1, cos(kz), sin(kz) }72,:

Dada f(z) continua a trozos en el intervalo [—m, ],

f(z) =~ ap+ Z ay cos (kz) + Z Brsin (kz),
k=1 k=il
donde
1

a0 = - 7rf(:c)d:v, aﬁz}— Wf(:c)cos(k:c)da:

pe== [ 1@)sin (sa) de,

{1, cos(kx), sin(kz) }72, son funciones propias del PVP:
y'+Xxy = 0, z€(-mm),
y(-m) =y(m) , y'(=m) =y (r).
¢o,0(z) = 1 asociada al valor propio Ag =0

dr1(z) = cos(kz), ¢p2(x) = sin(kz) f.p. linealmente
independientes asociadas al valor propio A\ = (km)?.

Ortogonales!: para k,7=0,1,2:--- , m,n=20,1,2

1 T () =0, & {hyma) 2 L)
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Ampliacién de Matemdticas: ECUACIONES DIFERENCIALES

HOJA 7 - Tema 3: Sistemas de ED lineales

1. Resolver los siguientes sistemas lineales de coeficientes constantes, comprobando que

las soluciones son linealmente independientes en (—oco, 0o).
5 p==8s —2
_ 1 9 _ _ 2 0 _ =
a).yz(_1 _5>y, b)-y’=<0 2)?;, o.y=| 8 -5 —4
—4 %237 3

2. Resolver los siguientes problemas de Cauchy:

i = Y1 —3ya+3e” = nit2pte”

CL). yé = 3y1 + Y2 b) ’yé = 2yl —+ Y2 -+ e T
11(0) = 1,12(0)=1 y(0) = —1,45(0)=-1
yi = 3y;+2ys + 3€”sinx yg = 4y; + 5y, +€°

c).- Yy = —2uy1—Y2—€"sinz d). Y, = —2y1— 2y
y1(0) =0 ,y2(0)=0 y1(0) = 3 1(0)=-2

3. Resolver los siguientes sistemas y problemas de Cauchy

Y1 = Y3 Yy = 3n—y2+ys+1
a).{ vh = y1—3ys , b).S vy = 2y1—y3
ys = Y2+ 3ys, Yy = Y1 —Ye+2y3+z
v, = nt+us

v = 2u1+Yy3 /
= 2
c)- 3 Ya v1+ Y3 d). i b2
Ys = Y1— 2Yo

I

Ys = Y1+09Y3
yl(o) = 1, yz(O) =0, y3(0) =1

. =2
g I — ; .
F—girte = 0 w0)=1 , (0)=20)=2(0)=0,

Y,

4. Reducir el ejercicio 3 — f). a una ecuacién diferencial y resolver. Deducir la solucién

del sistema comprobando que que se obtiene el mismo resultado.

5. Resolver los sistema de tipo Euler:

Ty, = y1—y2+2° Ty, = N
Ty = —Y1 -+ Ty, = 1+



SISTEMAS DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
CON n ECUACIONES y n INCOGNITAS *

Sistema con n ecuaciones en forma normal:

y;L = fl(:E:yl,yQ:"' ayn)
Yo = f2($7y11y2>"' ,'yn)
y;’L = fn($7y1,y2,"' ,yn)-

z variable independiente,
{y1(z),y2(z),- -+ ,yn(z)} funciones incégnita
Reduccidn de una ecuacion diferencial de orden n

y(n) = f(:E,'y,yl, y”, 23 ’y(n—l))’
a un sistema: Hacer

y} = Y2
/ (n—-1) Y2 - v
V=% NR=Y, "y =Y = ;
Y1 =  Yn
yql-:. = f(m’ylva)"')yn)'

Si fi = ain(z)yr +an(@)y2+- - +am(z)yn+b:(x) se tiene un sistema
diferencial lineal:

y; = au(z)yr +a2(z)y2 + -+ + an(z)yn + b1(x)
(SLNH){ %2 « = a21(z)y1 + az2(z)y2 + - - - + a2n(@)yn + b2(z)
vhoo= an(@)yr 4+ an2(@)y2 + - + ann(z)yn + bu(z) .

Un problema de Cauchy asociado: Resolver (SLNH) con los
datos iniciales dados:

(DI) y1(20) = ¥3, y2(z0) =43, ,yn(z0) = 3 .

Teorema 1 Cuando todas las funciones ai;,bj, 4,7 = 1,2,---,n,
de (SLNH) son continuas en el intervalo (a,8), zo € (a,8), ¥,
(yé,yg, -+ ,yp) es cualquier punto de R™, entonces, existe una tnica
solucion de (SLNH )-(DI) definida en (o, 3).

* Resumenes / Capitulo 3 / Ecuaciones Diferenciales!?.
Una introduccion. UC, M2 Eugdenia Pérez Martinez

Sistemas diferenciales lineales con n ecuaciones.
Sistema no homogéneo:
¥ = A(z)y + b(x) (SLNH)

en notacién vectorial, donde

all(m) a12(x) a13(m) T aln(m)
Azy= | ole) anls) axnle) - axn(s)
anl ($) an?(m) ce ce a'nn(z’)

7,b son los vectores columna:
g(.’l}) = (yl(m),yQ(x), e :yn(m))T, Yy E((E) = (bl(w),bQ((E), e abﬂ(:t))T:
aij, bj : I = (e, ) — R funciones continuas

Problema de Cauchy: dados zg € I, 50 € R™.

7 %= ART+5@),
o) { 5§ Z 2

Solucién general de (SLNH):
y(z) = you(x) + yp(x),

yp(z) es una solucién particular de (SLNH)
you(x) es la solucién general del sistema homogéneo asociado:

¥ =A@y (SLH)

Si {y1,%2, -+ ,¥n} SON n soluciones de (SLH), se denomina matriz
solucion del sistema homogéneo:

&(z) = (F1(2), y2(2), -+, ¥n(2) ).
Se verifica:  ®'(z) = A(z).P(z)

®(z) es una matriz fundamental de (SLH) si det(®(z)) # 0

El Wronskiano de y1(z),y2(z), - ,yn(z) es la funcién:
yi(z) wyy(z) - yé(m)
Wi, G2, (@) = |o(@)] = | ¥i(®) 12(@) - (o)
yi(z) y3(z) - yp(z)



Sistema homogéneo con coeficientes constantes.
- _
y = Ay

donde A es una matriz constante n xn

Se busca y = e*¢ = )\ debe ser un valor propio de A
€ un vector propio asociado.

|A—X|=0, (A—-X)c=0
Posibilidades para n = 2:

1. Hay dos valores propios reales distintos A1, Aa.

¢; un vector propio asociado a X;, ¢ = 1,2- EIl
conjunto fundamental de soluciones:

{e’\*f”El, e’\ﬂ’Eg}

2. Hay un valor propio de A real, A1 = Ao.

Si hay dos vectores propios lineal. independ., ci
y ¢o, asociados a A1, el conjunto fundamental de
soluciones;

{ Almcl e)\ 2}
Si sélo hay un vector propio, ¢1, una solucidn es
eM®zy. Se busca la otra lineal. indep. de la forma

Az =

y2 = (a1z + a2)e
(A—XT)ai=0 vy (A—X\Dax=ai.
El conjunto fundamental de soluciones:
{21eM®, (@1 + @2)eM®}

3. Los valores propios de A son complejos conjugados.

Sea ¢ el vector propio asociado a uno de ellos A.
Conjunto fundamental de soluciones:

{Re(e*®c), Im(e*™e)}.

» Sistema homogéneo con coeficientes constantes

y = Ay, Anxn, >2
Sean A1, Ao, -+, A\, lOS valores propios de la matriz A en
el cuerpo de los complejos.
Posibilidades:
1. Se trata de n valores propios reales distintos. Para cada
i = 1,2,---,n, sea ¢; el vector propio asociado a A;. El
conjunto fundamental de soluciones:
{e}‘lel, €75y, - - - ,e’\"mEn}.

2. Hay algin valor propio complejo A; simple. Entonces su
conjugado \; también es valor propio y los vectores propios
asociados son conjugados uno del otro. Para este valor
propio hay dos soluciones reales linealmente independientes
asociadas:

{Re(e’\"ma), Im(e/\"za)}
3. Hay un valor propio X; real o complejo de multiplicidad k.

Supongamos primero que es real y que hay | vectores propios
linealmente independientes conl < k. ¢, ¢, ,c,. Entonces,

Aiz= Aiz= ANT=
1898y, & gy - 8 B

son k soluciones linealmente independientes asociadas a A;. Si
k =1, éstas son todas las que buscamos.

Sil < k, obtenemos las k — | soluciones restantes linealmente
independientes buscando soluciones de la forma:

(aixz + d2)e™®, (doz? + dizx + da)eM®, ...,
(fox" L+ -+ fomimaz + Fom)eM®

4. En el caso de que \; sea complejo de multiplicidad &£ > 1, se
procede comoen 2y 3

» Sistemas homogéneos de tipo Euler: zy’ = Ay

. dy _
Hacer z = et para z > 0 — coeficientes ctes. —d}-t/— = Ay



Definicion: k funciones vectoriales @1(z), g2(z), -+ ,pr(z) son
linealmente independientes en el intervalo I = («, 8) cuando

oapi(z) + a2pa(z) + -+ oupe(z) =0 2 a1 =ax =+ =, = 0.
PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES DE ¢ = A(2)7:

1. Si y1(z),y2(z), -+ ,7(z) son soluciones de (SLH) en I,
entonces cualquier combinacion lineal de ellas ai9i(z) +
aoyo(z) + - -+ + opgr(z) es también solucién de (SLH) en I.

2. n soluciones y1(z),y2(z), - ,yn(z) de (SLH) son linealmente
independientes en I si y s6lo si para cualquier punto zg € I se
verifica Wly1, ¥2, -+ , ¥nl(z0) 7~ O.

3. n soluciones y1(z),y2(z), -+ ,yn(z) de (SLH) son linealmente
independientes en I si y s6lo si para cualquier punto
zg € I, los vectores ¥1(zo0),y2(z0), -+, ¥n(x0) son linealmente

independientes en R™.
4. Dadas n soluciones gi(z),y2(z), - - ,y.(z) de (SLH) lineal-
mente independientes en I, cualquier otra solucién y(z) es:
y(z) = a1f1(z) + a2y2(z) + -+ + an¥n(z), Vz €1,
para algunas constantes «;.

{¥1,92, "+ , ¥} SONn un conjunto fundamental de soluciones
de (SLH) en I.
d(z) = (F1(x), g2(x), -+ ,yn(x)) es una matriz fundamental

de (SLH), vy g(z) = ®(z)a, donde @@= (ai,oan, - ay)T

5. Identidad de Abel: dado un punto cualquiera zg € I, ¥ n
soluciones de (SLH), se verica

i _ fx Traza(A(s))ds _ _

Wy, 52, , gnl(z) = e’=o0 (71,72, 1 ¥nl(z0)

6. Sean {y1(z),y2(x), - ,yn(z)} n soluciones de (SLH) en I, son
linealmente independientes si y sélo si Wy, %2, ,¥a)(z) &
0,Vz € I (evidentemente, basta con comprobar que el
Wronskiano es no nulo en un punto fijo cualquiera zq de I).

7. Hay n soluciones linealmente independientes de (SLH) y no
mas: d n vectores linealmente independientes en R".

SOLUCION DEL SISTEMA NO HOMOGENEO:
y = A(z)y +b(z) (SLNH)
y = A(z)y (SLH)
Si se conocen n soluciones de (SLH), {g1,%2, - ,¥n}, li-
nealmente independientesen I ( & Wy1,%2, - ,unl(z) %

0,Vz €I & Jzg € I/W[y1,72, - ,¥n](xo) 7= 0) la solucién
geneneral de (SLNH) es:

yona(z) = a1y1(z) + az2a(z) + -+ + ann(z) + yp(x),
donde los «; son constantes y y,(z) es una solucién
particular de (SLNH).

En notacién vectorial: ®(z) = (y1(z),52(z), - ,yn(z))
es la matriz fundamental de (SLH), y la solucién general
del sistema (SLH):

Jor(z) = ®(z).k  con k vector constante.
La solucién general del sistema (SLNH):

yonvu(z) = P(z).k + yp(a)

BUSQUEDA de SOLUCION PARTICULAR de (SLNH)
yp(z), por el método de variacion de parametros:

p(z) = P(z).c(z) = cr(z)yr(z)+ca(z)y2(2)+ - ~+en(2)yn(2),

donde  &(z) = (c1(x), (), -, cn(z))T.
c(z) se determina derivando y substituyendo en (SLNH)

®(z).¢(z) = b(z).

Tn(z) = ¢(m)./¢(m)—1.5(z)da;,

y la solucién general del sistema (SLNH) es

Jone (@) = d(z).(F + / ®(2)" B(a)de)



116 Capitulo 8. Sistemas diferenciales de ecuaciones lineales.

kg

i

i A ‘.'_ '\1[
Ay wx & ‘6 Y" / fw— ,mz Fs
ORI AL e 5

(a) l_y

F,(t g
LB § Eead Al B ka (e - )| o —
ol 2T R0

F2 (1)

ka(yz -) . kyy2

(B)

Figura 39 Movimiento del sistema masas-resories acoplados.

Si denotamos por y;(t) el desplazamiento del primer bloque y por
yo(t) el del segundo (ver figura 39), observamos que, sobre el primer
cuerpo, las fuerzas que actuan son la fuerza de recuperacion del primer
muelle, —k;y1, la fuerza de recuperacion del segundo kz(y2 —y1) y Fi(1).
Sobre el segundo cuerpo actuan la fuerza de recuperacién del segundo
muelle —ky(y2 —y1), Fa(t), y la fuerza de recuperacion del tercer muelle
—k3ys. Asi las ecuaciones buscadas son:

mxy{' = ky(y2 — v1) — kryy + Fu(t)

mayy = —kayz — ka(y2 — y1) + Fa(t)

y sacando factor comin a y; e y, en el lado derecho de la ecuacién,
y haciendo los cambios z; = y1,22 = ¥}.23 = Y2.24 = Yy, lenemos un
sistema del tipo (3.3) con cuatro ecuaciones y coeficientes constantes:

4

Zl = 29
ko + k k Fi(2
2/2:‘—3‘—121-1"——2—33-% 1)
mi m, my
Zé = Z4
! kZ sz + k3 Pz(f,)
24 = s W o
ma msa M



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
CON 2 VARIABLES INDEPENDIENTES *

PO, Bty sy Ty Wy Uity i) =0
z, t variables independientes;

u(z,t) funcién incégnita (¢t =y)
» EDP de primer orden

ut_cumZOv U(C(J,O)zf(CE)
Soluciones: ondas u(z,t) = f(z + ct)

» EDP de segundo orden

Ecuacién de ondas:  wuy — a?uqze = f(t, )
Ecuacion del calor:  u; — a?ugze = f(t,x)
Ecuacion de Laplace: ugze + uyy = f(z,y)

SOLUCION: Buscar u(x,t) que admita derivadas
parciales segundas "verificando la ecuacion”

SEPARACION DE VARIABLES:

Buscar u(x,t)=X(x).T(t) y llegar a una ecuacidon
diferencial ordinaria en la variable independiente z y otra
en la variable independiente ¢

En deneral, nos lleva al calculo de valores propios
y funciones propias para problemas de contorno en
EDO, y a los desarrollos en serie de Fourier de
funciones

* Resimenes / Capitulo 6 / Ecuaciones Diferenciales!?.

Una introduccién. UC, M2 Eugenia Pérez Martinez

Ejemplos

e Propagacion de ondas en una cuerda, de logitud
infinita, (problema de Cauchy / valores iniciales )

Ut — Ugy = O) S (—O0,00), t>0
uw(z,0) =sin(z) , w(x,0)=0, z€ (—00,00).

u(z,t) = sin(z) cos(t)

e Propagacion del calor en una barra conductora de
longitud infinita, (problema de Cauchy)

Ut — Ugz — O, .’EE(—'O0,00), t>0
u(a:,O) = COS(J)), S (—O0,00).

u(z,t) = et cos(zx)

e Modelo de calor estacionario:problema de contorno

Uzm+uyy=O, en $2+y2<1
Uz, yh="1, en z?4y2=1.
u(z,y) =1

e Modelo de vibraciones de una viga, con extremos
simplemente soportados (problema mixto )

Utt + Uzzzs O,IIE(O,’H'),t>O,

u(z,0) = sin2z,z € [0,n],

ut(z,0) = 3sin2z, z € [0, 7]
u(0,t) = u(m,t) = 0,t>0,
Ugz(0,t) = ugg(m,t) = 0,t>0.

u(z,t) = sin(2x)(cos(4t) + 2sin(4t))
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Ampliacién de Mateméticas: ECUACIONES DIFERENCIALES

10.

11,

12.

13.

HOJA 1 - Preliminares / EDO con MATLAB

. Operaciones con variables simbélicas y numéricas: analizar el drea de trabajo (workspace)

en MATLAB

. Definir una funcién de una variable independiente, por ejemplo h(t) = 2sin(t)+t2+e?

Calcular las derivadas sucesivas de h: b/, b".... (diff).

. Calcular las integrales [A(t)dt, [Zh(t)dt y el valor numérico de esta integral (int,

double, format...).

. Evaluar las funciones sin(t) y h(t) en ¢t = 2.

. Hacer la gréfica de la funcién h(t) en el intervalo [0,2]. Usar los comandos ezplot y

plot y comparar las gréficas (hold on / hold off). Repetir cambiando de intervalo.

Definir una funcién de dos variables independientes ¢, z: e.g., u(t, z) = sin(z) cos(t)+12.
Calcular distintas derivadas parciales de u, integrales dobles, integrales definidas,...
Evaluar u en distintos puntos.

Hacer la gréfica de la superficie z = u(t, z) para (¢,z) € [0,3] x [0, 1]. Dibujar distintas
curvas de nivel, cortes por planos ¢ (o ) constante , ...(ezsurf / ezplot).

. Resolver una ecuacién diferencial de primer orden: por ejemplo, la ecuacién lineal

y' =t + v, siendo ¢ variable independiente (dsolve)

Resolver un problema de Cacuchy asociado: por ejemplo, 3/ =t + v, y(0) = 1. Hacer
una gréafica de la solucién en distintos intervalos.

Resolver la ecuacién de Riceati

Y 1
y - t + ) t2 )
y los distintos problemas de Cauchy asociados con las condiciones inciales g9{d) =1,

y(1) = 1 (dibujar las soluciones).

Resolver (aplicar cambios de variable y/o férmulas integrales si se necesita, y comprobar
si la solucién obtenida verifica la ecuacién diferencial ):

, t4+uy y  E—y
Yy=or—""— . Y=
t—y t+y

Utilizando MATLAB, resolver algunas ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden del libro de apuntes (o de las hojas de problemas de clase). Verificar si son
soluciones y comparar con la solucién obtenida en clase y/o utilizando las férmulas
integrales. Dibujar algunas soluciones.



Practicas con MATLAB:
algunos comandos Uutiles

@ Variables numeéricas y simbdlicas: syms / ans.

© Comandos Utiles: diary, help, help elfun, dir, type, delete, who, load, save,
clear, ;, pretty, simplify, simple, vpa, format long,....

o Graficos: plot, ezplot, hold on, hold off, surf. ezsuf....

o Resolucion explicita de ecuaciones diferenciales (calculo simbdlico):
int, diff, dsolve, subs, double, solve, taylor,...

o Campos de direcciones dfield5—dfield8 :
@ Funciones MATLAB / Ficheros M-files

@ Resolucion numérica de ecuaciones diferenciales:
eul, rk2, rk4, ode45, odeZ23,.../ ffinitge, bvp4c,...

o Vectores y matrices: eye, ones, zeros, diag, inv, det, eiq,...
Resolucion de sistemas: c=A\b ( Ac=b)

© Sobre transformada de Laplace:  laplace(f), ilaplace(F),
laplace(sym(1)), laplace(heaviside(t)), laplace(dirac(t))

Curso 2013—2014 AM [ GIC/ UC 7 Blogue (ED-P)
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HOJA 2 - Campos de direccciones asociados a EDO

1.- Utilizando MATLAB (dfield), dibujar los campos de direcciones asociados a las ecua-
ciones cuaciones diferenciales ordinarias de primer orden del libro de apuntes (o de las hojas
de problemas de clase). En particular, dibujar los campos de direcciones asocidados a las
siguientes ecuaciones:

1. La ecuacién de Riccati: v/ = y? — ¢

Utilizar el comando ezplot para dibujar curvas isoclinas para distintas pendientes, e.g.,
pendiente 0, +1, 42,

Dar un punto y dibujar la solucién pasando por él en un intervalo. Elegir los distintos
métodos numéricos que permite el entorno, variando tamanos de paso e intervalos de
aproximacion.

2. La ecuacién lineal y' = —y + 3 + cos(t), para (t,y) € [—2,14] x [-2, 6].
Calcular con dsolve y dibujar con ezplot la curva hacia la que tienden asintéticamente
todas las soluciones cuando t — co

t
3. La ecuacién homogénea y' = ?L Considerar y,t € [—4, 4]
-y

Dibujar la solucién del problema de Cauchy : ¢ = (t+y)/(t—vy), y(-2) =0, en
[-2.5, -1.5]. Ampliar el intervalo.

4. La ecuacién de Bernouilli ¥’ = y(1 — y?) paray € [0,0.1] y ¢ € [0, 2].
En particular dibujar y comparar las soluciones pasando por (0, 0.01), (0, 0.001). .

5. La ecuacién de variables separadas y' = —Siny(t). Considerar (t,y) € [—2m, 27| x [—4, 4].

Dibujar las isoclinas para las pendientes k£ = 0, —2, 1/2, co.

Encontrar los puntos del plano donde el campo de direcciones no esta definido.

Interpretar los resultados obtenidos.

2.- Dibujar el campo de direcciones asociados a los modelos de Malthus y Verhulst para

crecimiento de poblaciones:
dN
@ N
NG 35
(ver seccién 1.6.1 del libro de apuntes). Tomar t € [0,10], N € [0, 6], y los distintos valores de
las constantes Ny, = 2, v = +0.3. Interpretar los resultados en términos del comportamiento

de la poblacién.
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HOJA 3 - Resolucién numérica de EDO

1. Considerar el problema de Cauchy
y =t+y, y(0)=1,
Comparar la solucién exacta con la aproximada obtenida por el método de Euler para
distintos tamaifios del paso h.
Repetir con los métodos de Euler mejorado y Runge-Kutta.

Comparar la solucién con la obtenida utilizando la funcién MATLAB ode45
2. Considerar el problema de Cauchy :
y =2z*+1*, y(0)=1
Comprobar usando dfield que la solucién no esté definida en [0,1] (ver ejemplo 13 de

la seccién 1.7 del libro de apuntes; ver también el ejercicio 10 de la seccién 1.7)

Aplicar el método de Runge-Kutta, para distintos tamanos del paso, viendo como la
solucién crece muy deprisa en el intervalo {0.9,1]. Hacer gréficas de las soluciones.

Establecer un control de paso que nos permita tomar h tal que y(0.9) =~ 14.27.

Considerar el problema de Cauchy: y' = 2% +¢*, y(0.9) = 14.27. Aplicar el método
de Runge-Kutta para distintos tamafios del pasos en [0.9,1]. Tomar, e.g., h = 0.001

Utilizando las soluciones numéricas de los apartados anteriores, dibujar la aproximacién
de la solucién de ¢’ = 2> +y*, y(0) =1, en [0,0.96].

Utilizar la funcionén MATLAB ode45, para resolver numericamente.

3. Resolver explicita o numericamente los problemas de Cauchy:

y = z+y—3 y = z+y—3
y(0) = 2, y(0) = 2.001,

Comparar las soluciones mediante una grafica en los intervalos [0,5], [0,10], [0,100].
Comparar las soluciones en ¢ = 1y en z = log 108.

4. Para otros errores que pueden aparecer con los métodos numéricos, como son los de
redondeo, o los de propagacién de los errores en los datos de un problema ver, por
ejemplo, ejercicios 1 y 12 de las secciones 1.6 y 1.7 respectivamente del libro de apuntes

5. Utilizar una funcién MATLAB para resolver numericamente, en el intervalo (0.5, 1.5]
los problemas de Cauchy:
y=1y-2%y(l)=11,/ ¢ = ye== y(1.1)=1, / y =—y+3cos(z), y(1) =1

Cambiar de -condicién inicial, intervalo, método y ecuacién.



EXAMEN PARCIAL DE AMPLIACION DE MATEMATICAS.
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Instrucciones y comentarios:

1. No se permite el uso de calculadora, libros y/o apuntes de ningin tipo.

2. Se ha de contestar en las hojas de enunciados (sélo se recogeran esas hojas).

Contestar brevemente donde se pide y escribir resolucién y razonamiento en hojas grapadas

EJERCICIO 3 (10 ptos.)
3.1.- Resolver el problema de Cauchy

Y —2y=-2z, y(0)=1

indicando el intervalo de definicién de la solucién.

SOLUCION e INTERVALO:

3.2.- Resolver la ecuacién diferencial y' + y = zy3

SOLUCION GENERAL:

3.3.- Encontrar la solucién o soluciones explicitas de la ED 3.2 que verifiquen y(0) = 1 e
y(0) = 0. Razonar la respuesta.

SOLUCIONES de 3/ +y = zy3, y(0)=1
e INTERVALO:

SOLUCIONES de ¢/ +y = zy3, y(0)=0
e INTERVALO:

3.4.- Encontrar las curvas donde las soluciones de la ED 3.2, 3/ +y = zy3, pueden cambiar
el crecimiento (curvas isoclinas para la pendiente 0), y dibujar la regién del plano donde las
curvas son crecientes.

CURVAS:
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Ampliacién de Mateméticas: ECUACIONES DIFERENCIALES
Interrogacién de Practicas 11

Observaciones:
- Al final de la sesi6n guardar el diario.
- PONER valores numéricos de referencias en los ejes de las graficas que se pidan.

- USAR format short
- Escribir un resumen de los comandos utilizados

1.-Se considera un problema que sirve de modelo para describir las deformaciones de una
viga situada en el eje de las x con extremos fijos

y// = f($)7 TE (0)3)

y(0)=0, y@3)=0

donde f(z) = 2z si z € [0,1], f(z) =3 — = si & € [1,3]. Demostrar que tiene solucién tnica
y resolver. (Una idea es: escribir f(x) en términos de la funcién escalon o Heaviside).

SOLUCION paraz <1

SOLUCION en x = 2

SOLUCION:

UNICIDAD DE SOLUCION / RAZONAMIENTOS / COMANDOS



2). Utilizar rk4 para encontrar la aproximacién de la solucién del problema de Cauchy en
z = 0.5. Tomar el tamafio del paso h = 0.1. Repetir con ode4d

Y=ty +y2 + 1
Yy = Y1 + tyz +sin(t)
y1(0) =1, 32(0)=1

Y1(0.5) B i LU T ————— con rk4

Y1(0.5) B i 1T L0 O ———— con odedb

RAZONAMIENTOS, FICHEROS
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HOJA 4 - Resolucién numérica de EDO y sistemas

1. Resolver numéricamente el problema de Cauchy
y' =2 y(0)=1, y(0)=1

en el intervalo [0, 1/2], utilizando las funciones MATLAB eul, rk2 y rk4, para distintos
tamanos de paso h = 0.1, h = 0.05, h = 0.001.

Utilizar también ode45 y comparar las distintas aproximaciones con la solucién exacta
mediante graficas. Comparar valores en £ = 1/2. (solucién exacta: y = 1/(1 — z), ver
ejemplo 21, Seccién 2.1 del libro de apuntes).

2. Resolver numéricamente el problema de Cauchy relativo a la ecuacién del péndulo
v + sin(y) =0,
con condiciones inciales y(0) = 0,y'(0) = 0.2. Utilizar ode45 y el intervalo [0, 67].
Comparar la solucién con con la del problema de Cauchy para la ecuacién linealizada:
y'+y=0, y(0)=0, ¢'(0)=02
3. Se considera el problema de valor inicial

y” - 5132371 = ez) y(O) = 07 y’(O) = /B
Tomando los distintos valores de § = +£1, £0.5, ££0.25, aproximar numéricamente la
solucién en [0,1] ( utilizar ode45.)

Indicar qué valor de 3 es el mejor para aproximar la solucién del problema de contorno
y' —2*y=¢€", z€(0,1)
y(0)=0, y(1)=0
Intentar mejorar /3, y escribir el valor aproximado de la solucién obtenida en z = 1.

Utilizar dsolve para comprobar que el problema de contorno dado tiene solucién tinica.

4. Usando la técnica del ejercicio anterior resolver
Y —y=12% =z€(0,1)
y(0)=0, y(1)=0
Empezar con valores de f = £0.1. Comparar con la solucién exacta.
5. Utilizar un método en diferencias finitas de orden 2 para resolver los dos ejercicios

anteriores. Comparar solucién exacta y soluciones aproximadas, para distintos tamafios
de paso h, para la ecuacién y” — y = z2.

Considerar otras ecuaciones y otras condiciones de contorno.

6. Encontrar la solucién exacta y numérica de un problema de Cauchy para uno de los
sistemas diferenciales resueltos en clase, comparando soluciones.
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HOJA 5 - Modelos Matematicos y T. de Laplace

1.- Estudiar el comportamiento de las vibraciones del modelo de resorte lineal
my" + ky' +cy = p(t)

dependiendo de la relacién entre las constantes masa m, recuperacién ¢ y amortiguacién k
(ver seccién 2.5 del libro de apuntes).
Tomando p(t) = 0, y las ecuaciones

y'+3+2y=0, ' +2+2y=0, y'+4y+4y=0, y'+4y=0

hacer una gréfica de las soluciones para distintas condiciones iniciales indicando cudndo el
movimiento es débilmente amortiguado, fuertemente amortiguado o periédico.

En ausencia de amortiguacién, comparar los distintos comportamientos para distintas
fuerzas actuando sobre el sistema resorte-masa: e.g., tomar k =0, m = 1, ¢ = 4, p(t) = cos(t)
y p(t) = cos(2t)

2.- Utilizar la transformada de Laplace para resolver los problemas que se enuncian a
continuacion. Si se pueden resolver con el comando dsolve, comprobar que la solucién que
se obtiene es la misma. Hacer una grafica de la solucién en un intervalo que contenga puntos
de discontinuidad de los datos.

1Ly —y=1, y(0) = A, siendo A una constante
2.y =3y +2 =4, y(0)=1, y(0)=-1
3.y +2+2y=30(t—pi), y(0)=1, y(0)=0

(ver ejercicio 7 de la seccién 2.7 del libro de apuntes, relativo a modelos de resortes o
circuitos)

4y +y=—ul®)+ut-1), y0)=0, y(0)=0

(ver ejercicio 16, seccién 7.2 del libro de apuntes, relativo a modelos de resortes lineales)

5.
v =6(x—1), z€(0,2)
y(0)=9'(0)=0, ¥"(2)=9"(2)=0
(problema de contorno relativo a un modelo de vigas; ver seccién 2.7 del libro de
apuntes).
6.

y+zl — é—t

y+y = z-—37
y(0)=1 , 2(0)=1.
(Problema de Cauchy para un sistema diferencial lineal de primer orden; ver ejercicio
10-a de la seccién 2.7 del libro de apuntes)





