Tema |. Sistemas Numeéricos
y Codigos Binarios

* NUmeros binarios.

 Aritmética binaria.

* NUmeros en complemento-2.

« Codigos binarios (BCD, alfanuméricos, etc)



Numeros binarios

« El bit. Representacion de datos mediante bits.
Numero minimo de bits para representar un
conjunto finito de datos.

- Representacion de numeros en binario mediante
pesos. Conversidbn de numeros entre base 10 y
base 2.

« Representacion de numeros en base 8 (octal) y
base 16 (hexadecimal).



« Bit (Binary unit). Minima cantidad de informacion que
se puede representar. Toma dos valores: 0, 1.

Para representar mas informacion hay que usar
conjuntos de bits. Agrupaciones de bits:

- Nibble (4 bits), Byte (8 bits).
- Kbit (1024 bits), Kbyte (1024 bytes).
- 64 Kbytes (65536 bytes).

« Representacion de datos mediante bits:
Colores = {Blanco, Amarillo, Rojo, Verde, Azul, Negro}
Blanco <=>000; Verde <=>100:;
Amarillo <=>010:  Azul <=> 101;
Rojo <=>011; Negro <=>111;



¢;,Cual es numero de bits minimo que se necesita para
representar un conjunto de datos®?.

- 1 bit. 2 combinaciones (0, 1). Hasta 2 datos.

- 2 bits. 4 combinaciones: (00, 01, 10, 11).
Hasta 4 datos.

- 3 bits. 8 combinaciones:
(000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111).
Hasta 8 datos.

- N bits: 2N combinaciones. Hasta 2N datos.

Dado un conjunto de datos de M elementos se
necesitan al menos N bits, donde M < 2N, para
codificarlo en binario.



- Representacion de numeros en punto fijo. Se
supone el punto decimal fijo en una posicion.

Normalmente los numeros se describen en base
decimal 6 base 10:

2a*10 a9
. En cualquier otra base “r

Zai‘r a,€0.r-1]
 Enbase 2:

>a*2  gelo]

Los términos a; corresponden a los digitos del numero
mientras que los términos r (10 6 2)) corresponden al

peso del digito en el numero.



NUmeros en base 10

| 3 2 i 0 . -1 -2 -3 ...

10 1000 100 10 1 . 0.1 0.01 0.001

270751 0 2 7 0 7 5 0
NUmeros en base 2

... 8 76 5 4 3210.-1 -2 -3 ...
2 256 1286432 16 8 4 2 1 . 0.5 0.25 0.125
270751 1 0 00 O0O1110. 1 1 0
163 O 1 01 000T1H1 0O O 0

85 O 0 10 10101.0 O 0

27 O 0 00 11011 0O O 0




« Paso de la parte entera de base 10 a base 2 por
multiplicacion iterativa: al dividir un namero por la
base aparece el coeficiente mas bajo en el resto de
la division. Dividir iterativamente hasta que el
cociente de la division sea O.

(a,..-aza,a;ay)/r=(a,...asa,a;.ay

23/2=11.Resto 1; 8, =1
11/2=5. Resto1;a,=1
5/2=2. Resto1;a,="1
2/2=1. Resto0;a;=0
1/2=0. Resto1; a, = 1. Fin de Division

(23)10=(10111),



 Paso de la parte fraccionaria de base 10 a base 2
por division iterativa: al multiplicar un numero por la
base aparece el coeficiente mas bajo en la parte
entera del producto. Multiplicar iterativamente hasta
gue la parte fraccionaria del producto sea 0.

(0.,aja,a;...a,)'r=(aja,ay...a,)

0.34375 * 2 =0.6875. Parteentera0;a, =0
0.6875*2=1.375. Parteenteral;a,=1
0.375* 2 =0.750. Parte entera 0;a;=0
0.757" 2 =1.50. Parte entera 1; a4 = 1
0.50 * 2 =1.00. Parte entera 1; a5 =1
Parte fraccionaria es 0. Fin de Multiplicacion

(0.34375),, = (0.01011),



Formato Octal y Hexadecimal

« El uso de estas bases reduce el numero de digitos para
representar un namero binario.

« La base 8 (octal) utiliza digitos de 0 a 7. Se pasa de base 2 a base
8 agrupando los bits de 3 en 3, y de base 8 a base 2
desagrupando los digitos de 3 en 3 bits:

(101001110011), => (101)(001)(110)(011) => (5 1 6 3),
(2704), => (010)(111)(000)(100) => (10111000100),

« La base 16 (hexadecimal) utiliza digitos de 0 a 15, para ello toma
0-9, A (10), B (11), C (12), D (13), E (14) y F (15). Se pasa de
base 2 a base 16 agrupando los bits de 4 en 4 y de base 16 a
base 2 desagrupando los digitos de 4 en 4 bits :

(101001110011), => (1010)(0111)(0011) => (A 7 3),
(E51C), => (1110)(0101)(0001)(1100) => (1110010100011100),



Aritmética binaria

« Sumadores: Semisumador (“Half-Adder”) y sumador
completo (“Full-Adder”). Estructura “ripple” de un
circuito de suma.

 Restadores.

« Multiplicadores. Multiplicacion de  un  bit.
Multiplicadores mediante suma de filas.



Sumadores

 Cuando sumamos dos operandos A y B de 1 bit se
genera la siguiente tabla segun los valores de Ay B. En

ella 1 + 1 = 2, que debe codificarse en dos bits. Luego
hay dos bits de salida:

- Suma S de peso 1.
- Acarreo de salida Co (“carry out”) de peso 2.

A+ B|Co S
0 0|0 0 — A Co —
0 1|0 1
1 0|0 1 — 1B 8 |I—
1 101 0

Semisumador o
“Half-Adder”



« Cuando sumamos dos operandos A y B de mas de 1
bit, su primer bit se suma mediante un semisumador.

El resto de los bits requieren tres bits de suma: los dos
bits de los operandos y la salida de acarreo del bit
anterior que opera como acarreo de entrada Ci (“carry
in”). El maximo valor de la salida es 3 luego se
requieren dos bits de salida como en el semisumador.

A+ B+Ci| Co S
O O 0| 0O
O 0 1 0 1
O 1 0| O 1
o 1 1 10
1 O 0| O 1
1 0 1 10
1 1 0| 1 0
1 1 1 1 1

— A

Co——
—1 B

S_
— Ci

Sumador completo 6
“Full-Adder”



Ahora se puede sumar bit por bit desde el menos

significativo (LSB, menor peso) hacia el mas
significativo (MSB, mayor peso)
Acarreos 1»\ 05| Ox| 1x| Ox| O N
A (38) 1] 0[] 0| 1] 1
B (53) 1 111 0(| 1{| 0
v v v v v i i
Resultado (91) 1 o 1 1 0 1 1
A D B ol |1 [ It 1o
B A GCi|| _ _. _ B A Ci B A
Co S Co S Co S
| [ L _— ]
1 o0 O 0 1 0 1



Restadores

« Suponemos una resta M — S con
dos operandos: Minuendo (M) vy
Sustraendo (S), donde M = S.

Al restar de LSB a MSB en 1 bit
puede pasar que S>M (0 - 1), lo
que obliga a pedir un bit de
préstamo B (“Borrow”) al siguiente
bit, para realizar 10 - 1 = 1.

En el bit que ha realizado el
préstamo, se tiene que hacer
primero M — B, (con la
posibilidad de generar
préstamo de salida), al
resultado se le resta S.

M-S | Bo R
O 0|0 O
o 1|1 1
1 O[O0 1
1 110 O
(M - Bi)-S |Bo R
0 O 0|00
0 0 1 1 1
0 1 0| 1 1
0 1 1 10
1 O 0| O 1
1 0 1 0 0
1 1 0|00
1 1 1 1 1




Ahora se puede restar bit por bit desde el menos
significativo (LSB, menor peso) hacia el mas
significativos (MSB, mayor peso)

Préstamos O»\ 1« Ox| Ox/| 1x 0\
M (45) 1{ ol 1 0
S (27) ol 1| 1/ o]l 1
| |
v v v v v v
Resultado (18) o 1 0 0 1 O
| o1 o| |17 1+ ]
M S Bi || _._ _ M S Bi M S
Bo R Bo R Bo R
| L | | = ]
0 0 1 1 1 0 0



Multiplicadores

« Cuando se multiplican dos A*B|P
operandos Ay B de 1 bit se 0O 0,0
genera un resultado de 1 bit O 1] 0
segun los valores de Ay B. 1 0] 0

« Para multiplicar operandos T 1)1
de mas de 1 bit se utiliza el
mismo algoritmo que en la a3 az al a0
multiplicacion decimal, se b3 b2 b1 b0
generan los productos P03 p02 p01 p00
parciales y luego se suman. 013 p12 p11 p10

P23 p22 p21 p20

pij = bi *a]
P33 p32 p31 p30

P7 P6 P5 P4 P3 P2 P1 PO
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Numeros en complemento-2

Numeros binarios positivos y negativos. Definicion
mediante un bit de signo.

Numeros binarios en complemento-2. Definicion vy
generacion del complemento-2 de un numero binario.
Definicion de nameros negativos y positivos
mediante complemento-2. Sumas y restas en
complemento-2. Desbordamiento.

Numeros binarios en complemento-1. Comparacion
con el complemento-2.



NUmeros con signo

« Un meétodo conceptualmente sencillo de definir nUmeros
positivos y negativos consiste en un formato (S M),
donde S es un bit de signo que indica si el numero es
positivo o0 negativo, y M el modulo del numero:

+9: 0 1001 +26: 0 11010
-9: 1 1001 -26: 1 11010

« Este método complica el diseno de circuitos para las
operaciones de suma y resta. Por ejemplo, para la suma
hay que comprobar si los operandos son del mismo o de
distinto signo. Si son del mismo signo se debe
seleccionar la suma de sus moddulos, pero si no se
selecciona la resta del mayor moédulo menos el de menor
modulo, para lo que hay que comparar primero cual es el
de mayor médulo.




Definicion del complemento-2

« Para un numero N descrito en una base cualquiera r con
n digitos en su parte entera y m digitos en su parte

fraccionaria (N, ..., Ny N, . N, ... N,) se define el
complemento en la base c-a-r como:
(N)r,c = rm—N.

 Para un numero binario r = 2, si el nUmero tiene n bits en
su parte entera entonces su c-a-2 es (N)2,c = 2" — N.

Por ejemplo, sin=5, m = 0;
(10010)2,c = 100000 — 10010 = 01110 =>
(18)2c = 32 - 18 = 14

Se cumple que (N)2 + (N)2c = 2", de lo que se deduce
gue si un numero A es (B)2,c, entonces B es (A)2.c.

También se deduce que el doble complemento de A es A.



Generacion del c-a-2 de un numero binario

« Meétodo rapido: De derecha a izquierda se mantienen
todos los ceros hasta el primer 1 que también se
mantiene; para el resto de los bits se cambian 0s por
1sy 1s por Os.

(10010)2,c = 01110
« Meétodo utilizado por los circuitos digitales: Se cambian

todos los bits Os por 1s, y 1s por Os y se anade 2™ al
resultado (un 1 en el bit menos significativo):

(10010)2,c = 01101 + 1 = 01110

Se usa este método porque la notacidon en
complemento se usa para definir nUmeros y operar con
ellos mediante sumas. Una vez que se tiene un
sumador el anadir “+ 1” a una suma es sencillo.



NUmeros con signo en c-a-2

« Los sistemas digitales usan normalmente la notacion
en complemento-2 para definir los numeros positivos y
negativos. En este sistema (N)2,c = -N.

« La definicibn de numeros se corresponde a un sistema
de pesos en binario en el que el bit de mas peso tiene
peso negativo. Por ejemplo, para 5 bits:

-16 8 4 2 1
0 0101 =+5=4+1
11011 =>-5=-16+8+2+1

Si nos fijamos en el resultado (00101)2,c = (11011) y
(11011)2,c = (00101) => realizar el c-a-2 equivale a un
cambio de signo.

Los numeros positivos tiene el bit mas significativo a 0,
los negativos a 1.



Un sistema de numeros enteros en c-a-2 de n bits
puede definir nUmeros en el intervalo [-2"1, 2"-1-1]. Para
5 bits el intervalo esta entre:

[-16 (10000), +15 (01111)]

Las sumas se realizan utilizando los operandos en
notacion c-a-2. Al realizar las sumas y restas en c-a-2
el resultado debe tener el mismo numero de bits que
los operandos de entrada (el bit de exceso Cout se
descarta). En 7 bits (-64 3216 84 2 1)

24 = 0011000; -24 = 1101000

10 =0001010;-10 =1110110

24 —-10=24 + (-10) => (0011000) + (1110110) =

(1 0001110); (se descarta el bit de exceso) => (0001110) => 14
10-24 = 10 + (-24) = (0001010) + (1101000) =

(1 1110010 ); (se descarta el bit de exceso) => (1110010) ) =-14
-10-24 = (-10) + (-24) = (1110110) + (1101000) =

(1 1011110 ); (se descarta el bit de exceso) => (1011110) ) = -34.



Un problema anadido es el desbordamiento
(“Overflow®): en 5 bits 14 + 14 = 28, luego no entra en
el rango valido de numeros [-16, +15]. Soluciones:

- Aumentar el numero de bits mediante extension de
signo. Pasar un numero a un numero mayor de bits
requiere extender el signo hacia la izquierda. De 5 a
/7 bits:

+14 =01110 =>0001110; -14 =10010 => 1110010

- Detectar desbordamiento: mirar bit de signo de los
operandos, si son distintos no hay desbordamiento, si
son iguales lo hay si el resultado es de distinto signo.

Una resta no es mas que la suma de un numero
negativo => 34 — 15 = 34 + (-15). Por tanto no es
necesario utilizar circuitos sumadores Yy circuitos
restadores, so6lo sumadores y un circuito que realice
el c-a-2: cambiar los valores de los bits y anadir 1 a la
suma.



Complemento-1

« Para un numero N descrito en una base cualquiera r con
n digitos en su parte entera y m digitos en su parte
fraccionaria (N4, ..., Ny, Ng. N4, ..., N,,) se define el
complemento en la base menos 1, c-a-(r-1) como:

(N)rc=rm—N—rm,
 Para un numero binario r =2, su c-a-1 es
(N)1,c=2"—N—-2"™m,
Por ejemplo, sin=5, m = 0;
(10010)1,c = 100000 — 10010 — 1= 01101 =>
(18)1c = 32 - 18 —-1= 13

« Cumple reglas similares a las del c-a-2 y se puede utilizar
para definir sistemas numéricos.



« El c-a-1 se calcula cambiando en todos los bits 0s por
1s, y 1s por 0Os.

(10010) 1,c = 01101

« La definicion de numeros se corresponde a un sistema
de pesos en binario en el que el bit de mas peso tiene
un peso negativo del tipo —(2" — 1). Por ejemplo, para 5
bits (-1584 2 1)

El intervalo de numeros validos es [-(2"1 — 1), 2n1— 1],
con dos valores para 0. Para 5 bits el intervalo esta
entre:

[-15 (10000), +15 (01111)], 0 = {00000, 11111}

« Se pueden sumar numeros positivos y negativos como
en c-a-2 pero se necesitan dos sumas: se suman los
operandos y se anade 1 si el bit de exceso generado
es 1. Luego se requieren dos pasos en lugar de uno
como en el c-a-2.



Codigos binarios

Caodigos BCD.
Cddigos distancia unidad. Cédigo Gray.
Cddigos alfanuméricos. Cédigo ASCII.

Cddigos para transmisidon de datos. Codigos de
deteccion (bit de paridad) y correccion de error.



Codigos BCD

« Son codigos “Binary-Coded-Decimal”. Codifican en
binario los digitos decimales del 0 al 9. El conjunto de
datos tiene 10 elementos => se necesitan al menos 4
bits.

« Los codigos BCD se usaban en los circuitos digitales
gue trabajan en aritmética decimal.

* Los cddigos mas conocidos son el NBCD (Natural
BCD) que corresponde a una codificacion mediante
el sistema numérico normal (pesos 8421) y el
Exceso-3 que se corresponde con el NBCD + 3 (0 se
codifica por 3 en binario, 1 por 4, etc), aunque se
pueden buscar otras codificaciones.



NBCD EXC-3 7421 2-of-5

0000 0011 0000 00011
0001 0100 0001 00101
0010 0101 0010 00110 | 257=001001010111  NBCD
0011 0110 0011 01001 01011000 1010 Exc-3
0100 0111 0100 01010 0010 0101 1000 7421
0101 1000 0101 01100 00110 01100 10010 2-0f-5

0110 1001 0110 10001
0111 1010 1000 10010
1000 1011 1001 10100
1001 1100 1010 11000

©OooNOoOOCOLTPh~,WDN—=O

« Cada codigo tienes sus propiedades: el coédigo NBCD
puede utilizarse casi directamente para aritmética
decimal en binario; el codigo EXC-3 es un cddigo
autocomplementado, el codigo que 7421 tiene el menor
numero de 1s (menor potencia disipada), el coédigo 2-of-5
tiene siempre dos 1s, luego puede servir para detectar
errores



 En un codigo A de 4 bits (a3a2a1a0) con peso a cada
bit de la codificacion se le asigna un peso Wi (i de 0 a
3). El valor decimal del digito D puede calcularse como:

D=W3a3+W2a2+W1al+WO0ao0 (ai =>[0, 1])
El codigo NBCD es un cédigo con peso, el Exc-3 no.

« Un codigo autocomplementado es aquel que se puede
pasar del digito D al digito 9—-D (0 <~ 9,1 < 8,2 & 7,
3 & 6, 4 <& 5) cambiando todos sus bits. Esto es Uutil
para trabajar en c-a-9 en aritmética decimal. El cddigo
Exc-3 es autocomplementado.

« Si el paso del digito D al digito 9 — D del cdédigo se
realiza cambiando un unico bit se dice que el cddigo es
reflejado.



Caodigos distancia unidad

« Se define la distancia de Hamming (DH) entre dos

palabras de un coédigo como el

numero de

posiciones en las que difiere el valor del bit: “0010”
y “1011” difieren en el primer y en el ultimo bit,

luego su DH es 2.

 En un cddigo distancia unidad dos
palabras consecutivas del codigo
tienen siempre DH = 1. La ultima
palabra del cddigo también tiene que
tener distancia 1 con la primera.

000
001
011
111
110
100



 Los codigos distancia unidad permiten reducir la
existencia de error al tomar medidas. Si dos medidas
consecutivas difieren en mas de un bit no se puede
asegurar que en algin momento no generen un
resultado erréneo. En el ajuste critico entre medidas
cada bit puede tomar uno de los valores
iIndependientemente, luego puede pasar que en la
separacion entre 011 y 100 el valor sea 111, lo que es
claramente erréneo. En codigos distancia unidad esto
no puede pasar ya que solo cambia 1 bit.

®®®@ @1 1 /
1/\0/\0/)| —, ~a
“Goo) 1O




 Un codigo binario tipico de distancia unidad es el
codigo Gray. Se forma “reflejando” los bits y rellenado
con un bit nuevo los codigos superiores a 0 y los

Inferiores a 1.
9
O

(@« Qg

« Se puede pasar de codigo
binario a Gray siguiendo el
numero binario de derecha a B
izquierda: si el siguiente bit es | -~ 0 1
igual al actual se pone un 0, si @m 010
no un 1. Se anade un 0 a la
izquierda del codigo binario.



Caodigo alfanumericos
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Cdodigos para transmision de datos

« (Codigos para deteccion de error simple: se anade al
codigo original 1 bit de paridad, de forma que todas
las palabras del codigo tengan un numero de bits a 1
0 6 par (paridad par), o impar (paridad impar). Un
error en 1 bit significa un error en la paridad que es
detectado al recibir el codigo.

n®1s B.P. Cdbdigo + B.P. n®1s
1000001 0 2
1100001 1 4
0110011 0 4
0111110 1 6

‘A'=1000001 2
2’ =1100001 3
3 =0110011 4
> =0111110 5

- O = O



 En un codigo que detecte fallo simple la DH entre
palabras validas A y B del cddigo debe ser al menos
de 2.

Fallo ‘ Fallo
ﬁ1 Eh

DH =2

« Para ademas poder corregir el fallo simple la DH
minima debe ser de 3 ya que dos codigos validos Ay
B no pueden producir un mismo codigo erroneo X, si
esto fuese asi no se sabria si X proviene de fallo en
A 6 en B y no podria determinarse el codigo valido.

_DH=1

[
»

Fall Fall
aO/DH=1 DH=\aO

DH =3




