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En este apéndice se revisardn algunas de las reglas bdsicas del dlgebra,
de la geometrfa, de la trigonometria y del calculo diferencial e integral.
En muchos casos sélo se enunciardn las reglas sin demostrarlas. En la
tabla M.1 se recogen algunos simbolos matematicos.

M.

Muchos de los ntimeros utilizados en ciencia son el resultado de medi-
das y, por lo tanto, s6lo se conocen con cierto grado de indeterminacion,
que se refleja en el nimero de digitos utilizado. Por ejemplo, si dispo-
nemos de una regla de 1 metro con un espaciado de 1 cm, sabemos que
se puede medir la altura de una caja con una precisién de aproximada-
mente un quinto de centimetro. Con esta regla podriamos hallar que la
altura de la caja es 27,0 cm. Si en la regla hay una escala con un espa-
ciado de 1 mm, quizés se podria obtener como medida de la altura dela
caja 27,03 cm. Sin embargo, si en la regla se dispusiera de una escala con
un espaciado de 1 mm, podrfamos no ser capaces de medir con mayor
precisién que 27,03 cm porque la altura podria variar mas o0 menos en
0,01 cm, dependiendo de la parte de la caja en la que se hace la medida.
Cuando se anota que la altura de la caja es 27,03 cm, estamos diciendo
que nuestro mejor cdlculo de la altura es 27,03 cm, pero no estamos afir-
mando que la caja tenga exactamente 27,03000... centimetros de altura.
Los cuatro digitos de 27,03 se denominan digitos significativos. La lon-
gitud medida 2,730 m tiene cuatro digitos significativos. Los digitos sig-
nificativos también reciben el nombre de cifras significativas.

El ntimero de digitos significativos en el resultado de un célculo de-
penderé del nimero de digitos significativos en los datos utilizados.
Cuando se opera con néimeros que presentan digitos no seguros hay
que tener cuidado de no incluir més digitos que los que garanticen la se-
guridad de las medidas. Célculos aproximados (dentro del orden de
magnitud) siempre traen como consecuencia resultados que tienen s6lo
un digito significativo o ninguno. Cuando se multiplican, dividen,
suman o restan nimeros se debe tener en cuenta la precisién de los re-
sultados. A continuacién, se dan algunas reglas que ayudan a determi-
nar el nimero de digitos significativos en los resultados.

DiIGITOS SIGNIFICATIVOS
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1. Cuando se multiplican o dividen cantidades, el niimero de digitos significativos
en el resultado final no es mayor que el de la cantidad con el menor ntimero de
digitos significativos.

2. Cuando se suman o restan cantidades, el nimero de decimales del resultado de-
beria igualar al del término con el niimero més pequefio de decimales.

3. Los valores exactos tienen un numero ilimitado de digitos significativos. Por
ejemplo, un valor obtenido contando objetos carece de toda duda y es un valor
exacto. Ademds, el factor de conversion 0,0254000... m/in es un valor exacto
porque 1,000... pulgada es exactamente igual a 0,0254000... metros. (La yarda
es, por definicién, exactamente igual a 0,9144 metros, y 0,9144 dividido por 36
es exactamente igual a 0,0254.)

4. A veces los ceros son significativos y a veces no. Si un cero estd delante de un
digito distinto de cero, entonces el cero no es significativo. Por ejemplo, el nu-
mero 0,00890 tiene tres digitos significativos. Los tres primeros ceros no son di-
gitos significativos sino meros indicadores para situar el punto decimal.
Obsérvese que el cero después del nueve es significativo.

5. Los ceros que estdn entre digitos de valor no nulo son significativos. Por ejem-
plo, 5603 tiene cuatro digitos significativos.

6. El nimero de digitos significativos en nimeros que arrastran ceros y no llevan
coma decimal es ambiguo. Por ejemplo, 31000 podria tener como mucho cinco
digitos significativos y como poco dos digitos significativos. Para evitar la ambi-
gliedad en los ntimeros, habria que hacer uso de la notacién cientifica.

TCN/AMEN Calculo del promedio de tres numeros

Hallar el promedio de 19,90, —7,524, y —11,8179.

PLANTEAMIENTO Se suman los tres nimeros y el resultado se divide por tres. El primer
nimero tiene tres digitos significativos, el segundo tiene cuatro y el tercero tiene cinco.

SOLUCION
1. Sumar los tres niimeros: 19,90 + (—7,524) + (—11,8179) = 0,5581

0,5561

2. Si el problema sélo pide la suma de los tres niimeros, se podria = 0,1860333...
redondear el resultado al menor niimero de decimales entre

todos los nlimeros que se suman. Sin embargo, se ha de dividir

este resultado intermedio por 3, de manera que se utiliza ese

resultado con dos digitos de mds (en cursiva):

3. Solo dos de los digitos del resultado intermedio, El resultado final es
0,1860333.. ., son digitos significativos v se debe redondear
este niimero para llegar a nuestro resultado final. El niimero 3
del denominador es un nimero entero y posee un nimero
ilimitado de digitos significativos. Por lo tanto, el resultado
final tiene el mismo numero de digitos significativos que el
numerador, que es 2:

COMPROBACION La suma del paso 1 tiene dos digitos significativos después de la coma de-
cimal, los mismos que tienen los niimeros que se suman cuando se utiliza el menor niimero de
digitos significativos después de la coma decimal.

PROBLEMAS PRACTICOS
5,3 mol
’ 22,4 mol/L
2. 578m/s — 26,24 m/s
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M.2

Una ecuacién es una relacién de mimeros y simbolos para indicar que dos cantida-
des, escritas a un lado y otro de un signo igual, son iguales. La cantidad en un lado
del signo igual puede constar de un solo término, o de la suma o diferencia de dos
0 mdas términos. Por ejemplo, la ecuacién x = 1 — (ay + b)/(cx — d) contiene tres
términos, x, 1y (ay + b)/(cx — d).

En las ecuaciones, se pueden realizar las siguientes operaciones:

1. Se puede sumar o restar la misma cantidad a un lado (miembro) y otro de la
ecuacion.

2. Cada uno de los miembros de la ecuacion puede multiplicarse o dividirse por la
misma cantidad.

3. Cada uno de los miembros de la ecuacién puede elevarse a la misma potencia.

Se entiende que estas operaciones se aplican a cada miembro de la ecuacién y no a cada
término. (Como la multiplicacién es distributiva con respecto a la suma, la operacién 2
—y s6lo la 2— de las operaciones precedentes también se aplica término a término.)

Advertencia: la division por cero estd prohibida en cualquier etapa de la solucion de la
ecuacion; los resultados (si los hubiese) no serian wvilidos.

Adicién o sustracciéon de cantidades iguales
Para hallar x cuando x — 3 =7, sumar 3 a ambos lados de la ecuacién:
{(x = 3)+ 3 =7+ 3; de este modo, x = 10.

Multiplicacién o divisién por cantidades iguales

Si 3x = 17, para despejar x se dividen ambos miembros de la ecuacién por 3; asi,
17

x=%,057.

Ejemplo M.2 Simplificacion de reciprocos en una ecuacion

Resolver la siguiente ecuacion:
1 1 1

x 4 3
Ecuaciones con reciprocos de incdgnitas se presentan en 6ptica geométrica y en el analisis de

circuitos eléctricos; por ejemplo, en el cilculo de la resistencia neta de resistores en paralelo.

PLANTEAMIENTO En esta ecuacidn, el término que contiene x estd en el mismo miembro
que un término que no contiene x. Ademds, x aparece en el denominador de una fraccién.

SOLUCION
1 ! i,

1k Sustraera de cada miembro: Sl
2. Simplificar el segundo miembro haciendo uso del minimo oAbl L or tanto, 11

- 5o 1 1 @ P 12

comtin denominador: X X
1

3. Multiplicar ambos miembros de la ecuacién por 12x para 12x ;—( =12 Yz

obtener el valor de x:

COMPROBACION Sustituir en el primer miembro de la ecuacién original x por el valor 12
1.1 il 3 4 1

= — t+ — = —_—=
S I (AR R L AR

PROBLEMAS PRACTICOS Obtener el valor de x en las siguientes ecuaciones:

3. (7,0 cm®)x = 18kg + (4,0 cm®)x
IR
x 3 x
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/XM PROPORCIONES DIRECTAS E INVERSAS

Cuando se dice que las cantidades variables x e y son directamente proporciona-
les, se quiere sefialar que cuando x e y cambian, la razén x/y es constante. Decir
que dos cantidades son proporcionales significa que son directamente proporcio-
nales. Cuando se dice que las variables x e ¥ son inversamente proporcionales, se
indica que cuando x e y varian, el producto xy es constante.

Las relaciones de proporcionalidad directa e inversa son comunes en fisica. Ob-
jetos que se desplazan a la misma velocidad, tienen cantidades de movimiento di-
rectamente proporcionales a sus masas. La ley de los gases ideales (PV = nRT)
establece que la presion es directamente proporcional a la temperatura absoluta T,
cuando el volumen V permanece constante, y es inversamente proporcional al vo-
lumen, cuando la temperatura permanece constante. La ley de Ohm (V = IR) esta-
blece que el voltaje V en un resistor es directamente proporcional a la corriente
eléctrica que circula por el resistor cuando la resistencia R permanece constante.

CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD

Cuando dos cantidades son directamente proporcionales, las dos estdn relaciona-
das por una constante de proporcionalidad. Si a una persona se le paga un jornal de,
por ejemplo, R euros por dia, el dinero m que gana es directamente proporcional al
tiempo ¢ que trabaja; el jornal R es la constante de proporcionalidad que relaciona
el dinero ganado en euros y el tiempo trabajado t en dfas:

? =R o m = Rt
Si la persona ha ganado 400 € en 5 dias, el valor de R es 400 € /(5 dias) = 80€ / dfa.
Para obtener la cantidad ganada en 8 dias, habria que realizar el célculo
m = (80 €/dia)(8 dias) = 640 €

A veces no se hace uso de la constante de proporcionalidad en los problemas de
proporciones. Dado que la cantidad ganada en 8 dfas es ¢ de la ganada en 5 dias,
se tiene

8
m = g(400€) =640 €

m Pintando cubos

Se necesitan 15,4 mL de pintura para cubrir una cara de un cubo. El drea de una cara es
426 cm?. ;Cudl es la relacion entre el volumen de pintura necesario para cubrir la cara y su
drea? ;Cudnta pintura se necesita para pintar una cara de un cubo de 4rea 503 cm??

PLANTEAMIENTO Para determinar la cantidad de pintura para una cara de drea 503 cm?,
se necesita establecer una proporcién.

donde k es la constante de proporcionalidad

SOLUCION
1. El volumen V de pintura necesario aumenta en proporcién al Ily A son directamente proporcionales. ]
area A:
S
esdecirr —=koV = kA
A
2. Hallar el valor de la constante k utilizando los valores v 15.4 mL
V,=154mLy A, = 426 cm?: ==t
: ‘ ! ) A, 426cm
3. Calcular el volumen de pintura necesario para cubrir una cara V. = kA

= 0,0361 mL/cm?

. , = (0,0361 mL/cm?)(503 cm?) = | 18,2 mL

cuya drea es 503 cm® utilizando la constante de proporcionalidad
del paso 1:
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COMPROBACION El valor para V, es mayor que para V,, como era de esperar. La cantidad
de pintura para cubrir un drea de 503 cm? ha de ser mayor que la necesaria para un drea de
426 cm?.

PROBLEMAS PRACTICOS

5. Un recipiente cilindrico contiene 0,384 L de agua cuando estd lleno. ;Qué cantidad de
agua contendria si su radio se doblase y su altura fuese la misma?
Ayuda: el volumen de un cilindro recto viene dado por V = wreh, donde r es el radio y h la al-
tura. De este modo, V es directamente proporcional a r* cuando h permanece constante.

6. En el caso del recipiente del problema 5, ;cudnta agua contendria si su altura y su radio
se doblasen y su altura permaneciese constante?
Sugerencia: el volumen V de un cilindro viene dado por V.= zr*h, donde r es su radio y h su
altura.

¥ ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal es una ecuacion de la forma x + 2y — 4z = 3. Es decir, una
ecuacién es lineal si cada término es constante o es el producto de una constante y
una variable elevada a la primera potencia. Se dice que tales ecuaciones son linea-
les porque sus representaciones gréficas son lineas rectas o planos. Las ecuaciones
que representan una proporcién directa entre dos variables son ecuaciones lineales.

REPRESENTACION GRAFICA DE UNA RECTA

Una ecuacidn lineal que relacione dos variables x e y puede expresarse siempre en
la forma estandar

y=mx+b M.

donde i y b son constantes que pueden ser positivas o negativas. En la figura M.1,
se ve un grafico de los valores de x e y que satisfacen la ecuacién M.1. La constante
b, denominada ordenada en el origen, es el valor que toma y para x = 0. La cons-
tante nes la pendiente de la recta, que es igual al cociente entre la variacién de y
y la variacién correspondiente de x. En la figura se han indicado dos puntos en la
recta, x,, ¥, Y X,, Y, y las variaciones Ax = x, — x, y Ay = y, — y,. La pendiente m
es entonces

Y=Y _ Ay

m=—=

X, —x;, Ax

Si se desconocen tanto x como y, no hay una solucion unica para sus valores. Cual-
quier par de valores (x,, y,) de la linea de la figura M.1 satisfard la ecuacion. Si
tenemos dos ecuaciones, con las mismas incdgnitas x e y, pueden resolverse simul-
tdneamente las dos ecuaciones para obtener las dos incégnitas.

Ejemplo M.4 Utilizar dos ecuaciones para hallar la solucién de
dos incognitas

FIGURA M .1 Representacién grafica de
la ecuacion lineal y = mx + b, donde bes la
ordenada en el origen y m = Ay/Axesla
pendiente.

Hallar los valores de x e y que satisfacen simultdneamente

3x —2y =28 M.2

y—x=2 M3
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(x, y) = (12, 14)

gréfico. En el punto en que se cortan ambas lineas, los valores de x e i sa-
tisfacen a la vez ambas ecuaciones. Podemos resolverlas simultdnea-
mente despejando primero en una de ellas una de las variables en
funcién de la otra, y sustituyendo luego el resultado en la otra ecuacién.

PLANTEAMIENTO La figura M.2 muestra ambas ecuaciones en un solo y L
(o

SOLUCION
1. De la ecuacién M.3, resulta: y=x+2
2. Sustituir este valor de y en la Ix — 2(x+2)=8
ecuacién M.2:
3. Simplificar, y despejar x: 3x—2x—4=28
x—4=28

x = [12]

4. Para hallar el valor de y, utilizar unade y — x = 2, siendox = 12

ialftecggcignes dadas y el valor y-12=2 X
obtenido de x:
y=2+12=
COMPROBACION Un método alternativo consiste en multiplicar una /
ecuacién por una constante, de tal manera que una de las incognitas se Ha
elimine cuando las ecuaciones se suman o restan. Asi, podemos multipli- / I
car por 2 la ecuacién M.3 &
2y — x) = 2(2) B
2y —2x =4 -101
y sumar el resultado a la ecuacion M.2 y despejar x:
2 —2x =4 FIGURA M.2 Representacion gréfica de las ecuaciones M.2 y M.3.
3 —2y=8 En el punto de corte de ambas rectas, los valores de x e y satisfacen
e AT G ambas ecuaciones.

Ir—2x=12=x=12
Sustituyendo este valor en la ecuacién M.3 y despejando y:

y—-12=2=y=14

PROBLEMAS PRACTICOS

7. Verdadero o falso: xy = 4 es una ecuacion lineal.

8. Enel tiempo ¢ = 0,0 s, la posicién de una particula que se desplaza a lo largo del eje x a
velocidad constante es x = 3,0 m. En f = 2,0 5, la posicién es x = 12,0 m. Escribir una
ecuacion lineal que muestre la relacién entre x y t.

9. Resolver el siguiente par de ecuaciones:

5 (|
—x+-y=
4x 3y 30
y—5x=20

KN ECUACIONES CUADRATICAS Y
FACTORIZACION

Una ecuacién cuadrdtica es una ecuacién de la forma ax? + bxy + cy? + ex +
fy + g =0,donde x ey son variables y a, b, ¢, ¢, f, y g son constantes. En cada tér-
mino de la ecuacién, las potencias de las variables son enteros cuya sumaes 2, 1, 0
0. La ecuacién de una sola variable se denomina ecuacién de sequndo grado y se es-
cribe en la forma estdndar

ax2+bx+c=0 M.4

donde 4, b y ¢ son constantes. Esta ecuacién tiene dos soluciones o raices, que son
los valores de x para los que se cumple la ecuacion.
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FACTORIZACION

Algunas ecuaciones cuadréticas se pueden resolver expresandolas en factores. Con
frecuencia, los términos de una ecuacién se pueden agrupar u organizar en otros tér-
minos. Esto se consigue buscando multiplicadores y multiplicandos —que a partir
de ahora denominaremos factores— que daran dos o mas nuevos términos en forma
de producto. Por ejemplo, podemos hallar las raices de la ecuacién de segundo grado
x” — 3x + 2 = 0 expresando el primer miembro como producto de factores, es decir,
(x —2)(x — 1) = 0. Las raices sonx = 2y x = 1.

Este procedimiento es ttil para simplificar ecuaciones y para comprender las re-
laciones entre cantidades. Podrfamos familiarizarnos con la multiplicacién de los
factores (ax + by)(cx + dy) = acx? + (ad + bc)xy + bdy?.

Son féciles de reconocer algunas combinaciones tipicas de factores:

[y

. Factor comun: 2ax + 3ay = a(2x + 3y)

2. Cuadrado perfecto: x* — 2xy + y? = (x — y)* (Si la expresién del primer miem-
bro de una ecuacién cuadrdtica en forma estdndar es un cuadrado perfecto, las
dos rafces serdn iguales.)

3. Diferencia de cuadrados: x* — y? = (x + y)(x — y)

Asi mismo, buscar factores que sean ntimeros primos ayuda a encontrar factores y
simplificar términos. Por ejemplo, la ecuacion 98x? — 140 = 0 puede simplificarse
porque 98 y 140 comparten el factor comun 2. Es decir, 98> — 140 = 0 se convierte
en 2(49x2 — 70) = 0, de manera que se tiene 49x2 — 70 = (.

Este resultado puede simplificarse mds porque 49 y 70 tienen a 7 como factor
comtin. Asi, 49x% — 70 = 0 se convierte en 7(7x2 — 10) = 0, o lo que es lo mismo
7x* =10 = 0.

LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

No todas las ecuaciones cuadrdticas se pueden expresar mediante un producto de
factores. Sin embargo, cualquier ecuacién de segundo grado en su forma estandar
puede resolverse mediante la férmula

2
we RENV e b L M5
2a 2a  2a
Cuando b es menor que 4ac, hay dos soluciones que corresponden a los signos + y
—. La figura M.3 muestra una gréfica de y en funcién de x, donde y = ax? + bx + c.
La curva, que es una pardbola, corta dos veces el eje x. (La representacién més sen-
cilla de una pardbola en coordenadas (x, y) es una ecuacién de la forma
y = ax* + bx + c.) Las dos raices de esta ecuacién son los valores para los que y =

0; es decir, corresponden a las intersecciones sobre el eje x.

Cuando b* es menor que 4ac, la grafica de y en funcién de x no corta el eje x,
como se muestra en la figura M.4; todavia hay dos raices, pero ellas no son ntime-
ros reales (véase la discusion de los nimeros complejos al principio de la pagina
M.19). Cuando b* = 4ac, la grafica de y en funcién de x es tangente al eje x en el
punto x = —b/24a; las dos raices son iguales al valor —b/2a.

Factorizacion de un polinomio de segundo grado

y=ax*+ by +c
B > dac

NS

FIGURA M.3 Representacion de yen
funcién de x cuandoy = ax? + bx + cenel
caso en que b* > 4ac. Los dos valores de x en
los que y = 0 satisfacen la ecuacién de
segundo grado (ecuacién M.4).

2
y=ax"+ bx +c¢
¢ b < dac

FIGURA M.4 Representacion gréfica de
yen funcién de x cuando y = ax® + bx + cy se
tiene que b? < 4ac. En este caso no existen
valores (reales) de x paralos que y = 0.

Convertir en factores la expresion 6x> + 19xy + 10y2.

PLANTEAMIENTO Examinar los coeficientes de los términos para ver si la expresion se
puede expresar como producto de factores sin tener que recurrir a métodos mas avanzados.
Recordar que (ax + by)(cx + dy) = acx® + (ad + be)xy + bdy?.

SOLUCION
1. El coeficiente de x* es 6, que puede expresarse de dos maneras: ac =6

3:2=6 obien 6-1=6
2. El coeficiente de y* es 10, y puede expresarse de dos maneras: bd = 10

5:2=10 obien 10-1=10
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3. Hacer una tabla con los posibles valores de a, b, ¢ y d e incluir a b c
una columna para ad + bc. 3 5 2
Sia = 3, entonces ¢ = 2, y viceversa. Ademds, sia = 6, 3 5 2
entonces ¢ = 1, y viceversa. Para cada valor de a hay cuatro
valores de b. & 1Y .
3 1 2
2 5 3
2 2 3
2 10 3
2 1 3
6 5 1
6 i 1
6 10 1
6 1 1
1 5 6
1 2 6
1 10 6
1 1 6
4. Hallar una combinacién tal que ad + bc =19. En la tabla puede ad + bc = 19
verse que hay dos de esas combinaciones y ambas dan los 345 4 252 =10
mismos resultados:
5. Utilizar la combinacién de la segunda fila de la tabla en los 6x% + 19xy + 10y* = (3x + 2y){2x + 5y)

factores de la expresion dada:

= Ul N R

10

10

LRSI NS )

10

ad + bc
16
19
23
32
19
16
32
23
17
22
16
61
32
17
61
16

COMF.‘ROBACION Como comprobacion, desarrollar (3x + 2y)(2x + 5y).
(3x + 2y)(2x + 5y) = 6x2 + 15xy + dxy + 10y? = 627 + 19xy + 10y

La combinacion de la quinta fila de la tabla también da el resultado del paso 4.

PROBLEMAS PRACTICOS

10. Demostrar que la combinacién de la fila quinta de la tabla también da el resultado del
paso 4.

11. Hallar los factores de 2x* — 4xy + 2y

12. Hallar los factores de 2x* + 10x% + 12x2.

'l EXPONENTES Y LOGARITMOS

EXPONENTES

La notacién x" indica la cantidad que se obtiene al multiplicar x por si mismo n
veces. Por ejemplo, x> = x - x y x> = x - x - x. La cantidad # se denomina potencia,
o exponente, de x (la base). A continuacion, se da un conjunto de reglas que ayu-
dan a simplificar términos que tienen exponentes.

1. Cuando dos potencias de x se multiplican, los exponentes se sumar:
(x™)(x") = xm*n M.6
Ejemplo: x%x3 = x2%3 = (x-x)(x*x-x) = X0
2. Por definicién, todo ndmero (excepto 0) elevado a la potencia 0 es la unidad:

=1 M.7
3. Basado en la regla 2,

xTh=— M.8




Exponentes y logaritmos

4. Cuando dos potencias se dividen, los exponentes se restan:

x)l
== = xMy M = yn—m M9
X

5. Cuando una potencia se eleva a otra potencia, los exponentes se multiplican:
(xn)rir = xhm MIU

6. Cuando los exponentes se escriben como fracciones, representan las raices de la
base. Por ejemplo,
x12.512 = o

de modo que

2 =Vx (x> 0)

Ejemplo M.6 Simplificacion de una cantidad que tiene
exponentes

SECCION M.6

M.9

xtx?

x8 °

Simplificar

PLANTEAMIENTO De acuerdo con la regla 1, cuando dos potencias de x se multiplican, los
exponentes se suman. La regla 4 establece que cuando dos potencias se dividen, los expo-
nentes se restan.

SOLUCION
1. Simplificar el numerador x* x” utilizando la regla 1: adiaZ Pyttt
xll xll
2. Simp]iﬁcarx—x usando la regla 4: s a8 = x1-8 = y3

COMPROBACION Usar el valor x = 2 para determinar si la respuesta es correcta.

2407

TR Al

2427 (16)(128) 2048
28 256 256

PROBLEMAS PRACTICOS

13. (xl,flﬂ)g =
14. x6x0 =

LOGARITMOS

Cualquier nimero positivo se puede expresar como una potencia de otro niimero
positivo excepto el 1. Si y estd relacionado con x mediante la expresién y = a*, se
dice que el nimero x es el logaritmo de y en la base 4, y se expresa

x=log y

Por lo tanto, los logaritmos son exponentes, y las reglas para operar con logaritmos
se corresponden con leyes semejantes para los exponentes. A continuacion, se re-
cogen reglas que ayudaran a simplificar términos que tienen logaritmos.

1. Siy, =a"yy, = a™, entonces
y y = g = aner
172
Igualmente,

log, y,y, = log,a"*™ = n + m = log,a" + log, a™ = log y, +log,y, M.I1
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de donde se sigue que

log, y* =nlog,y M.12
2. Comoal=aya’=1,
log a =1 M.13
y
log,1=10 M.14

Existen dos bases de uso comuin: la base 10, y entonces se llaman logaritmos comunes
o decimales, y la base e (¢ = 2,728...), llamados logaritmos naturales o neperianos.

En este texto, el simbolo In se usa para logaritmos naturales y el simbolo log, sin
subindice, se emplea para logaritmos decimales. Asfi,

log,x=Inx y log,,x = logx M.15

y entonces si y = In x, implica
x=¢e¥ M.16

Los logaritmos pueden transformarse de una base a otra. Supongamos que

z = logx M.17
Entonces
105 = 108« = x M.18

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros de la ecuacién M. 18, se obtiene
zIn10 = Inx
y sustituyendo log x por z (M.17), se obtiene
Inx = (In 10)log x M.19

Eiemnlo M.7 Conversion entre logaritmos decimales y
Sl logaritmos naturales

Los pasos que llevan a la ecuacién M.19 muestran que, en general, log, x = (log, a)log, x, y
de este modo esa conversién de logaritmos de una base a otra requiere sélo la multiplicacién
por una constante. Describir la relacién matemdtica entre la constante para convertir loga-
ritmos decimales en logaritmos naturales y la constante para convertir logaritmos naturales
en logaritmos decimales.

PLANTEAMIENTO Se dispone de una férmula matemdtica general para convertir logarit-
mos de una base a otra. Se ha de buscar la relaciéon matematica intercambiando a por b, y vi-
ceversa, en la formula.

SOLUCION
1. Hay una férmula para convertir logaritmos de base a a base b:

2. Convertir de base b a base a, y viceversa:

3. Dividir ambos miembros de la ecuacién del paso 1 por log, x:
4. Dividir ambos miembros de la ecuacién del paso 2 por (log, b)log, x:

5. Los resultados muestran que los factores de conversion log, a y log, b son reciprocos:

log, x = (log, a)log, x
log, x = (log, b)log, x

log, x X
log, x 8y 4
1 log, x
log, b = log, x
LS. o log, a
log, b g

COMPROBACION Para el valor de log,, ¢, nuestra calculadora dard 0,43429. Para In 10,
dara 2,3026. La multiplicacion de estos dos niimeros dara 1,0000.

PROBLEMAS PRACTICOS

15. Calcular log,,1000.
16. Calcular log,5.
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'YM GEOMETRIA

Las propiedades de la mayoria de las figuras geométricas —formas en dos o tres di-
mensiones cuyas longitudes, dreas o voliimenes estdn gobernadas por razones espe-
cificas— son una herramienta analitica bdsica en fisica. Por ejemplo, las razones
caracteristicas dentro de los tridngulos nos dan las leyes de la frigonometria (ver la
préxima seccién de esta revisién), que a su vez nos da la teoria de vectores, esencial
en el andlisis del movimiento en dos o mds dimensiones. Circulos y esferas son im-
prescindibles para entender, entre otros conceptos, el momento angular y las densi-
dades de probabilidad de la mecanica cudntica.

FORMULAS BASICAS DE LA GEOMETRIA

Circulo El cociente entre la longitud de una circunferencia y su didmetro es un nu-
mero irracional 7 que tiene el valor aproximado de

= 3,141592

Asi pues, la longitud de la circunferencia C estd relacionada con el didmetro d y su
radio r por
C=md =2mr  longitud de la circunferencia M.20

El drea del circulo es (figura M.5)

A =7 drea del circulo M.21

Paralelogramo El drea de un paralelogramo es el producto de la longitud de la
base b por la altura /i (figura M.6):

A = bh
La de un tridngulo es la mitad de su base por la altura (figura M.7)
1
A= —bh
2

Esfera Una esfera de radio r (figura M.8) tiene una superficie cuya drea viene
dada por
A =4mr?  dreade la superficie esférica M.22

y un volumen dado por

4
V= g'rrrs volumen de una esfera M.23

Cilindro Un cilindro de radio r y longitud L (figura M.9) tiene un &rea de su su-
perficie lateral (sin incluir las caras extremas) de

A =27rL  superficie lateral de un cilindro M.24

y un volumen de
V = ar?L volumen del cilindro M.25

L//J\
—

Area de la superficie cilindrica .
A = 2mrL FIGURA M.9 Area

Volumen del cilindro superficial (sin incluir las caras
V = ariL extremas) y volumen del cilindro.

Area del circulo A = w72

FIGURA M.5 Areadel circulo.

i o
.

J
|

M
el
i

Area del paralelogramo
A =Dbh

FIGURA M.6 Areadel paralelogramo.

f—

b
Area del
triangulo

1
A =5 bh

-
i

FIGURA M.7 Area del trigngulo.

Area de la superficie esférica

A = 4mr”
Volumen de la esfera
V= imj

3

FIGURA M.g Areade lasuperficie
esférica y volumen de la esfera.
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Ejemplo M.8 Calculo de la masa de una corteza esférica

Una corteza esférica de aluminio tiene un didmetro exterior de 40,0 cm y un didmetro inte-
rior de 39,0 cm. Hallar el volumen de aluminio de esta corteza.

PLANTEAMIENTO El volumen del aluminio de la corteza esférica es el volumen que re-
sulta de sustraer el volumen interior de la esfera, que tiene d, = 2r, = 39,0 cm, del volumen
de la esfera exterior, que tiene d = 2r = 40,0 cm.

SOLUCION

1. Restar el volumen de la esfera de radio r, del volumen de la V= §w1‘3 = ’;71'?'? = :f,w(r;? =)

esfera de radio de radio 7;:

2. Sustituir 20,0 cmenr,y 19,5en#; V = $7[(20,0 cm)® — (19,5 cm)?] = | 2,45 X 10° cm®

COMPROBACION Es de esperar que el volumen de la corteza sea del mismo orden de magni-
tud que el volumen de un cubo hueco con una longitud de arista exterior de 40,0 cm y una inte-
rior de 39,0 em. El volumen de ese cubo hueco es (40,0 cm)® — (39,0 cm)® = 4,68 X 10° cm®. El
resultado del paso 2 concuerda con lo esperado, ya que el volumen de la corteza es del mismo
orden de magnitud que el volumen del cubo hueco.

PROBLEMAS PRACTICOS

17. Hallar la razén entre el volumen V' y el drea de la superficie A de una esfera de radio r.
18. ¢Cudl es el drea de un cilindro cuyo radio mide 1/3 de su longitud?

8 TRIGONOMETRIA

La trigonometria, que debe su nombre a las raices griegas que significan “triangulo”
y “medida”, es el estudio de importantes funciones matemdticas, denominadas
funciones trigonométricas, la mayor parte de las cuales se definen como cocientes
entre los lados de tridngulos rectdngulos. Sin embargo, estas definiciones son de uso
limitado porque sélo son vélidas para dngulos entre cero y 90°. No obstante, la vali-
dez de estas definiciones de tridngulo rectdngulo se puede extender definiendo las
funciones trigonométricas en términos de la razén de las coordenadas de puntos si-
tuados sobre un circulo de radio unidad cuyo centro estd en el origen del plano xy.

En Fisica, se tratan por primera vez las funciones trigonométricas cuando se utili-
zan vectores para analizar el movimiento en dos dimensiones. También son esencia-
les estas funciones en el andlisis de cualquier comportamiento periédico, tales como
el movimiento circular, el movimiento oscilatorio y la mecédnica de ondas.

ANGULOSY SU MEDIDA: GRADOSY RADIANES

El tamafio de un dngulo formado por la interseccion de dos lineas rectas se conoce
como su medida. El modo habitual de hallar la medida de un dngulo es situar éste
con su vértice, o punto de interseccién de las dos rectas que forman el dngulo, en
el centro de un circulo localizado en el origen de una grafica que tiene coordena-
das cartesianas, de forma que una de las rectas se extienda a lo largo del eje x. La
distancia recorrida en sentido contrario a las agujas de un reloj sobre la circunferencia
desde el eje de las x positivas hasta alcanzar la interseccién de la circunferencia con
la otra linea define la medida del dngulo. (Desplazarse hacia la segunda recta en el
sentido de las agujas del reloj daria simplemente una medida negativa; para ilus-
trar conceptos bdsicos, colocamos el dngulo de tal manera que la rotacién mds pe-
quefia sea en la direccién contraria a las agujas del reloj.)

La unidad mds comtin para expresar la medida de un dngulo es el grado, que
equivale a 1/360 de la longitud de la circunferencia. Para mayor precisién, o para dn-
gulos mds pequefios, indicamos grados, minutos (') y segundos ("), siendo 1" = 1°/60
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y 1" = 1'/60 = 1°/3600; o también indicamos los grados como un nimero decimal
ordinario.

En el trabajo cientifico, la medida mds ttil de un dngulo es el radidn (rad). De
nuevo, se coloca el angulo con su vértice en el centro de un circulo y se mide la rota-
cién alrededor de la circunferencia en sentido contrario a las agujas de un reloj. La me-
dida del dngulo en radianes se define entonces como la longitud del arco circular
desde una recta a la otra dividida por el radio del circulo (figura M.10). Si la longitud
del arco es s y el radio del circulo vale r, el angulo 6 medido en radianes es

0 =- M.26

Como el dngulo medido en radianes es el cociente de dos longitudes, es adimen-
sional. La relacién entre radianes y grados es

360° = 27 rad
0 sea
1rad = oo = 57,3°
277

En la figura M.11, se muestran algunas relaciones ttiles entre dngulos.

M.13

SECCION M.8

FIGURA M.10 Sedefineel dngulofen
radianes como el cociente s/r, siendo s la
longitud del arco interceptado sobre un
circulo de radio r.

}g B
/é - |s
A
\
S £ "
a+ B = 180°
o
5= P Rectas paralelas G
o AB+BD  _ .
AD + BC

a+ B+ vy =180

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Enla figura M.12, se ha dibujado un tridngulo rectdngulo trazando la recta BC per-
pendicular a AC. Las longitudes de los lados se denominan a, b y ¢. Se definen las
funciones trigonométricas sen 6, cos 8 y tg @ de un dngulo agudo # como

a cateto opuesto
e = o ——————— M.27
c hipotenusa
b cateto adyacente
sf = —=—————— M.28
c hipotenusa
| a  catetoopuesto  gen @
tgh == E = M.29
b cateto adyacente  cos 6

(Angulos agudos son dngulos cuya rotacién positiva alrededor de la circunferen-
cia de un circulo es menor que 90° o 7/2.) Existen otras tres funciones trigonomé-

FIGURA M. 11 Algunas relaciones ttiles
entre dngulos.

FIGURA M.12 Triangulo rectangulo con
catetos de longitud a y b e hipotenusa de
longitud c.
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tricas inversas de las anteriores y denominadas secante (sec), cosecante (cosec) y
cotangente (cotg)

sec @ = - 1 M.30
b cos@
c 1
cosec = — = M.31
a send
b 1 0
cotgfh = — = — = > M.32
a tgb send

El dngulo # cuyo seno es x se denomina arco seno de x y se escribe arcsen x. Es
dedir, si
senf = x
serd
# = arcsenx = sen ! x M.33

El arco seno es el inverso del seno. De modo andlogo, se definen los inversos del co-
seno y de la tangente. El angulo cuyo coseno es y es el arco coseno de y. Es decir, si

cosf =y
serd
f = arccosy = cos 'y M.34
El dngulo cuya tangente es z es el arco tangente de z. Es decir, si
tgh =z
serd

f=arctgz=tg 1z M.35

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Se pueden deducir varias férmulas titiles, llamadas identidades trigonométricas,
analizando relaciones entre las funciones trigonométricas. Las ecuaciones M.30-
M.32 recogen tres de las mds evidentes identidades, férmulas que expresan algu-
nas funciones trigonométricas como reciprocas de otras. Casi tan ficiles de obtener
son las identidades deducidas del teorema de Pitigoras,

a? + b? = c? M.36
(La figura M.13 constituye una demostracion grafica del teorema.) Operaciones al-

gebraicas sencillas de la ecuacién M.36 nos dan tres identidades mas. Primero, si

dividimos cada término de esta ecuacién por ¢, se obtiene
2 2
a> b
; + ; =1
o bien, a partir de las definiciones de sen 8 y cos 6,
sen*f + cos? @ =1 M.37

Anélogamente, se puede dividir cada término de la ecuacién M.36 por a? o I? y asi
obtener

1 + cotg? @ = cosec? 8 M.38

1+ tg?6 = sec®d M.39

FIGURA M.13 Cuando se publicé por
primera vez esta figura no aparecian las
letras, pero venia acompanada de la frase:
“iFijese bien! Utilizando el dibujo, demuestre
el teorema de Pitdgoras: a* + b = ¢%”
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Tabla M.2

<
§ sen(A = B) = sen Acos B * cos A sen B
Qg cos(A *+ B) = cos Acos B F sen Asen B
" S tg A+ tgB

T tg(A £ B) = ——————

fg/ 1FtgAtgB

U

1
sen A +senB = 2sen{E(A o B)]COSB(A ¥ B)]

cos B sen A

cos A + cosB = 2COSB(A + B)}:OSB(A - B)]

cos A —cosB=2 senE(A + B)}SEHB(B - A)}

FIGURA M.14 Haciendo uso de este dibujo, sen(A = B)
demostrar la relacién sen (A + B) = sen A cos B + cos A tgAxtgB=———
s 1 e cos Acos B
sen B. También se puede utilizar para probar la relacién
cos (A + B) = cos A cos B — sen A sen B. Inténtelo. sen’§ + cos? 6 = 1;sec?@ — tg? 0 = 1; cosec®§ — cotg?d = 1

sen 20 = 2 sen 6§ cos §
cos 20 = cos*§ —sen’f = 2cos’ — 1 =1 — 2sen’d
2tg
En la tabla M.2, se relacionan éstas y otras férmulas 1—tg20
trigonométricas f:le mterejs. Obsérvese que p(‘ertenec.en 1 P 1 T eoni. | T o056
a cuatro categorias: funciones de sumas o diferencias ~ sen—0 =+, [————cos =+ [———tg—f=+ [—
de dngulos, sumas o diferencias de cuadrados de fun- 2 2 2 - 2 1+ cosd

ciones, funciones de dngulos dobles (26), y funciones
de dngulos mitad (%8) Fijese también que algunas de las férmulas contienen pares

de alternativas, expresadas con los signos *+ y ¥; recordar que esas férmulas siem- ‘
pre se aplican con todos los signos “superiores” o con todos los signos “inferiores”. 45°
La figura M.14 es una demostracién gréfica de las dos primeras férmulas de suma V2 1
de dngulos
45° ]
1

ALGUNOS VALORES IMPORTANTES DE LAS FUNCIONES

La figura M.15 es un diagrama de un tridngulo rectdngulo isésceles (un tridngulo
isosceles es un tridngulo con dos lados iguales) a partir del cual se puede hallarel FIGURA M. 15 Tridngulo rectangulo
seno, el coseno y la tangente de 45°. Los dos dngulos agudos de este tridngulo son ~ i9sceles.
iguales. Como la suma de los tres dngulos de un triangulo vale 180° y el dngulo

recto mide 90°, cada dngulo agudo debe medir 45°. Para simplificar, supongamos

que cada uno de los lados iguales tiene una longitud de 1 unidad. El teorema de

Pitdgoras nos da un valor para la hipotenusa de

c=Va + B =V12 + 12 = V2 unidades

Calculamos los valores de las funciones de la manera siguiente.

30°

b=V3

1 b 1 1 i ecti
sen 45° = % = s HOF  cosdEt = = = 0,707 tg45° = % et o of FIGURA M. 16 Tridngulo rectingulo de

-\/E c -\/E angulos 30°-60°.

Otro tridngulo comiin, el tridngulo rectingulo 30°-60°, aparece en la fi-

gura M.16. Como este triangulo rectdngulo es la mitad de un trigngulo 50° 60°
equildtero (un tridngulo 60°-60°-60°, o un tridngulo que tiene tres lados :

iguales y tres dngulos iguales), se puede ver que el seno de 30° debe ser

exactamente 0,5 (figura M.17). El tridngulo equildtero tiene todos los

lados iguales a ¢, la hipotenusa del tridngulo rectangulo 30°-60°. Asi, el 60° 60° 60° 60°

lado a es la mitad de la longitud de la hipotenusa, y por lo tanto,

sen 30° = l F lI‘G URA M - 17 (2)Un trié.qgg]p equilétero..(b) Un
triangulo equilatero que se ha dividido por medio de una
bisectriz para formar dos triangulos rectdngulos de
dngulos 30°-60°,
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Para hallar las otras razones dentro del tridangulo rectingulo de dngulos 30°-60°,
asignamos un valor de 1 al lado opuesto al angulo de 30°. Entonces

1
c=—=2 b=Vei-a2=V2-12=V3

0,5
b 3 1
contip =L YE _ 0,866 tg30° = = = —— = 0,577
c 2 b 3
b a 1
sen 60° = o = cos 30° = 0,866 cos 60° = S =sen 30° = 0
b 3
tg60° = - = V8 _
a 1
- A o FIGURA M.18 Enelcasodedngulos
APROXIMACION DE ANGULOS PEQUENOS peqiefics, sen® = a/c, te = &/ by el dngiilo
En el caso de dngulos pequefios, la longitud 4 es casi igual a la longitud s del arco, fg;sli SC sortadaselleproxnatamenks

como puede verse en la figura M.18. Por lo tanto, el dngulo 6 = s/c es casi igual a
senf =a/c

sen § = 0 para valores pequefios de M.40

Andlogamente, las longitudes ¢ y b son casi iguales, de forma que 038
tg @ = a/b es también casi igual tanto a # como a sen # para valores
pequefios de 6: 0.6

tgf =senf =~ 6 para valores pequefios de § M.41

. o1s - ; : 4
Las ecuaciones M.40 v M.41 son validas tinicamente si # se mide en 0
radianes. Como cos # = b/c y estas longitudes son practicamente
. iguales para valores pequefios de 0, tenemos 02
cosfl =1 para valores pequefios de 0 M.42 . 1?“ 2?“ 3|0° 4[0" 5?" 6IU° 7?° 0, grados

En la figura M.19, puede verse un gréfico de 6, sen 8 y tg 6 para valo- 0 02 04 06 08 10 120 radianes

res pequefios de 6. Si se necesita una precisién con un pequefio por-

centaje de aproximacién, se pueden utilizar las aproximaciones de  FIGURA ™M.19 Grdficos de tg 6, # y sen 6 en funcién de 6
angulos pequefios para dngulos de alrededor de un cuarto de radidan ~ para pequenios valores de 6.

(0 15°) 0 menores. Por debajo de este valor, conforme el dngulo se hace

mas pequefio, la aproximacion § = sen 6 = tg 6 es incluso mds exacta.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMO FUNCIONES DE
NUMEROS REALES ‘
Hasta aqui hemos presentado las funciones trigonométricas como propiedades de

angulos. La figura M.20 muestra un dngulo obtuso con su vértice en el origen y un
lado sobre el eje x. Para un déngulo genérico, las funciones trigonométricas se defi-

nen como
sen § = -z— M.43
X
cosf = — M.44 \
C |
go="1 M.45
gv = x : FIGURA M .20 Diagrama para definir las

funciones trigonométricas en un dngulo
Es importante recordar que los valores de x a la izquierda del eje vertical y los  obtuso.
de y por debajo del eje horizontal son negativos; ¢ en la figura se considera siem-
pre positiva. En la figura M.21, se han representado estas funciones en funcién
de 6. La funcién seno tiene un periodo de 27 rad. Asi, para cualquier valor de 6,
sen (# + 2m) = sen #. Es decir, cuando un dngulo varia en 27 rad, la funcién
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sen#
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ e
—90° | fooc\  270° ﬁS}\ 630° 6, grados
o A AN AN
5 2 5 by 5 , radlanes
L NN
cos
+ 1

;/ 0 \y 27r \Sy 45 0, radianes

—180%

1805 720° 4, grados
]

(o)

47 6, radianes

FIGURA M.21 Funciones
trigonométricas sen 6, cos # y tg # en funcion
del angulo 6.

o

|
|
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|
|
|
I
I

vuelve a tener su valor original. La funcién tangente tiene un periodo de 7 rad.
Asi, tg(@ + ) = tg 6, y asi sucesivamente. Otras relaciones ttiles son

sen(m — 8) = sen @ M.46
cos(m — 8) = —cos @ M.47
sen(i7 — ) = cos 8 M.48
cos(m — 8) = sen f M.49

Como el radidn es adimensional, no es dificil ver a partir de las curvas de la figura
M.21 que las funciones trigonométricas son funciones de todos los niimeros reales.
Las funciones trigonométricas pueden expresarse en series de potencias de 8. Las
series para el sen f y el cos 6 son

0”2 v
send =0 - —+———+ - M.50
31 5 7
e e 6°
c056:172—!+;ﬁfa+--- M.51

Cuando #§ es pequefio, se obtienen buenas aproximaciones utilizando sélo los pri-
meros términos de las series.

FHNLEE Coseno de una suma

Haciendo uso de la férmula trigonométrica apropiada de la tabla M.2, hallar cos (135° + 22°).
Dar la respuesta con cuatro cifras significativas.

PLANTEAMIENTO Mientras todos los dngulos estén dados en grados, no hay necesidad de
hacer la conversion a radianes, porque todas las operaciones son valores numéricos de las
funciones. Sin embargo, hay que estar seguros de que la calculadora esta en el modo grado.
La férmula adecuada es cos(A = B) = cos A cos B  sen A sen B, donde los signos superio-
res son los que hay que considerar.
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SOLUCION
1. Escribir la férmula trigonométrica para el coseno de una suma, cos(135° + 22°) = (cos 135%)(cos 22°) — (sen 135°)(sen 22°)
con A =135y B = 22%
2. Utilizando una calculadora, hallar cos 135°, sen 135°, cos 22° v cos 135° = —0,7071 sen 135° = 0,7071
sen 22°% cos 22° = (0,9272 sen 22° = 0,3746
3. Introducir los valores en la férmula v calcular la respuesta: cos(135° + 22°) = (—0,7071)(0,9272) — (0,7071)(0,3746)
= —0,9205

COMPROBACION La calculadora muestra que el cos(135° + 22°) = cos(157°) = —0,9205.

PROBLEMAS PRACTICOS

19. Hallar sen # y cos 6 para el tridngulo rectangulo de la figura M.12 enel quea = 4 cm y
b =7 cm. ;Cudl es el valor de 67

20. Hallar sen ¢, siendo 8 = 8,2°. ;Concuerda el valor obtenido con la aproximacion de dangu-
los pequerios?

N DESARROLLO DEL BINOMIO

Un binomio es una expresién que consta de dos términos unidos por un signo + o —.
El teorema del binomio establece que un binomio elevado a una potencia puede es-
cribirse, o desarrollarse, como una serie de términos. Si el binomio (1 + x) se eleva a
una potencia 1, el teorema del binomio adopta la forma

(n — 1)3:2 g nn — 1)n — 2)

o 3 x¥ 4+ M52

n
(1+x)=1+nx+

La serie es vdlida para cualquier valor de 7 si |x| es menor que 1. El desarrollo del
binomio es muy ttil para obtener expresiones algebraicas aproximadas, porque
cuando |x| <1, los términos de mayor orden en la suma son pequenos. (El orden de
un término es la potencia de x en el término. Asi, los términos mostrados de ma-
nera explicita en la ecuaciéon M.52 son de orden 0, 1, 2 y 3.) La serie es especial-
mente ttil cuando [x| es pequeno comparado con 1; en este caso, cada término es
micho menor que el término precedente y pueden eliminarse todos salvo los dos o
tres primeros términos del desarrollo. Si |x| es mucho menor que 1, se tiene

1+ x)" =1+ nx, x| << 1 M.53

El desarrollo del binomio se utiliza para deducir muchas férmulas de cdlculo que
son importantes en fisica. Un uso muy conocido en fisica de la aproximacion de la
ecuacién M.53 es la prueba de que la energia cinética relativista se reduce a la fér-
mula cldsica cuando la velocidad de una particula es muy pequefia comparada con
la velocidad de la luz c.

. Uso del desarrollo del binomio en el calculo de
Elemplu .10 la potencia de un numero

Utilizar la ecuacién M.53 para hallar un valor aproximado de la raiz cuadrada de 101.

PLANTEAMIENTO El nimero 101 sugiere facilmente un binomio, a saber, (100 + 1). Para
aproximarse a la respuesta por medio del desarrollo del binomio, hemos de manipular la ex-
presién para conseguir un binomio que conste de 1 y un término menor que 1.

SOLUCION

1. Escribir (101)'/? para dar una expresion (1 + x)" en la que x es (101)2 = (100 + 1)2 = (100)"2(1 + 0,01)"/2 = 10(1 + 0,01)"/>
mucho menor que 1:
(-4
2

2. Utilizar la ecuacién M.53 con i1 = §y x = 0,01 para desarrollar (14 0,00)72 =1+ 50,01) +
(1 +0,01)2

(0,019 + .-
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3. Como |x] << 1, es de esperar que la magnitud de los términos Conservando s6lo los términos de érdenes cero y uno, da
de orden 23’/ superiores sea con51derab¥em?nte mds pequefia (1 + 0,01)12 = 1 + }0,01) = 1 + 0,0050000
que la del término de primer orden. Aproximar el binomio (1) X
manteniendo s6lo los términos de orden cero y de primer = 1,0050000
orden, y (2) manteniendo sélo los tres primeros términos: Si se conservan solo los de orden cero, uno y dos, da

(1 + 00142 =1+ %0,01) +

2(=2)

(0,01

=1 + 0,0050000 — 0,0000125
= 1,0049875

4. Sustituir estos resultados en la ecuacion del paso 1: Manteniendo sélo los términos de érdenes cero y uno, da

(101)2 = 10(1 + 0,01)"2 ~ | 10,050000

Manteniendo sélo los términos de érdenes cero, uno y dos, da

(101)'2 = 10(1 + 0,01)V2 = | 10,049875

COMPROBACION Es de esperar que la respuesta sea correcta dentro de un margen del
0,001%. El valor de (101)"2, con ocho cifras, es 10,049876. Este difiere de 10,050000 en 0,000124,
o alrededor de una parte en 10°, y difiere de 10,049875 en aproximadamente una parte en 107.

PROBLEMAS PRACTICOS En los problemas que se dan a continuacién, calcular la res-
puesta quedandose en el desarrollo del binomio con los términos de orden cero y uno (ecua-
cién M.53), hallar la respuesta utilizando una calculadora y mostrar la discrepancia
porcentual entre los dos valores.

21. (1 + 0,001)4
| 22. (1 - 0,001)%

N[/l NUMEROS COMPLEJOS

Numeros reales son todos los niimeros, desde — a +%, que pueden ordenarse. Sa-
bemos que, dados dos ntimeros reales, uno es siempre igual, mayor o menor que
el otro. Por ejemplo, 3 > 2, 1,4 < \/5 < 1,5,y3,14 < 7 < 3,15. Un ntimero que no
se puede ordenar es V=1 no se puede dar el valor de este nimero y, por tanto, no
tiene sentido decir, por ejemplo, que 3 X V1 es mayor que 0 menor que
2 X V1. Los primeros matemadticos que trataron con nimeros que contenian
\/~1 llamaron a estos niimeros imaginarios porque no podian usarse para medir o
contar algo. En matemdticas se utiliza el simbolo i para representar V-1
La ecuacion M.5, la férmula cuadratica, se aplica a ecuaciones de la forma

axt+bx+c=0

La férmula muestra que no hay raices reales cuando b? < 4ac. Hay todavia, sin em-
bargo, dos raices. Cada una de las raices es un niimero que contiene dos términos:
un namero real y un mdltiplo de i = \V-1.El multiplo de 7 recibe el nombre de
nimero imaginario e i se denomina unidad imaginaria.

Un niimero complejo z, en general, puede escribirse como

z=a+ bi M.54

donde a v b son nimeros reales. Al nimero a se le llama parte real y al b parte ima-

ginaria de z. Podemos representar un niimero complejo z en un plano, como se ve

en la figura M.22, en donde el gje x es el eje real y el eje y es el eje imaginario. Pue-
den utilizarse las relaciones a = r cos 8 y b = r sen 6 de la figura M.22 para expresar
el numero complejo z mediante coordenadas polares (un sistema en el que un
punto se designa por el dngulo de rotacién 6 y la distancia r en la direccién de 6):

z=rcosf + irsenf M.55
donde r = Va? + b? se denomina médulo o magnitud de z

z=a+ bi

a + bi
rcos § + (r sen #)i
r(cos @ + i sen @)

FIGURA M.22 Representacién de un
ntimero complejo en un plano. La parte real
del mimero complejo se representa a lo largo
del eje horizontal y Ia parte imaginaria a lo
largo del eje vertical.
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Cuando se han de sumar o restar nimeros complejos, sus partes reales y sus
partes imaginarias se suman o restan por separado:

z, tz,=(a, +ib) + (@, +ib) = (a, +a,) +ilb, + 1) M.56

Sin embargo, cuando se han de multiplicar dos nimeros complejos, se debe multi-
plicar cada término de un factor por cada término del otro:

z,z, = (a, + iba, + ib,) = a,a, + i*b,b, + i(a,b, + a,b,)
=a,a, — bb, + ila,b, + 2,b)) M.57
donde hemos utilizado i2 = —1.

El complejo conjugado z* de un ntimero complejo z es aquel nimero que se ob-
tiene sustituyendo i por —i.5iz = a + ib, z* es
=@+ ib)=a—ib M.58
(Cuando una ecuacion cuadrédtica tiene raices complejas, las raices son nimeros
complejos conjugados, de la forma a * bi.) El producto de un niimero complejo
por su complejo conjugado es igual al cuadrado del médulo de dicho nimero:
2z* = (a + ib)(a — ib) = a*® + b* = r? M.59
Una funcién de un nimero complejo particularmente ttil es la exponencial ¢*. Ha-
ciendo uso del desarrollo ¢, se tiene

, o ey 6P ()
e =1+if + sttt T

Utilizando i* = —1,i* = —i,i* = +1, y asi sucesivamente, y separando las partes
reales de las imaginarias, este desarrollo puede escribirse como

’ 2 ¢ : 6
o= (1-0+ 0 -] ri{o-5+)

Comparando este resultado con las ecuaciones M.50 y M.51, podemos ver que
e = cos® + isend M.60

Y haciendo uso de este resultado, podemos expresar un nimero complejo en ge-
neral como una exponencial

z=ag+ib=rcos@ + irsend = re? M.61

Siz = x + iy, donde x e iy son variables reales, entonces z es una variable compleja.

VARIABLES COMPLEJAS EN FiSICA

Las variables complejas se utilizan a menudo en férmulas que describen circuitos
de corriente alterna: la impedancia de un condensador o un inductor incluye una
parte real (la resistencia) y una parte imaginaria (la reactancia). (Sin embargo, hay
maneras alternativas de analizar los circuitos ac, como los vectores giratorios lla-
mados fasores, que no necesitan que se les asignen valores imaginarios.) Las varia-
bles complejas son importantes también en el estudio de ondas arménicas por
medio del andlisis y sintesis de Fourier. La ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo contiene una funcién de variable compleja de la posicién y el tiempo.

M Hallar una potencia de un nimero complejo

Calcular (1 + 3i)* haciendo uso del desarrollo del binomio.

PLANTEAMIENTO La expresion es de la forma (1 + x)”. Como n es un entero positivo, el de-
sarrollo es vdlido para cualquier valor de x, y todos los términos distintos de los de orden n
0 mds pequerios deben ser iguales a cero.

SOLUCION
. 3 % 1o CAB),. 4B 430
1. Escribir el desarrollo de (1 + 3i)* para mostrar los términos 1T+4-3i + —(3i)F + ——5'—*(3:)3 e ————— (31}

| !
hasta el cuarto orden: 2! 4
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2. Obtener cada término, recordando que i? = =1, = —i, yi* = +1 1+ 12i — 54 — 108/ + 81

3. Mostrar el resultado en la forma a + bi: (1 + 3¢ =28 — 96

COMPROBACION Se puede resolver el problema algebraicamente para mostrar que la so-
lucién es correcta. Primero se eleva al cuadrado (1 + 3i) y, a continuacién, el valor obtenido
se eleva de nuevo al cuadrado para obtener (1 + 3i)*

(1+3P=1-14+21-3+GP=1+6i—9=-8+ 6i
(=8 + 61 = (=8)(—8) + 2(—8)(6i) + (6i)* = 64 — 961 — 36 = 28 — 96i
PROBLEMAS PRACTICOS Expresar en la formaa + bi:

23, e

| 24, eiw‘/z

\NYI CALCULO DIFERENCIAL

El calculo es la rama de las matemdticas que permite establecer
tasas instantdneas de variacion de funciones y variables. A partir
de la ecuacién de una funcién, digamos x funcién de ¢, se puede
siempre hallar x para un valor particular de £. pero con los méto-
dos del célculo se puede ir mucho mds lejos. Se puede saber
dénde x tendrd ciertas propiedades, tales como un valor médximo Linea tangente en
o0 minimo, sin tener que manejar interminables valores de t. Con (x1, f1)
el cdleulo, si se dan los datos apropiados, se puede hallar, por
ejemplo, la posicion del esfuerzo maximo en una viga, o la velo-
cidad y posicion en el tiempo t de un objeto que cae, o la energia
que adquiere al caer un objeto en un tiempo f o la energia que ad-
quiere durante el impacto el cuerpo que cae. Las reglas del cél-
culo tienen su origen en el examen de las funciones a nivel
infinitesimal, analizando, pongamos por caso, cémo variard x
cuando f se vaya haciendo cada vez mds pequefio. Empezamos
con el cilculo diferencial, en el que se determina el limite de la E
tasa de variacién de x con respecto a f cuando la variacién en f se
hace cada vez mds préxima a cero.

La figura M.23 muestra un gréfico de x en funcién de f para
una funcién tipica x(t). Para un valor particular t = t,, x tiene el
valgr %, como estd indicado; y para otro t%, x tiene el valor x,. La pendiente es Av/Af. Cuando disminuye el intervalo de tiempo que
variacion o incremento de ¢, t2 - tl’ se escribe At = r2 - tl’ ¥ el co- comienza en ¢, la pendiente de dicho intervalo se aproxima a la
rrespondiente a x, se escribe Ax = x, - x,. El cociente Ax/At es la pendiente de la tangente a la curva en el instante t, que es la
pendiente de la recta que une los puntos (x, t,) v (x,, tz). Si hace- derivada de x respecto a t.
mos a At cada vez menor, la recta que acabamos de mencionar
tiende a convertirse en la tangente a la curva en el punto (x,, f,).

La pendiente de esta recta tangente se denomina derivada de x respecto a f, y se
escribe dx/dt:

iy | SR T SR S S S T PR

Ax = x5 — xq

| R == o g o 4———1_

i_fx = pendiente

FIGURA M.23 Representacién gréfica de una funcién tipica
x(t). Los puntos (x,, t ) y (xz, fz) estdn unidos por una recta, cuya

dx _ o Ax x
dt Ao At BLsE
(Cuando hemos hallado la derivada de una funcién, decimos que hemos derivado x=Ct

la funcién; y los elementos muy pequefios “dx” y “dy” se denominan diferenciales
de x y t, respectivamente.) La derivada de una funcién-de t es otra funcién de ¢. Si
X es una constante y no varia, la representacién gréfica de x frente a f es una recta
horizontal de pendiente cero. Por lo tanto, la derivada de una constante es cero. En

la figura M.24, x no es constante sino proporcional a t: FIGURA M.24 Representacion grafica
de la funcién lineal x = Ct. Esta funcioén tiene

x=Ct una pendiente constante C.
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Esta funcién tiene una pendiente constante igual a C. Asi, la derivada de Ctes C. La
tabla M.3 recoge algunas propiedades de las derivadas y las derivadas de algunas
funciones que aparecen a menudo en fisica, seguidas de comentarios encaminados
a hacer estas propiedades y reglas mas claras. Se pueden encontrar andlisis més de-
tallados en la mayorifa de los libros de calculo.

Tabla M.3

Linealidad

1. La derivada de una constante multiplicada por una funcién es igual a la constante
multiplicada por la derivada de la funcién:

)
dt

2. Laderivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de las
funciones:

d
sleswl=c

_ ﬂ 43)
Lipe) + g1 = 22+ B2

Regla de la cadena

3. Sifes funcién de x v a su vez x es funcién de f, la derivada de frespecto a t es
igual al producto de la derivada de f respecto a x por la derivada de x respecto a t:

df dx

f(‘f( N = EE

Derivada de un producto

4, La derivada de un producto de funciones f(t)g(t) es igual a la primera funcién
multiplicada por la derivada de la segunda mds la segunda funcién multiplicada
por la derivada de la primera:

df(t)

g1 = ;0™ + g

Derivada inversa

5. La derivada de f respecto a x es la reciproca de la derivada de x respecto a f,
suponiendo que ninguna de ellas sea nula:

df dx\ ! ) dt dx
i s si E#O Y o0

Derivadas de funciones particulares

6. Si C es una constante, entonces dC/dt = 0.

daem) . .
7 =il Si n es constante.
dt
_ d .
8. E sen wf = w cos wt Si w es constante.
d .
0. 7 cos wt = —w sen wl Si w es constante.

d
10. P ot = wsen’ @t Siw es constante.

d
11. Eef” = bett Si b es constante.

12. L Inbt = 5 Si b es constante.
dt 3
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COMENTARIOS A LAS REGLAS 1A 5

Las reglas 1 y 2 resultan del hecho de que el proceso de limite es lineal. Podemos
comprender la regla 3 (regla de la cadena) multiplicando Af/Af por Ax/Ax y ob-
servando que, puesto que x es una funcién de ¢, tanto Ax como Af tienden a cero
cuando At tiende a cero. Entonces, se tiene

- 1n(50) - (L) (1m0 ) -8
A}Lnﬂ Af _\f—»o At Ax a0\ Ax At ) -_\;To Ax A}I—I}U At dx dt

ya que el limite del producto de dos funciones es igual al producto de sus limites.
La regla 4 no resulta tan evidente. La derivada de un producto de funciones es
el limite del cociente
f(t + ABg(t + At) — f(t)g(t)
At

Si sumamos y restamos la cantidad f(f + At)g(f) en el numerador, podemos escri-
bir este cociente como

ft + ARg(t + A — f(t + Atg(t) + f(t + At)g(t) — f(t)g(t)

At
~ glt + AL — g(b) ft + AD — £()
e M{T} o el =R

Cuando At tiende a cero, los términos entre corchetes se convierten en dg(t)/dt y
df(t)/ dt, respectivamente, y el limite de esta expresion es

d d
s 3(” (t)i

La regla 5 se deduce directamente de la defm1c1on.
ax _ .o BAx_ (Af) v (dt)l
dar - MS0Ar ao\Ax)  \dx
COMENTARIOS A LAREGLA 7

Podemos obtener este importante resultado utilizando el desarrollo del binomio.
Se tiene

fy=¢
At

f(f+Af):(t+At)"=t”(1+7)"
ol 4 B M DAYl — Dl = 2 AN
_t{1+nt+ o1 (t)+ 3l (t)+}

_ o] AL i = DA
F(t+ AD — f(D) t[t - (t>+ ]

f(t + At) — f(t)
At
El término siguiente que se ha omitido de la dltima suma es proporcional a (At} el si-

guiente lo es a (Af), y asf sucesivamente. Todos los términos excepto el primero tien-
den a cero cuando Af tiende a cero. Asi pues,

df _ G+ 80 - f)
dt ml-l;nu At

Entonces

nn
=p"1 + %f" AL + -

—_ ?’lfﬂil

COMENTARIOS A LAS REGLAS 8 A 10

Escribiremos sen wt = sen 0, siendo § = wt, v utilizaremos la regla de la cadena,

dsen6 dsenfdd  dsend
dt o ar © de

SECCION M.11

M.23
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Luego emplearemos la férmula trigonométrica correspondiente al seno de la
suma de dos dngulos 6 v A6:
sen(f + AB) = sen Af cos  + cos Af sen @

Como Af ha de tender a cero, podemos utilizar las aproximaciones correspondien-
tes a dngulos pequefios

sen Af = Af y cos Af = 1
Entonces
sen(f + Af) = Af@ cos @ + sen d

y
sen(f + Af) — sen f

Ap

== cos f

Puede aplicarse un razonamiento semejante a la funcién coseno para obtener la
regla 9.

La regla 10 se obtiene escribiendo tg 6 = sen 0/cos 6 y aplicando la regla 4, asi
como las reglas 8 y 9:

a _d T a y, dlsen®) -
dt(tg a) = dt(sen #)cos #)' = sen Gdt(cos gt + o (cos 8)
= sen #(—1)(cos 0)*(—sen B) + (cos #)(cos )1
_ sen? 0

+1=te26 + 1 = sec’
cos? @ &

Para obtener la regla 10, sustituir § = wt y usar la regla de la cadena.

COMENTARIOS A LA REGLA 11

Una vez mads utilizamos la regla de la cadena
de® _bde® . de® _ def
at  bdt d(bt) af
y el desarrollo en serie de la funcién exponencial:
(A0 (A6)
21 3! i

con 0 = bt

eI A0 = p0od0 — o0l 1 1 Ap &

Entonces
G 2
A0 (86)
Af 2! 3!

Cuando A tiende a cero, el segundo miembro de la ecuacién anterior tiende a ¢”.

COMENTARIOS A LA REGLA 12

Sea
y=Inbt
Entonces

1
L’y:btiftgelf

A partir de aqui, utilizando la regla 11, se obtiene
ﬁ = lev - .di = f
dy b T dy

Y, por tltimo, utilizando la regla 5, se llega a

d_y_(ﬂft)]_l
e \dy/) ¢
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DERIVADAS DE SEGUNDO ORDEN Y SUPERIOR.
ANALISIS DIMENSIONAL

Una vez que se ha derivado una funcién, se puede derivar la expresion resultante
mientras queden términos que derivar. Una funcién como x = ¢ se puede derivar
indefinidamente: dx/dt = be" (esta funcién se deriva para dar b2%", y asf sucesiva-
mente).

Considerar la velocidad y la aceleracién. Se puede definir la velocidad como la tasa
de variacién de la posicién de una particula, o dx/dt, y la aceleracién como la tasa de
variacion de la velocidad, o la segunda derivada de x con respecto a ¢, es decir,
d?x/dt*. Si la particula se desplaza a velocidad constante, entonces dx /df serd cons-
tante. La aceleracidn, sin embargo, serd cero: tener velocidad constante es lo mismo
que no tener aceleracion, y la derivada de una constante es cero. Consideremos
ahora la caida de un objeto sometido a la aceleracién constante de la gravedad: la
velocidad dependerd del tiempo y la segunda derivada d?x/df serd constante.

Las dimensiones fisicas de una derivada con respecto a una variable son aquellas
que resultarfan si la funcién original de la variable se dividiese por el valor de la
variable. Por ejemplo, la dimensién de una ecuacién en la que un término es x (para
la posicién) es la de longitud (L), las dimensiones de la derivada de x con respecto
al tiempo t son las de velocidad (L/T) y las dimensiones de 42x/d#* son las de ace-

leracién (L/T?).

M Posicion, velocidad y aceleracion

SECCION M.11

M.25

Hallar la primera y segunda derivada de x = 3at? + bt + ¢, donde a, b v ¢ son constantes.
La funcién da la posicién (en metros) de una particula en una dimensién, donde ¢ es el
tiempo (en segundos), 2 es la aceleracion (en m/s?), b es la velocidad (enm/s)at =0,y ces
la posicién (en metros) de la particulaa t = 0.

PLANTEAMIENTO Tanto la primera como la segunda derivada son sumas de términos;
para cada una de las derivadas, se deriva cada término por separado y se suman los resul-

resultado del paso 3:

tados.
SOLUCION
: . : : dzat) (1
1. Para hallar la derivada primera, se calcula primero la derivada 7 = f2~a 281 = gt
del primer término:
: : o, d(bt) dlc)
2. Calcular la derivada primera del segundo y tercer término: TR T 0
L
: : dx
3. Sumar estos resultados: s at + b
: : d*x
4. Para calcular la derivada segunda, repetir el proceso para el a8 +0=a

COMPROBACION Las dimensiones fisicas muestran que el resultado es plausible. La fun-
cién es una ecuacion de la posicion; todos los términos estdn dados en metros —las unida-
des de #* y t anulan las unidades de s’ y s en las constantes a y b, respectivamente. En la
funcién para dx/dt, todos los términos estdn igualmente en m/s: la derivada de la constante
ces cero y launidad de f anula una de las unidades de s de la constante a. En la funcion para
d*x/dr, sélo la aceleracion permanece constante; como era de esperar, sus dimensiones son
LIz,

PROBLEMAS PRACTICOS

25. Hallar dy/dx paray = §x3 — 24x — 3.

26. Hallar dy/dt para y = ate”, donde a y b son constantes.
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RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
UTILIZANDO NUMEROS COMPLEJOS

Una ecuacidn diferencial es una ecuacion en la que las derivadas de una funcién
aparecen como variables. Es también una ecuacién cuyas variables estan relacio-
nadas a través de sus derivadas. Considerar una ecuacién de la forma
aﬁ+bd—x+cx=Ac05wt M.63
dar? dt
que representa un proceso fisico, tal como un oscilador arménico amortiguado for-
zado por una fuerza sinusoidal, 0 una asociacién LCR en serie forzada por una caida
de potencial sinusoidal. Aunque cada uno de los pardmetros de la ecuacién M.63 es
un nimero real, el término coseno dependiente del tiempo sugiere que podriamos ha-
llar la solucidn estacionaria de esta ecuacién introduciendo ndmeros complejos. Pri-
mero construimos la ecuacién “paralela”
dy - dy
a——+b— +cy = Asen ot M.64
df? dt
Esta ecuacidn carece de significado fisico por si misma, y no tenemos interés en re-
solverla. Sin embargo, resulta titil para resolver la ecuaciéon M.63. Después de mul-
tiplicar la ecuacién M.64 por la unidad imaginaria i y sumarla a la ecuacién M.63,
se obtiene

42 e dv dy
(adf;; + aigg) + (bd_:: + bid—{ + {ex + ciy) = A cos wt + Ai sen wt
A continuacién, combinamos términos para obtener
d2x + iy d(x + 1y)
a y) + b ( i
dr? dt

+ clx + iy) = Al(cos wt + isen wt)  M.65

que es védlida porque la derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas.
Simplificamos este resultado definiendo z = x + iy y utilizando la identidad
¢ = cos wt + i sen wt. Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacion M.65, se
obtiene

d? d .
a f + b—z + cz = Aet M.66
d? dt

que ahora resolvemos para z. Una vez obtenida z, se puede hallar Ia solucién para
x utilizando x = Re(z).

Como estamos buscando sdlo la solucion estacionaria de la ecuacién M.65, po-
demos suponer que esta solucién es de la forma x = x, cos(wt — ¢), donde ¢ es
una constante. Esto equivale a suponer que la solucion de la ecuacion M.66 es de
la forma z = ne™, donde 5 es un nimero complejo constante. Entonces,
dz/dt = iwz, d’z/dt? = —’z, y ¢ = z/m. Sustituyendo estas expresiones en la
ecuacion M.65, se obtiene

) ¥
—aw’z + iwbz + cz = A—
Ui

Dividiendo ambos lados de esta ecuacién por z y despejando %, resulta

A

n_—aw2+iwb+c

En forma polat, el denominador se expresa

(—aw? + ¢) + iwb = \/(—uw2 + c)? + w?b? e
donde tg ¢ = w?h*/(—aw® + c). De este modo,
A

= €
'\/(—am2 + ) + w?b?

—icb
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v = neﬁw% T A pitwt =)

\/(-aw2 + P + w?h?
_ A
\/(—aw2 + o) + &*P?
de donde se deduce que

[cos(wt — ¢) + isen(wt — ¢)] M.67

A
\/("awz + ¢)? + w?b?

x = Re(z) = cos(wt — ¢) M.68

LA FUNCION EXPONENCIAL

Una funcién exponencial es una funcién de la forma #*, donde a > 0 y b son cons-
tantes. La funcion se escribe habitualmente en la forma e, donde c¢ es constante.

Cuando la tasa de cambio de una cantidad es proporcional a la propia cantidad,
ésta aumenta o disminuye exponencialmente, dependiendo del signo de la cons-
tante de proporcionalidad. Un ejemplo del decrecimiento exponencial es la desin-
tegracion nuclear. Si el niimero de niicleos radiactivos en un cierto instante es N,
entonces su variacion AN en un determinado intervalo de tiempo dt muy pequefio
serd proporcional a N y a dt:

AN = —AN dt

donde la constante de proporcionalidad A es la constante de desintegracion (no con-
fundir con la tasa de desintegracién dN/dt, que decrece exponencialmente). La
funcién N que satisface esta ecuacién es

N = N M.69

donde N, es el nimero de nucleos radiactivos en el instante ¢ = 0. La figura M.25
muestra N en funcién de t. Una caracteristica del decrecimiento exponencial es que
N disminuye en un factor constante en un intervalo de tiempo determinado. El in-
tervalo de tiempo necesario para que N disminuya hasta su mitad se denomina pe-
riodo de semidesintegracidn ty 5 que se obtiene haciendo N = %Nn en la ecuacion
M.69 y hallando el valor de .

_In2 0,693

= = M.70

t

Un ejemplo de crecimiento exponencial es el aumento de poblacién. Si el niimero de
organismos vivos es N, la variacién de N al cabo de un intervalo de tiempo pe-
queno dt viene dado por

AN = +AN dt
donde A es ahora la constante de crecimiento. Entonces, la funcién N que satisface

esta ecuacion es
N = Noe"f M.71

(Obsérvese el cambio de signo del exponente.) En la figura M.26, se muestra un
gréfico de esta funcién. Un crecimiento exponencial se caracteriza por un tiempo
de duplicacién T,, que estd relacionado con A por

_In2_ 0693

M.72
z A A

Muy a menudo, conocemos el crecimiento de poblacién como un aumento por-

centual por afio y deseamos calcular el tiempo de duplicacién. En este caso, halla-

mos T, (en afios) a partir de la ecuacién

- 69,3
r

T

2 M.73

donde r es el porcentaje por afio. Por ejemplo, si la poblacién aumenta en un 2%
cada afo la poblacién se duplicard cada 69,3/2 = 35 afios. En la tabla M .4, se reco-
gen algunas relaciones titiles de las funciones exponenciales y logaritmicas.

M.27

FIGURA M.25 Grédficode N en funcién
de t cuando N decrece exponencialmente. El

tiempo £, ,
disminuya a la mitad.

N

es el tiempo que se tarda en que N

FIGURA M.26 Representacionde Nen
funcién de f cuando N crece exponencialmente.
El tiempo T, es el tiempo que emplea N en

duplicarse.

Tabla M.4

e = 2,71828

el=1

Siy = ¢, entonces x = Iny
enx =

e ey = gty

(e = ¥ = (V)"
Ine=1;In1=0

Inxy =Inx+ Iny
X

In—=Inx — In1
Y ¥

Ine*=x;Ing*=xIna

Inx = (In10) log x

=2,3026log x
log x = (loge) Inx = 0,43429 In x
2 43
e":1+x+—2~l+§—
¥2 S ah
ol 4 =g - =
A+B=2-5 434
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m Desintegracion radiactiva del cobalto-60

El periodo de semidesintegracién del cobalto-60 (*'Co) es 5,27 afios. A t = 0 se tiene una
muestra de *’Co de masa 1,20 mg. ;Cudnto tiempo f (en afios) habrd de transcurrir para que
0,400 mg de la muestra de “Co se hayan desintegrado?

PLANTEAMIENTO En la deduccién del periodo de semidesintegracion pusimos N/N, =
1/2. En este ejemplo, hemos de hallar el tiempo de permanencia de dos tercios de la mues-
tra, es decir, cuando la fracciéon N/ N, sea de 0,667.

SOLUCION

1. Expresar la fraccion N/ N, como una funcién exponencial: % = 0,667 = e™M
I 0
N[]
2. Obtener los valores reciprocos de ambos miembros: e 1,50 = e
3 D ) e In1,50 0,405
. Despejar *}4 s
In1,5 In1,5
4. La constante de desintegracién estd relacionada con el periodo t= Hi X 5,27 afios = 3,08 afios
de semidesintegracion por medio de A = (In2)/t, , (ecuacién In2 In2

M.70). Sustituir (In2)/t, , por A y calcular el tiempo:

COMPROBACION Para que la masa de una muestra de “Co decreciese hasta el 50% de su
masa inicial habrian de transcurrir 5,27 anios. Por lo tanto, es de esperar que la muestra tar-
dase menos de 5,27 afos para perder el 33,3% de su masa. Por tanto, el resultado obtenido
(3,08 anos), concuerda con lo esperado.

PROBLEMAS PRACTICOS

27.La constante de tiempo de descarga de un condensador en un circuito RC es el tiempo
que tarda el condensador en descargarse hasta ¢! (o sea 0,368) veces su cargaat = 0. 5i
7 = 15 para un condensador, ;cudnto tiempo ¢ (en segundos) habrd de transcurrir para
descargarse hasta el 50% de su carga inicial?

28.5i la poblacién de coyotes en un determinado lugar estd creciendo a un ritmo del 8,0%
por década y contintia creciendo al mismo ritmo indefinidamente, ;en cudntos afios se al-
canzard una poblacién 1,5 veces la actual?

(NAVE CALCULO INTEGRAL

El calculo integral se puede considerar el inverso del calculo di- ~ A)
ferencial. Si una funcién f{f) se integra, se obtiene una funcién o
E(t), de forma que f(t) es la derivada de F(t) con respecto a ¢.

LA INTEGRAL COMO UN AREA BAJO UNA
CURVA. ANALISIS DIMENSIONAL

La integracion estd relacionada con el problema de hallar el va
area bajo una curva. La figura M.27 muestra una funcion f(t).
El drea del elemento sombreado es aproximadamente f, At, en
donde f, se calcula en un punto cualquiera del intervalo Af, 4
Esta aproximacién mejora si At, es muy pequerfio. Se halla el
drea total desde t, hasta t, sumando todos los elementos de
drea desde t, a t, y tomando el limite cuando At, tiende a cero.
Este limite se denomina la integral de f extendida al intervalo
t, t,yse escribe

") I »

|’—\f1 | Aty |Ats] -
51 15}

Jf dt = drea, = }IimOEfr.Atf M.74

Las dimens.ior‘les fisicas d? una.mtegral (_:Ie una funcién f(t) ’Se FIGURA M.27 Funcién general f(t). El drea del elemento
hallan multiplicando las dimensiones del integrando (la funcién sombreado es aproximadamente f, At, en donde £, se calcula para un
que se ha de integrar) por las dimensiones de la variable de in-  punto cualquiera del intervalo.
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tegracién f. Por ejemplo, si el integrando es una funcién velocidad o(t) (dimensio- -I- hl M 5
nes L/T) y la variable de integracion es el tiempo ¢, la dimension de la integral es aia .
L = (L/T) X T. Esto es, las dimensiones de la integral son las de la velocidad mul-

tiplicadas por el tiempo.
Sea 1. JA dt = At
’ 1
Y= Jf dt M.75 2 JAt df = EAF
f\
La funcién y es el drea bajo la curva de f en funcién de ¢ desde ¢, hasta un cierto 5 JAF; dt=A 2l n#—1
valor general t. En el caso de un intervalo Af pequefio, la variacién en el drea Ay es n+1
aproximadamente f At:
4. JAH dt = Alnli
Ay = f Al
Ay 5 Je"' dt = ot
f=—= b
At
Si tomamos el limite cuando Af tiende a cero, podemos ver que fes la derivada de y: 6. [COS wt dt = — sen wf
dy
f= o M.76 7. | senwtdt = —— cos wt
8. J e dy = -
0
INTEGRALES INDEFINIDAS E INTEGRALES DEFINIDAS - i
. 9.J e“”fzdxzf\/E
Cuando escribimos G 2
47 Jf at ML27 10. J xe o dx = 2
0 a
estamos mostrando y como una integral indefinida de f extendida a t. Para calcu- @ i 1 =
lar una integral indefinida, se halla la funcién y cuya derivada es f. Como esa fun- 11 J X dx =283
cién podria contener un término constante cuya derivada es cero, se incluye como “w
término final una constante de integracion C. Si se integra la funcién sobre un seg- 15 f xdp=a dy = 4
mento conocido —como el que se extiende desde {, a {, en la figura M.27— se 0 a?
puede hallar una integral definida, eliminando la constante desconocida C: J‘x e 3 (=
13. | xte™dx=_,/—
0 @

t
J Fdt = y(t) — y(t) M.78
t * En estas formulas, A, b y @ son constantes. En las siete

primeras formulas puede sumarse al segundo miembro

En la tabla M.5, se recogen algunas férmulas 111tegral(.es importantes. Pueden en- |, L ima constante arbitraria C. La constante
contrarse unas listas mds extensas de férmulas de derivadas e integrales en cual- ;4 mayor que cero.
quier manual de cdlculo o buscando "tablas de integrales” en Internet.

TEIIALE Integracion de las ecuaciones del movimiento

Una particula se mueve con una aceleracién constante a. Escribir una férmula para la posi-
cion x en funcién del tiempo ¢ si la posicién y la velocidad son x,, y v, cuando t = 0.

PLANTEAMIENTO La velocidad v es la derivada de x con respecto a t, y la aceleracion es
la derivada de v con respecto a t. Se podria obtener una funcién x(t) después de efectuar dos
integraciones.

SOLUCION
1. Integrara con respecto a t para hallar v como una funcién de t. v = fa dt = a fdf
La aceleracién a puede sacarse del integrando porque es s
constante: % 4 !
donde C, es a multiplicada por la constante de integracion.
2. Lavelocidad es v = v, cuando t = 0: 7,=0+C, =C, =1

de modo que v = v, + af



M.30

3. Para hallar x como una funcién de £, se integra v con respecto a £ x

4. La posicién x = x, cuando ¢ = 0:

Apéndice de matematicas

x

donde C, representa las constantes de integracién combinadas

Jv dt = J(vﬂ + at)dt = Jvo dt + Jaf dt

vUJdr + aJtdt = ot + 3af? + C,

X, ="0+0+C,

demodo que x = x

4 152
1
ot Ut T zaf

COMPROBACION Derivar dos veces el resultado del paso 4 para obtener la aceleracién

dx

,
dt

PROBLEMAS PRACTICOS

6
29. Jde=
3

3
30. V= J'ﬁ"rzdL =

5

at

d
- @(Z’o +at)=a

d -
;‘E(xo + vyt +5af%) = 0+ vy +at

Respuestas a los problemas practicos

1. 024L 18.
2. 31,6 m/s 19.
3 6,0 kg/em® 20.
= = 21.
5. 154 L 2
6 3,07 L
23.
% Falso
24,
8 x=(45m/s)t + 30m
25.
9 x =8,y =60
26.
11. 2(x — y)
27.
12. x2(2x + 4)(x + 3)
28.
13. x1/2
29.
14. x6
30.
15. 3
16. ~2,322

17. V/A=3r

A=2igl?

sen 6 = 0,496; cos # = 0,868; 8 = 29,7°
sen 8,2° = (0,1426; 8,2° = 0,1431 rad
0,996; 0,99600; proximo al 0%

0,96; 0,96077; << 1%

-1+ 0i=-1

0+i=i

dyfdx = £x2 — 24

dy/dt = aet*(bt + 1)

0,693 s

51 anos

9

312




