SIST. DE PARTICULAS: MASA REDUCIDA

Demostrar que en un sistema de dos particulas los momentos lineales referidos al c.m.
son: p'=uv,, p,=-uv, y que L =r,xuv, siendo u la masa reducida del
sistema.

Solucion: I.T.T. 03

La posicion y la velocidad del centro de masas del sistema vendran dadas por:

- myn+ m,r, 5o dr., _my, +myv,
oM mi+m, M dt m, +m,

La posicion y velocidad de cada particula referida al centro de masas seran:
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Los momentos lineales de las particulas respecto al centro de masas seran:

U = b= == = b=
p=my =W, , P, =nmyw,=-Uv,

El momento angular respecto al centro de masas sera:

7 = g - ndl ILL - - ILL - - 2 =L
Loy =nx% (mlvl)+ X (m2v2)= (z) B X Uvy, + (m )’"12 XUV, =\ hy X Uy,
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Un astrénomo observa un sistema estelar doble formado por dos estrellas que realizan,
alrededor de un punto comun, un movimiento circular de periodo 7'y de radios r, y r,
respectivamente. Determinar la masa de las dos estrellas.

Solucién: I.T .I. 02, 04, 1.T.T. 96, 02, 04

El punto comun alrededor del cual giran las dos
estrellas es el C.M. del sistema. Situando el origen de
coordenadas en dicho punto:

_mn+ myn mh - m,h

=0 =0 (1) "

I
M m+m, m +m,

La aceleracion relativa de la estrella 2 respecto de la 1

la podemos calcular aplicando la siguiente ley de

Newton para el movimiento relativo: F_,=pua,,,

donde u es la masa reducida del sistema. Teniendo en cuenta que la fuerza que se

ejerce entre las estrellas es gravitatoria y que vista desde 1 la estrella 2 realiza un

movimiento circular uniforme de radio 7, =7 +r, y periodo T, con lo que la
2

. . . . v
aceleracion relativa serd una aceleracién normal, a,, = =%, tenemos que:
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Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas obtenemos que:
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Dos cuerpos 1 y 2 de masas 1.0 kg y 4.1 kg respectivamente se unen entre 1
si por un resorte de longitud natural /, = 20 cm, como se indica en la

figura. Cuando se pone a oscilar, el cuerpo 1 realiza oscilaciones EI
armonicas verticales de frecuencia angular w = 25 rad/s. Si partiendo de la ?

situacion de equilibrio empujamos el cuerpo 2 hacia abajo 10 cm y 2

o
s

soltamos, despreciando la masa del resorte determinar: a) la frecuencia L

angular de las oscilaciones que se producen en el sistema. En el momento en que el
cuerpo 2 alcanza la mdxima altura calcular: b) la altura del cuerpo 2, c) la altura del
cuerpo 1, d) la energia interna del sistema, e) la energia total del sistema.

Solucién: I.T.I. 02, 1.T.T. 99, 02

Tomemos el origen de alturas y = 0 en el suelo. Cuando el sistema esta en reposo
la fuerza elastica que aparece en el muelle tiene que equilibrar el peso del cuerpo 1
con lo que en dicha situacion de equilibrio la nueva longitud del muelle sera:

mg=kAl=mw’Al = |

equil . =

I~ Al=1 - §= 18.432 cm

Cuando empujamos el cuerpo 1 hacia abajo 10 cm, dicho cuerpo va a iniciar un
M.A.S. de amplitud A = 10 cm, alrededor de la posicién de equilibrio:

y,(t) - bquit. = Acos(a)t + (p) , v,(t)= % = —(uAsen(a)t + (p)
a,(r)= % =-w’A cos(a)t + (p) = —a)zA(yl(t) - leqm.l_)

(el valor de la fase inicial ¢ dependera del instante que hemos escogido para poner
a cero nuestro crondémetro)

En dicho movimiento va a tener una aceleracion vertical que segun la segunda ley
de Newton sera:

o - - 2

Flw tmg=ma = Fe/dst.—>1,y -mg=ma,, =-mw (y 17 lequil.)
= F =m —ma)z( -1 )— ‘A (r )

clast—1y = T8 WAV = Lo, ) = T8 — MW ACOS\WT + @

Teniendo en cuenta que las fuerzas elasticas que ejerce el muelle sobre cada
cuerpo son iguales y de sentido contrario, la segunda ley de Newton aplicada al
cuerpo 2 nos informard de la magnitud de la normal que el suelo ejerce sobre 2
(que es igual a la magnitud de la fuerza que 2 ejerce sobre el suelo):



suelo—?2 + Feldst.—)Z + ng 0 = Nsuelo—>2 Feldst.—)Z,y - m2g = O
2
= Nsuelo%2 - Fela’st.%l,y - ng = O = Nsuelo%Z + n/llw ACOS(CUt + (p) - mlg - m2g = O

2
= Nsuelo—>2 = (ml + m2)g - mlw ACOS((,UI + (;0)
Segtn la expresion anterior el valor minimo de la normal serfa:

N = (m, + m,)g-mw’A=-1252N <0 ;ABSURDO!

suelo— 2,minima
La normal no puede tomar valores negativos. El resultado anterior nos indica que
en cierto momento, mientras el cuerpo 1 esta ascendiendo, la normal se anularg, el
cuerpo 2 perderd el contacto con el suelo y nuestro sistema saltard conjuntamente
hacia arriba, al mismo tiempo que oscilard alargando y contrayendo el muelle
alrededor de su longitud natural /,.

a) Cuando el sistema con los dos cuerpos y el muelle se encuentre en el aire la
distancia relativa entre los dos objetos variard de forma periddica alrededor de
la longitud natural /, del muelle. La frecuencia ' de oscilacion la podremos
calcular resolviendo la segunda ley de Newton para el movimiento relativo y
utilizando la masa reducida u del sistema:

F, =ua, = F,, =pa,, = - k(y12 - lo) = Uua,,

k
= alZy ( ) ()’12 l ) = M.AS.: y12(t)— lO = A’COS((,()'t + (p')

donde: @' = J:— m1+m2 J Jm1+m2= Jm1+m2= 279rad /s
m

mm, m,
b) Pongamos a cero nuestro crondémetro, t = 0, cuando nuestro sistema con los dos

cuerpos perdié el contacto con el suelo. En ese momento la normal del suelo
sobre el cuerpo 2 se habia hecho nula:

(rm +m,)g

(ml +m, )g— mw’Acosp=0 = cos@ = A
1

= @ =-0.644 rad=-36.9°

(hay que escoger el valor negativo ya que en ese momento el cuerpo 1 esta
ascendiendo: v, | (0) =—wAsengp>0)

En ese instante la posicion y velocidad de los dos cuerpos seran:



(m, + mz)g

y,(0)= Acosq+ 1 +(lo—i\ =264 cm

equil. — n’ll(l)z 2}
2
m, +m
v, (0)=-wAseng=wAy1-cos’p=w,| A’ - M =150 cm/s
Ly m,m’
1

Y2(0)=0 ) Vz,y(0)=0

Para el movimiento del C.M. tenemos que inicialmente:

yc.m.(0)=my‘(0)+m2y2(0)=%+( m )(lo_iz)=5-18 cm

m, + m, w

v, (0)= vy (0) + 12V, (0) =a)J ( il ) A% (%)2 —294 cm/s

m; +m, m, +m,

La segunda ley de Newton para el movimiento de traslacion del C.M. del
sistema nos dice que va a realizar un movimiento vertical con una aceleracion
igual a la aceleracion de la gravedad:

I_i = M a = Motal g M = ac.m. = g

Xt . total "¢ .m. total cm

La posicion del C.M. del sistema en cualquier instante del tiempo vendra dada
por:

1
yc.m.(t) = ycm(o) + vc.m.,y (0) I- zgtz

Para el movimiento relativo entre los dos cuerpos tenemos que inicialmente:

¥12(0) = y,00) - MB (lo— g) 26.4 cm

2
m, +m, )g

v12,y(0) = vl,y(o) —Va, (0) = CUJAZ - [(—2] =150cm/s

mw

Y sabemos que dicho movimiento relativo es un M.A.S. alrededor de la
longitud natural /, del muelle:

yo(t) =1, = A cos(a)’t+ cp’)

Donde w'=279rad/s y A"y ¢' son constantes que hay que determinar a
partir de las condiciones iniciales del movimiento:



( 0
v,(0)= I, = A’cosg teg' = —% @' =—0.697 rad = ~39.9°
w (yu(o) - lO)
B ]
vi,,(0) =—w'A’sen¢’ A= L)_,lo =839 cm
cos@

Una vez conocido en funcién del tiempo el movimiento del C.M. y el
movimiento relativo entre los dos cuerpos podemos conocer la posicién en
cualquier momento de cada uno de los cuerpos:

e () 22l (1) 0= e 0[] )
i) =30 ) 2= 300 0= 722 50

En concreto para el cuerpo 2 tenemos que:

1 ! ! !
y(1) =y, (0) +v, (0)z- ng - (mlez)[A cos(w't+¢') +1,]

Representdndolo graficamente vemos que la altura maxima del cuerpo 2 se
alcanza para ¢ = 3.07 s,y que en ese momento su altura es:

mdx.alt.
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c) En ese instante la posicion del cuerpo 1 sera:

1
yZ( tma’x.alt.) = yLm(O) + Vc.m.,y (0) tmu’x.all. - 5 gtiuixalt. +

+(—m2 )[A’ cos(0' 1,5 + ') + lo] =| 21.6cm
m, + m,

d) y e) Como a lo largo de todo el problema las unicas fuerzas que realizan
trabajo (las fuerzas elasticas y de gravedad) son conservativas la energia total
del sistema permanecerd constante. En la situacion inicial, cuando al muelle,
que ya estaba inicialmente comprimido por el peso del cuerpo 1 Ilo
comprimimos una distancia adicional de 10 cm y soltamos el sistema, su
energia era (tomamos el origen de energias potenciales gravitatorias a ras del
suelo):

E = E + Epm.grav‘,Z + E

pot.grav.,1 pot.eldst . =

1 2
=mgy, +mgy, +Ek(l0 - yu) =| 5.00J

Por otro lado la energia total del sistema se relaciona con la energia propia U y
con la energia interna U™ de la siguiente forma:

E=U+E My, |+[Mgy., ]

potext.

Uim+l
2

| 1
= U"™=E-ZMv, -Mgy,,

Segun la expresion anterior al variar la posicion y la velocidad del C.M. la
energia interna del sistema pareceria variar a lo largo del tiempo, en realidad
las fuerzas externas de gravedad al actuar sobre el C.M. su trabajo, menos

variacién de la energia potencial gravitatoria: —A(M gyc'm_) es igual a la

variacion de la energia cinética de traslacion del sistema: A(E M vf'm') con lo

1
AL
que \3

interna de este sistema:

va'm_ +M gyc_m') =0, sustituyendo para la expresiéon de la energia

1

AU™ = AE — Al
v \2

Mv;, +Mgy., ) =0

Podemos calcular la energia interna del sistema en cualquier momento, en
concreto con los datos que tenemos para t = 0:

ot 1
U™ =E-zMv.,(0)-Mgy,, (0)=| 2201




