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Problema 3: Dos esferas puntuales de masas m y 3m respectivamente, estin unidas por
una varilla rigida de longitud L y masa despreciable. Las dos masas reposan sobre una
superficie lisa horizontal cuando se comunica repentinamente a A una velocidad de
V, =vi.Hallar:

(a) el momento del sistema y su momento angular respecto al centro de masas.

(b) las velocidades de A y B cuando la varilla ha girado un dngulo de 90°

Solucidn:

Notacion: A lo largo del problema denotaremos como cantidades con prima aquellas que
estan medidas con respecto al centro de masas del sistema. Las cantidades sin prima se
refieren a las medidas con respecto al sistema de referencia del laboratorio. El
superindice i se refiere a las cantidades en el instante inicial, mientras que el superindice
[ hace referencia a la configuracion rotada.

(a) El momento total del sistema en el sistema de referencia del laboratorio lo podemos
calcular simplemente a partir de la suma de los momentos individuales de las dos

particulas,

H = i =] i d
Pt =PatPg=m,V,+Myvy =mv .
En el instante inicial, el centro de masas del sistema estara colocado en

n
Emﬁ; =i =i
- o mur,+mpr,  3mL - 3L
rCM.: » = = J=—‘]_
m, +my 4m 4
m

b
i=1

Con respecto al centro de masas del sistema, las posiciones de las particulas A y B en el

instante inicial son
5y .



La velocidad inicial del centro de masas es

- a0 o my,+mgv, mv- v

m, +1 4m 4

con lo que las velocidades iniciales de las dos particulas con respecto al centro de masas
valen

e - V- 3v.
VA-VA_V(M_V‘E_Z'!:E‘E’
S e Vs
Vp=Vp = Ve = 41.

Podemos calcular €l momento angular del sistema con respecto a su centro de masas
como

e S i S ol 5 OmvL ;~ - 3mvL,. - 3mvL -
L = P XMV, =F XMV, Ty XMV =~ 6 (sz)— T6 (JXI): 4 k.

(b) Una vez que a la particula A se le ha suministrado una velocidad v i, y asumiendo
que ni la gravedad ni el rozamiento juegan ningln papel (el sistema se mueve en una
superficie lisa y horizontal), sobre el sistema no acta ninguna fuerza externa y, por lo
tanto, el momento lineal y angular del sistema se conserva,

ot

= dp .
EF = =0 = p, es constante,

ext éz
- dL -
zrm =—>=0 = L es constante.
dtr

Asi, basta calcular p,y L,en un instante dado. Su valor serd el mismo en cualquier
instante posterior.

También se conservard la velocidad del centro de masas del sistema,

P = MV, = constante.



Las velocidades de las particulas en el sistema de referencia del laboratorio toman el
valor

Tenemos cuatro incégnitas por conocer (las dos componentes de las velocidades de cada
una de las dos particulas). Para resolver el problema necesitamos cuatro ecuaciones.

Las dos primeras saldrén de la ley de conservacion del momento lineal total del sistema.
El momento lineal total del sistema rotado es

plo=pl+ph=my] +m,yv) = (rrwj;J + 3mv£,r) i +(mv£,‘_ + 3mv§‘\‘) A

Como el sistema conserva su momento lineal total,

+3v), =V 6))

Y ~f
Pot = Pt = =~ f
» o _3‘)3,,\‘ (2)

mvj:J + I?uir?zvf;Y =my A

f A 7

mvy |+ SmVB__Y =0 Vi

La tercera ecuacion saldrd de la ley de conservacion del momento angular total del

sistema. Cuando el sistema haya rotado 90°, las posiciones de las particulas en el sistema
de referencia del centro de masas seran

3L
A 4 ?
o
_b‘f=——[
- 4

Y las correspondientes velocidades con respecto al centro de masas

T R B T ol B
V] =v} —vCM—(vA_r—v)a V4wl
i

et A S (O F f 3
vy =Vy —VCM—(va—v)z +Vp,J-

Aqui hemos tenido en cuenta que la velocidad del centro de masas se mantiene constante.
Por lo tanto, el momento angular final con respecto al sistema del centro de masas

3mLv,, - 3mLv} .
3! k — ] k
4 4 4

n
TS NS 57 =77 S o SF 5=
Lot _Erj Xmy: =rs Xm\V; +1; XMpVp =
j=1

3mlL ;
- ! f
- (vA i Vi

Como el sistema conserva su momento angular total,

)

k.



o _
LCM =Ly =

CM 4

ay ~Vay

3ml 3mL ;

(vf ! ) =77 = V‘,’,:L\. - vg‘_\‘ =v. (3)
Por ultimo, la cuarta ecuacién vendra del analisis del movimiento del sistema en torno al
centro de masas. Visto desde el centro de masas, el movimiento de las dos esferas es un
movimiento circular uniforme. Por lo tanto, después de haber girado 90° la velocidad de
la particula A tendra Uinicamente una componente a lo largo de la direccién .

17Af = vA{\,_].

En el sistema de referencia del laboratorio, el movimiento de las esferas serd una

combinacion de dicho movimiento circular uniforme y del movimiento de traslacién
uniforme del C.M.

plot k

— — — 3 T v
RN i L SO RO
4m 3, 4 AL)
De la ecuacion (4) deducimos que
.Y
VA,r - 4’

que sustituido a la ecuacioén (1), conduce a

Fo_*®
Vi~

Por otra parte, combinando las ecuaciones (2) y (3), podemos hallar que

Con lo cual, las velocidades de las dos particulas en el sistema de referencia del
laboratorio cuando la varilla ha girado 90° valen

ST
AT Tl
—~f Ve V=
vli=—j ——

B 4 4J
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Problema 8: Determinar la posicion del centro de masas de la placa homogénea de la
figura,

Nota: para calcular el centro de masas de la porcion que falta, aplicar el Teorema de
Pappus-Gulding.

Solucion:

Para calcular la posicion del centro de masas de la placa, vamos a dividirla en dos partes,
cuyos centros de masa podemos conocer o calcular:

Por simetria, las posicién del centro de masas del circulo 1 esté situado en el origen,
7=(00)
Podemos calcular el valor absoluto de las coordenadas del centro de masas del cuarto de

circulo, 2 en la figura, a partir del Teorema de Pappus-Gulding. En efecto, rotando el
cuarto de circulo alrededor del eje x se generaria una semiesfera de volumen

2

1% ZnxR.

semiesfera —

Por el segundo Teorema de Pappus-Gulding, sabemos que

Veemiesters = Acuaro de et X (ReCOITIdO del ¢.m. del cuarto de circulo),



y, por lo tanto

2 5 1 2 4R
— AR =—a R x2n => =,
3 1 Yem Yem 37
; . 4R
Por simetria, Xy, = Yoy = —.
3n

Evidentemente, si tomamos como origen el centro del circulo, las coordenadas del centro
de masas del cuarto de circulo habrd que tomarlas con signo negativo

2 _(_ﬁ _4_R)
. 3x° 3m)

Las coordenadas del centro de masas de toda la pieza vendran dadas por

4R 7R
_ XA - x,A, __ 3 4  _ 4R

C A-A, o AR ox

Xem

De igual manera se calcularia la coordenada y del centro de masas

4R

Yem =%-



1) Determinar el centro de gravedad de las placa de la figura.

SOLUCION
Recordando la definicién de centro de masas de una superficie homogénea

x da
XemM = -de y teniendo en cuenta que da = dx dy, donde este diferencial de
a
area se integra en el drea sombreada delimitada por una recta y una pardbola de
coeficientes ¢ = b/a y k = b/aespectivamente, llegamos a la ecuacién de
partida:

N ffx dxdy }xdx j’dy }xdx[y:[; }xdx (cx - kx?)
% - 0 kx* - 0 . 30

- ffdxdy ) j‘dx?‘dy i j‘dx[y];; i j‘dx(cx - kx*)
0 kx? 0 0

donde primero hemos integrado dy entre la pardbola (kx*) y la recta (cx) y posteriormente
integraremos la variable x entre o y a.

§ [ x3'a F x4
f(cx2 - kx3) dx e | = kT ci ka_4_ P_i ) _E_f
_ 0 =—do L Jo__3 4 _ a3 a2 4 _
g - 29 392 a a>  ba’ ba
2 X
cx - kx“)dx - c—- k— i _—
.!;( % ) Gz k= 2 3 a2 a3
E J0 L 40
2 (1 l) 1.,
b —_ . - SOV
L C VR T L i
ba (l - l) lba 2
\2 3 6 S
Procediendo de forma andloga para la coordenada y:
a a 2% a 2.2 2.4
o fdxj'(ydy fdxl:y_] IdX (C X - k°x )
- ffdedy: 0 ke _ 0 2l _ 0 2 _

o dxd a cx T a a
saxcy fdx fdy I dx[y]g; fdx(cx - kx?)
0 kx 0 0
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pardbola
1) Determina la posicién del centro de masas del y = kx2

cuerpo homogéneo de la figura. \
Z/

SOLUCION:

Como el cuerpo tiene un eje de simetria paralelo al eje y en la posicién (a,y,0), el centro de masas estar4 a
lo largo de dicho eje por lo que tendréd unas coordenadas: x, = a, Zoi= 0

Solo nos queda conocer la altura a la que se encuentra. Para ello, descomponemos el cuerpo en la suma de

. ; 2 . ; .
discos de radio r y volumen dV = mr”dy, cuyo centro de masas estard en el centro del disco situado a una
altura y.

El radio de estos discos depende de la alturay: r=a-x=a- \/(y/k)

Por definicién, y, =
h h h
[yav  [oynrPdy  [lya@ - %y [Taya® + y2 ik - 2yad5TR)dy
= Trh = rh = h
fdv foarrzdy fﬂn(a - M)Zdy fO:rr(a2 + y/k - 2afy/K)dy

e

- 2 h 2 327
n:(a [yl + (1/k)[(1/2)y ] (za/JE)[(Z/s)y ]O)

h
0
7 (> (12)h> + (U/k(13)h> - (aivK)2/5)y ")
- 7 (a’h + Q/R)(1/2B7 - (2a/Y/K)(2/3)h ")

. i 2
Y teniendo en cuenta que en el vértice de la cuerpo se cumple h=ka” = k = h/a’

7 (@®W2)h® + @*/m)(/3)h> - (2aa/vE)(2/5)h>"?) 7 ((12)a%h* + (13)2%h? - (4/5)a"h?)
7 (a’h + (a® Ih)(1/2)h? - (aaB)23)h*2) 7(a’h + (1/2)a%h - (413)ah)

_ mth? (112) + (113) - @5)) _ m*h? ((112) + (153) - (4/5) _ ma’h? (1/30)
ma*h (1/6)

m%h (1 + (172) - (413)) mh (1 + (172) - (4/3))

h—

yClTl




