CAMPOS: CIRCULACION Y FLUJO

Dado el vector a= (x + y)zA + xy} calcular su circulacion a lo largo de la recta y = x+1 desde
el punto A (0, 1) al B (1, 2).

Solucién: I.T.I. 99, 05, 1.T.T. 02

En la trayectoria que nos indican: y = x+1, dy = dx

faf

recta

1 1
I:x+y)a’x+xyaly:|=f[(2x+1)dx+x(x+1)abc]=f(x2 +3x+1)dx = |
0 0

>%w

Dado el vector v = (x + y)2 i+ xy} calcular su circulacién a lo largo de la recta y = x+1 desde
el punto A (0, 1) al B (1, 2).

Solucion: I.T.I. 04

En la trayectoria que nos indican: y = x+1, dy = dx

B 1 1 31
V-dr = d d 2 1 *d ld 5 Sx+1 —
,;!;,v F= {[(x+y X + Xy y] ‘!;[ x+1) dx+x(x+ x] ‘!;( X%+ 5x+ ) ;

Siendo A = (2y + 3); + X7+ (yz— x)lg hallar f;ld? a lo largo de las siguientes
C

trayectorias C:
a) x =2t2,y =t,z7=t desde r=0hastat=1
b) La quebrada que une los puntos (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (2,1,1)
c¢) Larecta que une los puntos (0,0,0) y (2,1,1)

Solucién: I.T.I. 95,03, 06, 1.T.T. 95, 03, 06, L.I. 94

Independientemente de cual sea la trayectoria seguida, en cualquiera de los tres casos
tendremos que:

f;{-d? =f[(2y +3)dx + xzdy + (yz - x)dz] (1)

Para cada caso en particular:

a) x=2r,dv=4rdt,y=1tdy=dt,z=1,dz=30dt
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b)

288

1
Sustituyendo en (1): [A-dF = [[(21+3)4rdr + 200 de+ (16~ 27°) 37 dr | = =
C 0

En la linea que une los puntos (0,0,0), (0,0,1) tenemos que: x =y =0,dx=dy =0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dr =f0 dz=0
0

(0,0,0)—(0,0,1)

En la linea que une los puntos (0,0,1), (0,1,1) tenemos que: x=0,z=1,dx=dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dF =f0 dy=0
0

(0,0,1)=(0,1,1)

En la linea que une los puntos (0,1,1),(2,1,1) tenemos que: y=z=1,dy=dz=0.

2
Sustituyendo en (1): f A-dr =f5dx =10
0

(0,)—(2,11)

Por lo tanto a lo largo de la trayectoria quebrada tendremos: f Adi=0+0+10 =
C

10

En la linea que une los puntos (0,0,0), (2,1,1) tenemos que: x = 2¢,y = z = ¢, dx = 2dt,

dy =dz=dt con t un pardmetro que vade 0 a 1.

1

Sustituyendo en (1): f;ld? =f(3t2 +21+ 6)dt =l 8
C 0

Siendo A= (3x*+6y)i—14yz j+20xz°k hallar [A
C

trayectorias C:
a) x=ty= tz,z =+ desdet=0hastaz=1
b) La quebrada que une los puntos (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)
¢) Larecta que une los puntos (0,0,0) y (1,1,1)

“dr a lo largo de las siguientes

Solucién: I.T I. 96, 00, 01, 02, L.T.T. 96, 00, 04

Independientemente de cual sea la trayectoria seguida, en cualquiera de los tres casos
tendremos que:

A-dr = [|(3x +6y)dx — 14 yzdy +20xz"dz| (1
{ r[[(x+y)x yzdy +20xz z]()

Para cada caso en particular:

Fisica
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a) x=tdx=dt,y==t,dy=2tdt,z=1,dz =3¢ dt

1
Sustituyendo en (1): fA-d?=ﬂ(3z2 + 617 )dt 1411 2tdr +2011° 37 dt]= 5
C 0

b) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,0,0) tenemos que: y=z=0,dy =dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-di =f3x dx =1
0

(00,0)—(1,00)

En la linea que une los puntos (1,0,0), (1,1,0) tenemos que: x=1,z=0,dx=dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dF =f0 dy=0
0

(1,00)—(1,1,0)

En la linea que une los puntos (1,1,0), (1,1,1) tenemos que: x=y=1,dx=dy=0.

1
. - 20
Sustituyendo en (1): f A-dr =f20z2 dz = —
(1,1,0)—(1,1,1) 0 3
. - 20 23
Por lo tanto a lo largo de la trayectoria quebrada tendremos: f A-dr=1+0+ 37| 3
C

¢) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,1,1) tenemos que: x=y=z=t,dx=dy =
dz =dt con t un parametro que vade O a 1.

1

Sustituyendo en (1): f;ld? =f(20t3 ~-117 + 6t) dt=| —
C

0

Hallar para el campo vectorial A=x"T+ yz} + zxk su circulacién f A-dF alo largo de las
C

siguientes trayectorias C:
a) y=x’,z=x desde el origen hasta el punto (1,1,1)
b) La quebrada que une los puntos (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)
c¢) Larecta que une los puntos (0,0,0) y (1,1,1)

Solucién: I.T.I.97,1.T.T. 97, 01, 05

Independientemente de cual sea la trayectoria seguida, en cualquiera de los tres casos
tendremos que:

f;l-d?=f(x2dx+yzdy+zxdz) (1)
C C
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Para cada caso en particular:

a) x=tdx=dt,y= £, dy="2tdt,z= £,dz=73t"dt con tvariando entre 0 y1

Susti d (A-dr=[(F+5)dr = 2'
ustituyen oen(l){ r l(t * t) g 21

b) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,0,0) tenemos que: y=z=0,dy =dz=0.

1

- 1

Sustituyendo en (1): f A-dr =fx 2dx = 3
0

(00,0)—(1,00)

En la linea que une los puntos (1,0,0), (1,1,0) tenemos que: x=1,z=0,dx=dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dF =f0 dy=0
0

(1,00)—(1,1,0)

En la linea que une los puntos (1,1,0), (1,1,1) tenemos que: x=y=1,dx=dy=0.

1

- 1

Sustituyendo en (1): f A-dr =fzdz =5
0

(1,1,0)=(1,1,1)

- 1 1
Por lo tanto a lo largo de la trayectoria quebrada tendremos: f A-dr= 3 +0+ 2= %
C

¢) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,1,1) tenemos que: x=y=z=t,dx=dy =
dz =dt con t un parametro que vade O a 1.

1
Sustituyendo en (1): f;ld? =f3t2 di= |1
C 0

Calcular la circulacion del campo vectorial A= 6xyi+3x" ] + 2k desde el punto O (0,0,0)
hasta el punto M (1,1,1) a lo largo de las siguientes trayectorias:

a) Larecta que une los puntos.

b) La quebrada que une los puntos (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)

¢) Lacurva OM (t, tz,t3)

(Qué se puede decir de los resultados obtenidos? ;jEstard A relacionado con algiin campo
escalar? En caso afirmativo determinarlo.

Solucion: I.T.I. 98, 1.T.T. 99, 02

Independientemente de cual sea la trayectoria seguida, en cualquiera de los tres casos
tendremos que:
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f;l-d?=f(6xydx+ 3x2dy+2dz) (1)
C C

Para cada caso en particular:

a) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,1,1) tenemos que: x =y =z="¢,dx=dy =
dz =dt con t un parametro que vade O a 1.

1

Sustituyendo en (1): f;ld? =f(9t2 + 2) dt=| 5
C

0

b) En la linea que une los puntos (0,0,0), (1,0,0) tenemos que: y=z=0,dy =dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dr = f 0dx=0
0

(00,0)—(1,00)

En la linea que une los puntos (1,0,0), (1,1,0) tenemos que: x=1,z=0,dx=dz=0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dr =f3dy =3
0

(1,00)—(1,1,0)

En la linea que une los puntos (1,1,0), (1,1,1) tenemos que: x=y=1,dx=dy =0.

1
Sustituyendo en (1): f A-dr =f2 dz=2
0

(1,1,0)=(1,1,1)

Por lo tanto a lo largo de la trayectoria quebrada tendremos: f Adi=0+3+2=| 5 '
C

c) x=tdx=dt,y= £, dy="2tdt,z= £,dz=73t"dt con tvariando entre 0 y1

Sustituyendo en (1): f;l-d?=f(12t3 +6t2)dt= 5 '
C C

Al haber obtenido el mismo resultado en los tres casos puede que el campo vectorial
que nos dan sea un campo vectorial conservativo. Si se tratase de un campo
conservativo deberia presentar un rotacional nulo:

i j k
- 9A, O0A\ . (9A, O0A\ ~ (0A, 9A ) -
VXA=i i i=_z_ Y l+(a X z) .+ ,_ax k=0
0x dy 0z ady dz Jz  oOx dx  dy
A, A A,
= A es un campo conservativo, deriva de un campo escalar: A=V
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El campo conservativo A serd igual al gradiente de un campo escalar @, por lo tanto se
verificard que:

oLy

——=A=6wy = ®(xy)=3x"y+ [y

Donde f ( y,z) es una funcién que no depende de x y que por lo tanto actia de constante
a la hora de hacer la integracién respecto de x. La funcién f' ( y,z) la podemos
determinar estudiando la derivada respecto a y:

9D , of
—— O =
3y 3x = 3y = f(y,Z) g(z)

Para determinar g(z) recurrimos al estudio de la derivada respecto de z:

—=A = = %=2 = g(z)=21+C
0z < 0z

Con lo cual la expresion final para @ sera: CD(x,y,z) =3x’y+2z+C

Teniendo en cuenta que el vector de posicién de un punto de coordenadas (x, y, z) es

F=xi+ y} + 2k , consideremos el siguiente campo escalar U(x,y,z) = Cr’, donde C es una
constante y r el moédulo del vector de posicion.

a)

b)
c)

d)

Describase dicho campo escalar (puntos donde toma el valor maximo y minimo, forma de

las superficies equiescalares, ...). De los siguientes puntos ;cudles estardn en la misma

superficie equiescalar?: (3,1,-1),(1,1,1), (\/5 00),5~1-1), (1,0,\/5).
Encuéntrese el campo vectorial conservativo asociado a dicho campo escalar sabiendo
que el valor de su médulo en el punto (1,1,1) es 24.
Encuéntrese la expresion de la divergencia y el rotacional de dicho campo vectorial y
coméntense estos resultados.
Calculese la circulacion de dicho campo vectorial entre los puntos (0,0,0) y (1,1,1) segtin
la trayectoria x =1,y =1,z =¢. ;Cuénto valdria si se realizase entre estos dos mismos
puntos segun la trayectoria x =y = z=1? ;Por qué?

Solucién: I.T.I. 01, 05, L.T.T. 02

a) Sila constante C es positiva el campo escalar tomard siempre valores positivos salvo

en el origen donde tendrd un minimo y se anulara. Si la constante C es negativa el
campo escalar tomara siempre valores negativos salvo en el origen donde tendrd un
maximo y tendrd un valor nulo.
Como la unica dependencia del campo escalar de las coordenadas del punto es a
través del médulo al cuadrado, r*, del vector de posicion, todos los puntos que se
encuentren a la misma distancia del origen tendran el mismo valor para el campo
escalar. Estos puntos formaran por lo tanto superficies equiescalares esféricas
centradas en el origen.
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De los puntos que nos dan (1,1,1), (\/5 00),y (1,0,\/5) se encuentran a la misma
distancia del origen y por lo tanto pertenecerdn a la misma superficie equiescalar.

b) El campo vectorial conservativo sera:

d)

- = oUu . 9 oU » -
V=VU=51+EU]+a—Uk 2C(xl+y]+zk) 2Cr

En el punto (1,1,1) su médulo es 24, luego:

=2C7|,,, =2¢(1.L1)

V(x|

lll

(1.1.1)

= C=43 = V(x,y,z)=8\/gl7|

| V(x,y,z)Lu,l) |= 24

-~ 9y dV, 9V ox dy az)
V-V = — > R Zl2 | 2443
ax * ay * BZ J—( ax ay I aZ ——

=0

%x\;=8\/§

0

<

ik
9 9
Jy oz

<

= %’lQ) ~.

<

Al tratarse de un campo que deriva del gradiente A
de un campo escalar U serd un campo vectorial
conservativo, y por lo tanto es ldgico que su

rotacional se anule. //
El valor positivo de la divergencia de V' indica \\ / l /

la existencia en el espacio de “fuentes” de donde . —
diverge dicho campo vectorial (ver figura). /4\‘ (E\ . ’

Como la divergencia es constante, dichas fuentes / // \ N

se encuentran repartidas de modo homogéneo
por todo el espacio.

Al tratarse de un campo conservativo que deriva Y

del gradiente de un campo escalar no hace falta

realizar las integraciones, ya que el resultado serd el cambio en el campo escalar
entre los puntos inicial y final, independientemente del tipo de trayectoria escogida:

(1.1,0)
fv dF = fVU - dF = f dU = AU =U(1,1,1)- U(0,0,0) = | 124/3

(0,0,0)

Fisica
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Hallar ff AdS extendida a la superficie S del cubo limitado por los planos x =0,x=1,y =0,
S

y=1,z=0,z=1, siendo A=2yz?—(x+ 3y—2)}+(x2+z)12

Solucién: 1.T 1. 96, 00, 03, L.T.T. 96, 99, 02

Para la cara x = 0 tenemos que ds = dy dz (—f ) con lo cual:

11
ff;ld§=ff—2yzdydz= —%
x=0 00

Para la cara x = 1 tenemos que ds = dy dzi con lo cual:

11

ffAdS ff2yzdydz-5

Para la cara y = 0 tenemos que dS = dx dz( ) con lo cual:
oo 11 3
1] AdS=f00(x—2)dxdz= -3

Para la cara y = 1 tenemos que dS = dx dzj con lo cual:

ffAS f x+1dxdz——§

Para la cara z = 0 tenemos que dS = dx dy (— lg) con lo cual:

11
AdS = [[=x dxdy = -~
Jlds = [ dudy =3

Para la cara z = 1 tenemos que dS = dx a’ylg con lo cual:

11

[[AdS = [[( +1)axay -5

Sumando todas las contribuciones: ﬁA d§ =| =2

Siendo A =4xzi - yzj + yzlAc, hallar ﬁg dS extendida a la superficie S del cubo limitado
N

porlos planos x=0,x=1,y=0,y=1,z=0,z=1.
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Solucién: 1.T 1. 95,97, 02, 1.T.T. 95,97, 01, 04

Para la cara x = 0 tenemos que ds = dy dz (—f ) con lo cual:

11

AdS = [ [0dy dz=0
Jf AdS = [ Jody s

Para la cara x = 1 tenemos que ds = dy dzi con lo cual:

11
AdS = [(4zdydz =2
J[Ads = [ [4zdre

Para la cara y = 0 tenemos que dS = dx dz (— }) con lo cual:

11
AdS = [[0dxdz=0
Jf Ads = ] Jodds

Para la cara y = 1 tenemos que dS = dx dz j con lo cual:

Para la cara z = 0 tenemos que dS = dx dy (— lg) con lo cual:

11
AdS = [[0dxdy =0
[ = o

z=0

Para la cara z = 1 tenemos que dS = dx a’ylg con lo cual:

11
B 1
AdS = [(ydxdy=—=
[[ads=[vacdr=3

Sumando todas las contribuciones: ﬁ A d§ =
S

N W

Calcular el flujo del vector de posicion 7 a través de una superficie esférica centrada en el
origen y de radio 3 metros.

Solucién: I.T.I. 98,01, 04, 1.T.T. 99, 02
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Los vectores dS son perpendiculares a la superficie esférica y por lo tanto son radiales y

hacia afuera de la superficie cerrada. El producto escalar entre 7 y dS se reduce por lo
tanto al producto de sus médulos:

7dS =qFrdS=rdpdS =r(4nr*)=4nr’=| 339m’
fEPr g?r rfg? r( J'L'I’) Tr m

Calcular el flujo del vector de posicion 7 a través de una superficie esférica centrada en el
origen y de radio 1 metro, y a través de una superficie cubica circunscrita a la anterior, con
las caras del cubo perpendiculares a los ejes coordenados.

Solucién: 1.T I. 02, 05, 06, I.T.T. 03, 06

Los vectores dS son perpendiculares a la superficie esférica y por lo tanto son radiales y

hacia afuera de la superficie cerrada. El producto escalar entre 7 y dS se reduce por lo
tanto al producto de sus médulos:

ﬁ?d§=ﬁrdS= rﬁdS= r(4ﬂr2)= 4r’ = | 1257 m’
N N N

Para el caso de la superficie ctbica tendremos:

Para la cara x = 1 tenemos que ds = dy dzi con lo cual:

11
7dS = ([xdS = ([dydz =4
Jfrds = [Jds = [ fdvac

Para la cara x = —1 tenemos que ds = dy dz (—f ) con lo cual:

11
FdS= ([ -xdS=((dydz=4
IV rds = [J —xds=[ v

Para la cara y = 1 tenemos que dS = dx dzj con lo cual:

11
7dS = ([ydS = [[dxdz = 4
[frds = [ ys = [ dsds

Para la cara y = —1 tenemos que dS = dx dz (— }) con lo cual:
11

[[7ads - ff—yd5=f_fdxdz=4

y=-1 y=-1 -1
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Para la cara z = 1 tenemos que dS = dx a’ylg con lo cual:

7dS = ([zdS = [ [dxdy =4
f[7S = fzas = s -

Para la cara z = -1 tenemos que dS = dx dy (— lg) con lo cual:

ffrds ff—zdS ffdxdy 4

z=-1 z=-1

Sumando todas las contribuciones: ﬁ? d§ =| 24 m’

Siendo r el vector de posicion de un punto, determinar el flujo
de dicho vector:

a) através de la superficie rayada de la figura,

b) através de toda la superficie cerrada de la figura.

Solucién: I.T.I. 99, I.T.T. 00, 05

a) La superficie rayada ABCD viene definida por la ecuacién x = a, y por lo tanto el
vector de posicién de un punto cualquiera en esta superficie serd: r = ai + y}' +zk .
El vector diferencial de superficie serd: dS = dy dzi

ff 7dS = ff ady dz = ffadydz_ . '

ABCD ABCD T

b) Haciendo lo mismo para las demdas caras del cubo (los vectores unitarios que

representaran a los vectores diferenciales de superficie dS se tomaran siempre hacia
el exterior en el caso de una superficie cerrada):

CaraEFOG:?=0f+y}+zl€,d§=dydz(—z°) = ff?d§=0

EFOG

Cara ABFE: ?=xf+b}+zl€, d§=dxdz}'
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= ff?d§= ffbdxdz=]}bdxdz=abc
ABFE ABFE 00

CaraDCOG:?=xf+0}+zl€,d§=dxdz(—j) = ff 7dS =0

DCOG

Cara AEGD: F=xi +y ] +ck, dS= dxa’ylg

b a
= ff?d§= ff cdxdy=ffcdxdy=abc
0

AEGD AEGD 0

CaraBFOC:?=xf+y}+0!€,d§=dxdy(—l€) = ff?d§=0

BFOC

Sumando todas las contribuciones: ﬁ r d§ =| 3abc
S

Hallar ﬁ AdS extendida a la superficie S del volumen limitado por el cilindro x> +z> =9 y
N

los planos x=0,z=0,y=0,y=1,y=_8, siendo A=6zf+(2x+y)}—xl€

Solucion: I.I. 94

Texto solucidén

a) Calcular el area del triangulo formado por los puntos A (1,
0,0),B(0,1,0)y C (0,0, 1). b) Encontrar la ecuacién del
plano que contiene a dicho tridngulo. Dado el campo vectorial:
E(x, v, z) = (x +y+ Z)(; + ]A + 12) calcular: c) su flujo a través

de la superficie del tridngulo, d) su circulacién a lo largo del
perimetro del tridngulo: A—=B—=C — A.

Solucion: I.T.I1. 05

a) Sabemos que el producto vectorial de dos vectores es un vector cuyo médulo es
igual al drea del paralelogramo formado con ayuda de esos dos vectores. El drea del
triangulo sera justamente la mitad. Utilizando los puntos A, B 'y C del enunciado:

1 — —
Area=5‘ABxAC‘= ? unid. long’
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b) Como los vectores AB y AC estdn contenidos en el plano el vector

d)

Fisica

V=ABxAC = (zA + } + 12) serd un vector perpendicular al plano.

Sea D de coordenadas (x, y, z) un punto cualquiera del plano. El vector AD es un
vector contenido en el plano que nos piden y por lo tanto debe ser perpendicular al
vector V':

AD-V=0 = x+y+z=1

El calculo del flujo del campo E através de la superficie del tridngulo sera:

E(x,y,z)dS = gi (x+y+z)(f+}+l€)d§= g)' (f+j+/2)d§=

tridngulo ABC triangulo ABC triangulo ABC
en el plano en el plano en el plano
x+y+z=1 x+y+z=1 x+y+z=1

=(z +]+k) Ep ds =(z +]+k)-S,,ia,ngu,0 =
tridngulo ABC

en el plano

x+y+z=1

(i +]+k)->(ABxAC) =

N | W

El perimetro A — B — C — A esta contenido en el plano del tridngulo mientras que

la orientacion del campo E es paralela al vector (zA + } + 12) que es justamente un

vector perpendicular al plano con lo que se deduce que la circulacién de E alo
largo del camino propuesto es nula.
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